Signali i sustavi

Auditorne vjezbe 10.
Z transformacija i

inverzna Z transformacija

< transformacija

e Z transformacija niza brojeva f[n] za
koje vrijedi f[n] =0 za n <0 definira se
kao:

e Postupkom Z transformacije
transformira se niz brojeva u funkciju
kompleksne varijable z.

e Vrijednost F(z) moze biti konacna ili
beskonacna.

Z transformacija — definicije

e Skup vrijednosti od z u z-ravnini za koje
je F(z) konacno naziva se podrucje
konvergencije.

e Skup vrijednosti od z u z-ravnini za koje
je F(z) beskonacno naziva se podrucje
divergencije.

ZZ transformacija osnovnih signala

Zadatak 1.

Zadatak 1. - podrucje konvergencije

Kroneckerov | & 0 « Odredi Z transformaciju niza > sin(am)z" =37 e -
delta 25[11] z"=z"=1
Ia" -n —jan -n
n=0 { 0, zan<0 _/zzno _JZZno
Pomaknuti = R > -1 PR (T ol G R
Kroneckerov 25[71 m sin(an), zan=0 72 Z,,:o( z ) 72 n:o( z )
n= . v o . iraj ja | = |ga || 2] = | -1 i
delta ’ e Funkciju f[n] mozemo zapisati i kao Su_melkonve.rg'rafu za |f/ Zl _‘e/ 1= =]z < 1i
Jedini¢na o > 1 — leezl| = lev| |z = |zl <1, tj. za 2| > 1.
) - _ -1 _ z f[n] = sin(an) s[n]
stepenica Zl z —Z(Z ) = o= .
=0 ) -z z—1 e Tada je . N
- +«— podrucje konvergencije
Diskretna = . Z[f1n]l= Zlsin(an)s[n]]=>" " sin(an)s[n]z™" —1
eksponencijala Za z =Z(az ) = o= -
oy az  z—a =Y " sin(an)z™" z-kompleksna ravnina
Zadatak 1. - konacno rjesenje Svojstva Z transformacije Inverzna Z transformacija
. MnoZzenje i . ; .
e Zalz| > 1 je | eksponencijalom a”f[n]%F(ij e Z transformacija djflnlrana je kao:
Zlnl=£3 e =) -#Zn:o(e”“f) : =2 Sz = F(2)
| | | | | 1oz —14eip Derivacija slike dF(z)
= - : e’z ¢z nfn]— -z p; e Inverznu Z transformaciju koristimo pri
j21-e”z" j21-ez™ 12 l-efz7 —e ™z 4272 z . S . Y. -
L Pomak fn+m]—2"F(z)— Zm lf odredivanju niza f[n] ¢iju Z transformaciju
- = sin(a) ——— zsin(a) =0 F(z) poznajemo.
1-2z" cos(a)+z z=—=2zcos(a)+1 f[n—m]—)zfmF(Z)+Zl_=0 fli-mlz e Pigemo
* Dakle Konvolucija Zf F()GE) Z_I[F(z)]=f[n]
. SiIl —l e 4 z
Z|[sin(an)]= zsin(a) |z[>1

z? =2zcos(a)+1’




Inverzna Z transformacija

e Najvaznije su racionalne funkcije F(z) oblika
k k-1
F(z):b*Z[erk“Z[?l +...+b,

az +a_z" +..+a,

e Izravno prepoznavanje niza f[n] nije prakti¢no.

o Koristi se rastav F(z) na parcijalne razlomke (slicno
kao za inverznu Laplaceovu transformaciju).

e Prvo odredimo polove F(z) pa onda odredimo
rastav. Svaki parcijalni razlomak je Z
transformacija nekog elementarnog niza, a trazeni
niz f[n] je linearna kombinacija (zbroj) tih
elementarnih nizova.

Inverzna Z transformacija

¢ Neka su stupanj brojnika i nazivnika jednaki te
neka su svi polovi medusobno razliciti i razli¢iti od
nule. Tada je rastav:

F(z)= bz* +b, 2+ .+ b, _ bz +b,_ 2+ .+,

az"+a_ "'+ +a, a(z-z)z-2,)..(2-2,)

k k=1
b,z" +b_ 2" +...+b,

R Ty

=0,+0, +otoy,

razlika u rastavu za Z i L transformaciju

e Elementarni nizovi koje trebamo su:

Z o] =8[n] Z"[a

Inverzna Z transformacija
e Za polove medusobno razlicite i razli¢ite od nule je:

F(2)

bz +b 27 4.+, z
= L, Ottty
az +a,_z +..+a, zZ—z zZ—2z;

o Koeficijente u rastavu odredujemo na slijedeci
nadin:
b
oy = F(Z)L:O =
a,

—z - bz +...+b
OC»=Z Z’F(z) _Z-z Wz o ‘

' z z (z-z)...(z—2)...(z—z,)

z=z;
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Zadatak 2.

e Odredi niz f[n] ¢ija je Z transformacija

Z[f[n]] = F(z)= z(z—acos(b))

z* —2azcos(b)+a’

e Funckija F(z) ima dva pola. Ako su polovi

medusobno razli¢iti o¢ekujemo rastav
oblika

z
F(z)=0,+0,——+0,
z—2z z—z,

Zadatak 2. - polovi

e Polovi su

_ 2acos(b) £+/4a’ cos’(b)—4a’
- 2

=acos(b) £ jasin(b)

+jb

Z12

=ae
e Rastav je

Fy=—2Fzacs®) _ . L, 7 z
z* —2azcos(b)+a’ L

= 5 —
z—ae’ z—ae™”

¢ Preostaje odrediti koeficijente o, o i 0.

Zadatak 2. - koeficijenti

e Odredimo koeficijente o, o i o,:

0(0—acos(b
0y = F(a)|_, = o0 acosb)
0" —2a0cos(b)+a

z—ae” z—ae”  z(z—acos(b)) ‘
o = Fz)| = rT——
z e z (z—ae”)(z—ae™) el
_ae” —acos(h) _e"—L(e"+e ) 1
T oae”—ae” T e-e 2
z—ae™” z—ae™”  z(z—acos(b)) ‘
o, = F(z) - /h -
z o z (z—ae”)(z—ae™) e

ae™ —acos(b) _ e’ —Le”+e) 1

—jb jb - jb jb -
ae”’ —ae’ e —e’ 2 15

Zadatak 2. - konacno rjesenje

e Uvrstimo 0,=0, o, =1/2 i a, = 1/2:

F(z)= z(z—acos(b)) —0+ 1 z 1 z
z* —2azcos(b) +a’

Py b Ay —jb
2z—ae” 2z—ae™”

e Sada odredimo trazeni niz

SfIn]l= %(ae‘ib )n +%(ae_ﬂ’ )n =a"cos(bn), n=0

Slucaj visestrukih polova

e Za slucaj visestrukih polova funkcije F(z) razli¢itih
od nule rastav je nesto drugacijeg oblika.

e Neka je samo jedan od & polova razli¢itih od nule
viSestrukosti m i neka to bude bas z,. Tada je:

F@) bz* +b_z" ... +b, bz* +b,_z" " +.. . +b,
z)= =
k k-1
az a2+ 4a, a(z—z)"(z-2,)..(2=2 )

2 m
o,z o,z o,z o,z o,z
F(Z):a0+ 1 + 2 > L+ m — + m+1 +...4 k
z—z;, (z-2z) (z=z)" z-2z, Z=Z4 it
N
~" "

pol viSestrukosti m uzrokuje pojavljivanje _ostatak rastava
lanova z/(z-z,) s vidim potencijama (jednostruki polovi)
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Slucaj visestrukih polova

e Qvisno o kratnosti pola dio u rastavu na parcijalne
razlomke je sljedeci:

jednostruki pol z; | %
razli¢it od nule z=z

- i z z? z"
m-struki pol z, o — 0, O,
razli¢it od nule z-2z (z-2z) (z—z)

e No da bi odredili inverznu Z transformaciju za
slucaj visestrukih polova potrebno je poznavati

o 1
z {“(z—zl)"’} ‘
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Zadatak 3.

e Odredi inverznu Z transformaciju

-1 Zm
z Lz—a)m}

ako je poznato da je

5]
zZ—a

koristeéi poznatu relaciju za trasformaciju
konvolucije

ZI(f *2)nll=F(2)G(2)

Zadatak 3.

e Odredimo prvo inverzne transformacije za
m=2im=3:

S It - R
< [(z—a)z}_z [z—az—a}_a "

p i n
ZZ» aa"'=a" 2 I=(n+1Da"
i=0 i=0

S 2 | = z | - ,
Z Lz_a)}}—z [z—a(z—a)z}_a (n+1Da

= Z:;Oa’(iz +1-i)a"" = a"ZLU (n+1-17)

_ a”[(n+l)2 B n(n+1)j _ (n+1)(n+2) 4"
2 2!
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Zadatak 3.

¢ Na slican nacin moze se dobiti op¢i izraz

(z—a)"

Zl{ z" }z(n+l)(n+2)...(n+m—l)a,,

(m—1)!

Dokazati za vjezbu!
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Slucaj visestrukih polova - koeficijenti

2 m
o,z o,z o,z o,z o,z
F(z)=o0p+——+—2—+... mo ety ——k
-z (z-z) (Z_le z-z, 27 2k
~—

pol visestrukosti m

o Koeficijente u rastavu odredujemo na slijedeci
nadin:
b,
o, =F(z) ="
0 ( )‘::0 a, za jednostruke polove koeficijente
o jednostavno odredujemo prema
ovim izrazima

z—z,
s = - LF(2),

za pol visestrukosti m mozemo
jednostavno odrediti samo
=z koeficijent ol uz potenciju m

(z—- Zl)

a, = F(z)

Slucaj visestrukih polova - koeficijenti

)
o,z o,z" Ocz o, Z o,z
F(z)=0p+——+—2—+... — gt g —
-z (z-z) (Z Z) Z=12, 272
~—

pol visestrukosti m
e Sada je jos potrebno odrediti preostale koeficijente
za pol visestrukosti m.
e Gornji rastav vrijedi za svaki z, pa tako i za neke
odabrane z;. Odaberemo neke z; razlic¢ite od nule
i polova F(z) te iz dobivenih jednadzbi odredimo
preostale koeficijente. Potrebno je m — 1 jednadzbi.

o o m=1 o z" o
F(z)= O +— 24—t —+ ni —+...+ 1%
ZiTZ (zi—z))" (z—2)

Zi T Zk-mnl
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Zadatak 4.

e Odredi inverznu Z transformaciju

z- 224227 +z+1
22—z —8z+12

e Potrebno je odrediti rastav na parcijalne
razlomke. Prvo trazimo polove:
22—z —8z+12=0
(z=2)(z+3)=0

e Imamo jedan dvostruki pol z, , = 2 i jedan
jednostruki pol z; =-3.
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Zadatak 4. - racunanje koeficijenata

e Uz polove z;, =2 i z; =—3 rastav je:

z +22 +z+1 z z2? z

=0t O, O ———
—-8z+12 z=2 (z=2) z+3

e Odredujemo o, O, i O3:

Fla)=—

0°+2-0°+0+1 _ 1

o, =F(z ==
0 =P 0°-0>-8-0+12 12
(z=2 2422 +z+1]  _2°+2.2°42+1_19

(XZ 2

2 (z-27(z+3)| 2’(2+3) 20
o o Z¥37 +22%+z+1]  _ -27+18-3+1 _ I
oz —3(=3-2)* 75
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Zadatak 4. - racunanje koeficijenata

e Odredili smo o, =1/12, o, = 19/20 i o3 = 11/75.
Potrebno je jo$ odrediti ;. Odaberemo neki z
razli¢it od nule i polova z;, =2 iz;=-3, npr. z=1:

242224241 z z’ z
F(z )_7 Oy + 0 ——+0) ———5+0; ——
—-8z+12 z=2 (z-2)° z+3
2
F(l)— & +2 P +1+1 L+oc] 1 +Q 1 2_'_11 1
-8-1+12 12 1-2 20(1-2)" 751+3
5 321 9
=0+ ==
4 300 50
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Zadatak 4. - konacno rjesenje

e Odredili smo o, =1/12, o,; =-9/50, o, = 19/20 i
o; = 11/75. Rastav na parcijalne razlomke je:

24222 +z+1 1 9 =z 19 2z 11 z
O

+= —
z2-8z+12 12 50z-2 20(z-2)° 752+3

e Inverzna Z transformacija je:

9, L1
f[n]——S[n]—%Z +—(n+l)2 75( 3)", n=0

odnosno grupirano
19 77

f[n]—*S[nH[% +@j ! —( 3)", n20
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Zadatak 5.

e Odredi inverznu Z transformaciju

al z+1
Z {zz(z—l)}

e Opet je potrebno je odrediti rastav na
parcijalne razlomke. Imamo jedan
dvostruki pol z;, =0 i jedan jednostruki pol
zy=1.

e Zbog pola u nuli ne mozemo jednostavno
odrediti koeficijent o, u rastavu F(z).
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Zadatak 5. - pol u nuli

e Uz polove z;,=0iz; =1 rastav je:

F(z)= ZZH =oc0+(x,l+(x7i2+oczi
z7(z-1) z Tz Tz-1

e Zbog pola u nuli ne mozemo odrediti o,:

z+1
2 (z-1)

Oy = F(Z)‘zzo =

Izraz ima singularitet u nuli!
z=0

* MoZemo odrediti samo o, i 0i3:
0+1

=T
0-1

z+1

z=0

o; =

- z Z%(z-1) _

=2

Z_IF(Z)

z-1 z+1 ‘ 141
z=1

117
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Zadatak 5. - koeficijenti

e Odredili samo o, =—-1i a3 = 2. Sada odredujemo @,
i o, odabiranjem dvije vrijednosti z (razlicite od
polova i nule). Odaberimo z=-1iz=2:

Bl . SRSV SUNER S Sl B

DX(=1-1) " o1 (=) T -1-1

2+1 1 1 2

FO= gy =%ty 4

0=0,—0,

F(-1)=

1
—3:a0+0c15

o, =0, =-2
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Zadatak 5. - konacno rjesenje
e Odredili samo oy, =-2, o, =2, o, =—1 i
o,; = 2. Rastav na parcijalne razlomke je:
Fy=—2tl o g ol 1, 2
z7(z-1) z z z—1
e Inverzna Z transformacija je:

fIn]==28[n]-28[n—1]-8[n-2]+2-1", n>0
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Rastav na parcijalne razlomke

e Svaki pol doprinosi rastavu prema tablici:

jednostruki pol aZ
z, razli¢it od nule z-2z
. 2 m

- z z z
mestruki pol 2y 2 g, Tt .
razli¢it od nule z-z (z-z) (z—2)
jednostruki pol at
jednak nuli z
m-struki pol 1 1 1
; : oy —+o, 5 +...+0, —
jednak nuli z
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Rastav na parcijalne razlomke

o Koeficijente rastava odredujemo prema tablici:

jednostruki pol

o= F(z)‘
z, razlicit od nule z .

m-struki polz, |, _ 1 d" [(2—2.)'" Fz)

razli¢it od nule to(m=Dlaw" 2"

—_A
z= Hfj _
w=0

jednostruki pol

jednak nuli =G,
m-struki pol @ =—L d: ("F(2))
jednak nuli (m—i)ldz 0
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Zadatak 6.

e Pomocu Z transformacije nadi rjeSenje
jednadzbe diferencija
Yn+2]-3y[n+1]+2y[n]=2u[n+1]-2u[n]

uz pobudu

0, zan<0
u[n]=
n, zan=0

i uz zadane pocetne uvjete y[-1] i y[-2].

Zadatak 6. - prelazak u Z domenu

e Od interesa nam je samo odziv od koraka
nula u kojem pocinje pobuda.

¢ Prebacujemo jednadzbu u Z domenu:

V[n+2]-3y[n+1]+2y[n]=2u[n+1]-2u[n] /Z

2°Y(2) - z°y[0]— zy[1]-3zY (2) + 3zy[0]+ 2Y(2) =
=2zU(z)—2zu[0]-2U(z)

(2> =3z+2)Y(2)—(z* =32)y[0]-zy[1] =
=(2z-2)U(z)-2zu[0]
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Zadatak 6. - rjesenje u Z domeni

e Rjesenje jednadzbe u Z domeni je

2z-2 2zu[0 2% =32)y[0]+ zy[1
Y(z)=— UG- [0] +( 2)y[] y[1]
z°=3z+2 z°=3z+2 z°=3z+2

e Odziv ovisi o pobudi u[n] i 0 poletnim
stanjima y[0] i y[1] koji pak ovise o y[-1]i
y[-21.

e Potrebno je odrediti y[0] i y[1] iz y[-1] i y[-2]
korak po korak.

36




Zadatak 6. - rjeSenje u Z domeni

e Odredujemo y[0] i y[1]:
{y[o] =3y[=11+2y[-2] = 2u[-1] - 2u[-2]
y{1=3y[01+2y[-1] = 2u[0] - 2u[-1]

e Pobuda u[n] postoji samo za n > 0 pa otpadaju
Clanovi u[-171 u[-2].

{y[O] =-2y[-2]+3y[-1]
Y] ==2y[=1]+3y[0]+2u[0]
{y[O] ==2y[-2]+3y[-1]
y{1]1=7y[=1]=6y[=2]+2u[0]
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Zadatak 6. - rjesenje u Z domeni

e Sada je odziv u Z domeni
2z-2 2zu[0]
Y(z) = —
@) 27 =3z+2 v z*=3z+2
+ (27 =32)(=2y[-2]+ 3y[~1]) + 2(7y[~ 1] - 6y[-2]+ 2u[0])
z?=3z+2

e Odnosno nakon sredivanja

2z-2 3z° —2z)y[-1]-2z%y[-2
z"=3z+2 z"=3z+2
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Zadatak 6. - inverzna transformacija

¢ Odziv sustava odredujemo inverznom Z
transformacijom.
e Neka je y[-1]=01iy[-2]=0.
o 2z-2
=7 5="-vU
Mm=2 [zz—3z+2 (Z):|
e Z transformaciju pobude U(z) znamo iz tablice.

z
U(z)= Z[ns[n]] = W
e Tada je Y(2)
2z-2 z 2z
"&=5750 (z-17  (z=1*(z-2)
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Zadatak 6. - inverzna transformacija

e Rastav na parcijalne razlomke je:

Y(2) 2z

= st O, e,
(z=1)(z=2) z—1 (z-1)

z-2

e Sada odredujemo o, O, i 03:

22| 2:0
o, = 3 = =
(z-1*z-2)|_, (0-1)*(0-2)
(z-1)° 22| 2
o, = 5 5 = =—
2 (z-D'(z-2), l1-2)
=2 2z | 2
;=

ik — - =2
z (z-Dz-2), @-1?
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Zadatak 6. - konacno rjesenje

e Odredili smo o, =0, o, =-2 i oy = 2. Koeficijent o,
odredujemo iz Y(z) za npr. z=3:
2
R Tt ROV BIPRE SPPAE B
(3-1*(3-2) 3-1 T@3-1* 3-2
7=a1§+§:0¢1=0
2

e Konacno rijesenje uz y[-1]=0iy[-2] =0 je
2
z z
Y(z)=2——+2
@) (z—-1)? z=2

y[nl=="2x+D1"+2-2", n=0

41




