Signali i sustavi

Auditorne vjezbe 6.

Jednadzbe diferencija

e Koriste se u opisu diskretnog sustava
modelom s ulazno-izlaznim varijablama.

e QOdredivanje odziva sustava svodi se na
problem rjesavanja jednadzbi diferencija.

e Nacine rjesavanja jednadzbi diferencija
ilustrirat ¢emo primjerima.

Klasi¢ni nacin rjesavanja

¢ RjeSenje nehomogenih linearnih jednadzbi
diferencija opcenito se dobiva kao zbroj:

1. rjeSenja homogene jednadzbe y,[n] kojeg
odreduje struktura jednadzbe te

2. partikularnog rjeSenja Y,[n] kojeg odreduje
funkcija pobude.

Zadatak 1.
¢ Rijesi homogenu jednadZzbu diferencija

y[n]—%y[n—l]—%y[n—2]=o

uz pocetne uvjete y[-1]=11iy[-2]=2.

e Jednadzbu zadovoljava funkcija y[n] = ¢".

¢ UvrStavanjem y[n] = ¢" u zadanu jednadzbu
dobivamo karakteristi¢nu jednadzbu

1 1

n__ - n-1__ = n=2 :0
q 2‘] 2q

Zadatak 1. - karakteristicna jednadzba

e Sredivanjem dobivamo:

n=2 2 1 1
——g——1|=0
q (6] > q >
e Trivijalno rjeSenje je ¢ =0, dok netrivijalno
rjeSenje trazi:
1 1

2
_la-2-0
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Zadatak 1. - karakteristicna jednadzba

¢ Netrivijalna rjeSenja karakteristi¢ne
jednadzbe nazivaju se vlastite frekvencije.

(=LY (=12 —g(=1
-2 (22) S P
e Jednadzbu zadovoljavaju nizovi (¢,)", (¢,)".

e Rjesenje homogene jednadzbe diferencija
za razli¢ite ¢, i g, dobivamo u obliku:
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nlnl=Cyq +Cyq; =C 1"+ Cz(_%)n

Zadatak 1. - odredivanje konstanti

¢ Konstante C, i C, se odreduju na temelju
poznavanja pocetnih uvijeta y[-1] i y[-2].

¢ Pocetni uvjeti su y[-1]=1i y[-2]=2. Tada
vrijedi:
wl21=2=C 17 +Cy (-9
y[-1]=1= C1171 + Cz(_%)il

2=C, +4C, 4
=C==,C,=—
1=C, -2C, 3

Zadatak 1. - konacno rjesenje
e Opce rjesenje jednadzbe

y[n]—%y[n—l]—%y[n—2]=o

je "
y[n]:Cll"+C2(—;j , Vnel

¢ Uz pocletne uvjete y[-1]=1i y[-2]=2
rieSenje je
4 (1
nl==1)" +—| -
yln] 3() 6( 2

), Vne Z

Zadatak 2.

e Nadi opce rjeSenje homogene jednadzbe
diferencija
3 1
n]——y[n-2]-—y[n-3]=0
yln] 4y[ ] 4y[ ]

e Karakteristi¢na jednadzba je
3 1

n__ 2 n=2__ - ;1—3:0
q 4q 4q

n=3 3 3 1
——g——1=0
q (‘I 4q 4

odnosno




Zadatak 2. - karakteristicna jednadzba

e Karakteristicna jednadzba je treéeg reda.
Sredivanjem dobivamo:

¢ ~3q-%=4lg’~3)-4(g+3)
=(g+4)lg*~4a-14)

=(g+3)(g+4)g+1)
e Tada su vlastite frekvencije sustava
I R L
(’II 2 s ('IZ 2 s q3

Zadatak 2. - karakteristi¢na jednadzba

e Ovdje se radi o viSestrukoj vlastitoj
vrijednosti (dvostrukoj), pa je homogeno
rjeSenje oblika:

yilnl=Cq +Cong; + Ciqy
= (Cl + Cz”)‘]ln +Cyqy
=(C +Cn)=1)" +C,1"

Zadatak 3.

e Nadi opce rjeSenje homogene jednadzbe
diferencija

ﬂﬂ—%yw—u+§yw—n=o

e Karakteristi¢na jednadzba je

1 . 1 .,
n__— . n +7 n :0
q 2q 4q
odnosno
”2( 2_1 +1j—0
q q 2q 4
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Zadatak 3. - karakteristicna jednadzba

¢ RjeSavanjem ove kvadratne jednadzbe
dobivamo rjesenja
_1, .43
9., 4—] 4
e Rjesenja mozemo napisati preko modula i
argumenta kao

1 3 1

Zadatak 3. - opce rjesenje
e Opce rjesenje je prema tome
nIn=C e ) +C ke )
— (%)n (Clejnn/S +Czefj7m/3)

e Eksponencijalne funkcije moZzemo napisati i
pomodu funkcija sin[x] i cos[n]:

Zadatak 3. - konacno rjesenje

e Uvodimo nove konstante 4 i B
A=C, +C,
B=j(C,-C)

e Konacno rjesenje je tada

y[n] = (1) (4 cos(%) + Bsin(2))
-

g =—*+j—== e yln]=G)" (Clejn”/3 + Cze_jw}) faza vlastite
4 4 2 =(3)" (C, cos &+ jC, sin 2+ C, cos & — jC, sin %) modul vlastite frekvencije
q,= 1_ Jj V3 = L =(1)"((C, +C,)cos(Z) + j(C, — C,)sin()) frekvencije
4 4 2 13 14 15
Odredivanje homogenog rjesenja Odredivanje partikularnog rjesenja Zadatak 4.

jednostruka realna
vlastita frekvencija g

k-struka realna vlastita |y, [n]=¢" (C, + nC, + ... + n¥1C))
frekvencija g

nlnl=Cq"

konjugirano-kompleksni

par kuta ¢ i modula ¢ yuln] = gq" (4 cos(9) + B sin(9))

k-struki konjugirano- yh[”] =
kompleksni par kuta ¢ q"cos(9) (A, + nd, + ... + nk14,) +
i modula ¢ q"sin(9) (B, + nB, + ...+ n¥1B))

¢ Najveci broj pobuda zanimljivih za analizu
diskretnih sustava dade se predstauviti ili
aproksimirati nizovima oblika polinoma ili
kompleksne eksponencijale.

¢ To je razlog da se metoda neodredenih

koeficijenata koristi u analizi sustava (zbog
njene jednostavnosti).

¢ Rijesi jednadzbu diferencija
n+2y[n =11+ y{n—2] = xfn]
uz pobudu
n(=1)" zanz=0
x[n]= .
0 inace
te uz poletne uvijete
Y =0iy[-2]=1
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Zadatak 4. - homogena jednadzba

e Potrebno je rijesiti nehomogenu jednadzbu
y[n]+2[n—11+y[n—-2]=n(-1)",zan=20
e Kada rjeSavamo nehomogenu jednadzbu
prvo rjeSavamo odgovaraju¢u homogenu
jednadzbu, a onda metodom neodredenih

koeficijenata trazimo partikularno rjesenje.

e Odgovaraju¢a homogena jednadzba je
y[n]+2yn—1]+y[n—-2]=0,zan=0

Zadatak 4. - homogena jednadzba

e Karakteristi¢na jednadzba jednadzbe
y[n]+2y[n—1]+y[n—-2]=0,zan=>0
je
g (g +2q+1)=0
¢ Vlastite frekvencije su
g =-11 ¢g=-1
e Homogeno rjesenje je oblika
wpln] = (Cy +nCy) (1)
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Zadatak 4. - partikularno rjesenje

¢ Odredivanje partikularnog rjesenja:
1. Pobuda je slozena i predstavlja umnozak
polinoma prvog reda i eksponencijalnog niza.

2. Za pobudu polinomom n-tog reda partikularno
rieSenje Ce biti polinom n-tog reda.
3. Za eksponencijalnu pobudu partikularno
rieSenje ima oblik kompleksne eksponencijale.
e Za nasu pobudu x[rn]=n(-1)"zan >0
partikularno rjesenje bi izgledalo ovako:
Yplnl=(4n+ B) (=1)"
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Zadatak 4. - partikularno rjesenje

e Partikularno rjesenje je oblika

yylnl=(An+ B) (=1)"

e No bududi da je frekvencija kompleksne
eksponencijale jednaka vlastitoj frekvenciji
sustava koja je usto i dvostruka,
partikularno rjesenje treba pomnoziti sa
nizom »* gdje je k-stupanj viSestrukosti
vlastite frekvencije.

e Partikularno rjeSenje stoga postaje

ylnl=n*(An+B) (-1y'
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Zadatak 4. - partikularno rjesenje

e Uvrstenjem partikularnog rjeSenja u nehomogenu
jednadzbu i primjenom metode neodredenih
koeficijenata odredujemo konstante 4 i B.

e Prvo odredimo y,[n], y,[n—1]iy,[n—2].
Vlnl =n*(4n+B) (-1)
= (4n*+ Bn?) (-1)"
yln—=1]1 =(n—-172dn-1)+B) (-1)"!
=(—An3+34n*>-34n+ A — Bn?> + 2Bn—B) (-1)
yln=2] =(n-27An-2)+B) (-1) 2
= (An3 — 64n* + 124n — 84 + Bn?> — 4Bn + 4B) (-1)"
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Zadatak 4. - partikularno rjesenje

e Uvrstimo y,[n], y,[n - 1]iy,[n—2] u jednadZbu:
(4n’ + Bn? ) =1y
+2 (-An® +34n*> —34n +A —-Bn®> +2Bn —B )(-1)
+ (A3 —64n* +124n —84 +Bn* —4Bn +4B ) (-1)
= ( n ) (=1y
e Grupiranjem uz pojedine potencije od n dobivamo:

uznm: A-24+4=0 =0
uz n?: 6A—-64+B-2B+B=0 =0
uzn': —64+124+4B—4B =64 =1

uz n’: 24-84-2B+4B=-64 +2B =0
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Zadatak 4. - partikularno rjesenje

e Sada odredimo koeficijente 4 i B.
64=1
—64+2B=0
e Iz gornjih jednadzbi je A=1/6 i B=1/2.
¢ Partikularno rjesenje je

y,[n]= (én +— nj( D", n=0
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Zadatak 4. - ukupno rjesenje

e Ukupno rjesenje je zbroj homogenog i
partikularnog rjesenja:

yn]=(C, +nC,)(-1)" +(én +=n j( D", n=0
e Sada je iz zadanih pocetnih UVJeta y[-11=0
i y[-2] =1 potrebno odrediti C, i C,.
e Rjesenje je ispravno samo za n >0, te
nije moguce izravno koristiti y[-1]i y[-2].

¢ Moramo izracunati y[0]i y[1] da bi odredili
C,icC,. 2

Zadatak 4. - ukupno rjesenje

e Ra¢unamo y[0]iy[1]izy[-1]=0iy[-2]=1
prema y[n]=n(-1)"—2y[n — 1] —y[n —2]:
y[0]=0-(-1)-2-0-1=-1
M=1- (D=2 (h-0=1
¢ Sada odredujemo C; i C,:

y[0]=(cl+ocz)(—1)°+@03+ 0 j( 1)°

1= (C, +1C, )-1)! +(613+ 1}( 1!
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Zadatak 4. - konacno rjesenje

e Dobivamo C,=-11i C,=-2/3.
e Opce rjesenje jednadzbe je

yn]=(C, +nC,)(-1)" +[én3 +;n2j(—1)”, n=0

¢ RjeSenje uz zadane pocetne uvjete y[-1]=0
iy[-2]=1je

y[n]= (—l—inj(—l)" +(én3 +;n2j(—1)", n=0
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Zadatak 5.
e Rijesi jednadzbu
ylnl + 2y[n — 11+ yln - 2] = x[n]
uz supstituciju n —2 =n’. Dakle potrebno je
rijesiti jednadzbu
'+ 2]+ 2y[n" + 1]+ y[n'] = x[n" + 2]
uz pobudu
n(-1)" zan=0
x[n]=

0 inace
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Zadatak 5.

e Karakteristi¢na jednadzba je
q" (> +2q+1)=0
* Rjesenja ¢, = ¢, =—1 znamo iz prethodnog
zadatka.
e Nehomogena jednadzba je
yln'+2]+2y[n"+ 1]+ y[n']=x[n"+2]
odnosno
yn'+ 2]+ 2y[n" + 1] +y[n]=(n"+2) (1"
¢ Partikularno rjeSenje je oblika
yln1=n?(Cn’+ D) (-1)"
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Zadatak 5. - partikularno rjesenje

e Uvrstenjem partikularnog rjeSenja u nehomogenu
jednadzbu i primjenom metode neodredenih
koeficijenata odredujemo konstante C i D.

e Prvo odredimo y,[n], y,[n"+ 1] iy, [n"+2].

ylnlT  =n”?(Cn"+ D) (-1)"

=(Cn®+ Dn"?) (-1)"

y[n'+1]= @'+ 12 (Cn' + 1) + D) (-1y""+!
=(-Cn®-3Cn"?-34n'- C-Dn"?-2Dn'- D) (-1)"
yln'+2]=(n'"+ 2y (C(n" +2) + D) (-1)""+2
=(Cn®+6Cn”?+12Cn'+8C + Dn" +4Dn’' + 4D) (-1)"
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Zadatak 5. - partikularno rjesenje

e Uvrstimo y,[n, y,[n'+ 111 y,[n'+ 2] u jednadZbu:
(Cn® +Dn” )1y
+2 (=Cn® —=3Cn?-3Cn' —C —Dn” —2Dn' =D )(-1)"
+ (Cn® +6Cn”? +12Cn'+8C + Dn” +4Dn' +4D ) (-1)"
= ( n' +2 )y
e Grupiranjem uz pojedine potencije od n' dobivamo:

uz n®: C-2C+C=0 =0
uz n?: -6C+6C+D-2D+D=0 =0
uz n: —6C+12C+4D—-4D=6C =1
uz n": - 2C+8C-2D +4D=6C +2D =2
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Zadatak 5. - partikularno rjesenje

¢ Sada odredimo koeficijente C'i D.
6C=1
6C+2D=2
¢ Iz gornjih jednadzbi je C=1/6 i D=1/2.
e Partikularno rjesenje je

151, ,
n'l=|—n"+—n" |(-D", n'>2-2
y,[n'] (6 5 j( )
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Zadatak 5. - konacno rjesenje

e Ukupno rjeSenje sada jednostavno
odredimo kao zbroj homogenog i
partikularnog rjesenja:

y[n'1=(C, +n'C, )-1)" +(é n'3+;n'2j(—1)"', n'z-2
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Zadatak 5. - komentar

e Uocavamo da jednadzbe
)+ 20— 11+ yn — 2] = x[n]
vn'+ 2]+ 2y[n" + 1]+ 0] =x[n"+2]
imaju identi¢no opce rjesenje, tj.
ekvivalentne su.
¢ Prva se realizira pomocu elemenata za
jedini¢no kasnjenje (E!), druga pomocu
elemenata za predikciju (E)!
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Zadatak 6. - Fibonaccijevi brojevi

¢ Fibonaccijevi brojevi {c,} definirani su
rekurzivno
c=1, ¢=1, ¢,=c,_;tc, 5 n22
Sto mozemo promatrati kao jednadzbu
diferencija. Rijesi tu jednadzbu
1. metodom korak-po-korak
2. klasi¢nim nacinom
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Zadatak 6. - metoda korak-po-korak

¢ Racunamo svaki novi ¢lan ¢, na temelju dva
prethodna prema c,=c,_, +c¢,_,, n =2. Dobivamo
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, ...
e Obi¢no se implementira na racunalu.

long int fibbonaci (int n) {

int i, ¢l, c2, cn;

cn = 1; ¢l = 1; c2 = 1;

for(i = 3; i <= n; i++) {
cn = cl + c2;
cl c2;
c2 cn;

} /* for */

return( cn );

} /* fibbonaci */ 3

Zadatak 6. - klasi¢an nacin

e RjeSavamo jednadzbu
Cp=Ch +CH*2
e Karakteristi¢na jednadzba je
qn:qnfl +qn72
odnosno nakon sredivanja

q" (¢ -q-1)=0
e Korijeni su

_—(EDEYE) -4 (D) 1445

2-1 2

1,2

e Rjesenje je oblika

c =Cl[l+2\/§J +C2(1—2\/§j
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Zadatak 6.

e Konstante C, i C, odredujemo iz pocetnih

- klasi¢an nacin

uvjetacy=1ic, =1.

o =1=C(E) +¢,(=5) = ¢ +c,

o =1=C (5] + 0 (55) = =5+ 0, 55
e Dobivamo C,, C, i konacno rjesSenje
C =

1
c,,—\/g

1445 C —_

. 7\5
N 2

n+l n+l
I+ \/g , n=0
2 ﬁ 2

39

Zadatak 7.

e Bakterije se razmnoZzavaju prema ovoj
shemi: svaka Zivi dva sata i svaki sat daje
jednu novu bakteriju (dakle, samo dvije
tijekom Zzivota). Koliko je Zivo potomstvo
jedne bakterije nakon 24 sata, nakon 48
sati i opcenito nakon n sati od pojave prve
bakterije?
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Zadatak 7. - rjesenje

e Oznacimo sa b, trazeni broj

e Evidentno vrijedi b, = 1, b, = 2, b, =3

e Zan >3, b,- b,_, predstavlja broj bakterija koje
zive kao potomstvo bakterija zZivih nakon n-1 sati, a
tih je s druge strane b,,_,

* bn = bn-l + bn-z

e Radi se o istoj jednadzbi diferencija kao i u proslom
zadatku (Fibonaccijevi brojevi), ali su pocetne
vrijednosti pomaknute za dva mjesta unaprijed.

* b, =Chir

e Specijalno; by, = C,5 = 175683, te byg = C55 = 6
bilijuna
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