Signali i sustavi

Auditorne vjezbe 13.
Rjesavanje jednadzbi diferencija
pomocu Z transformacije

Zadatak 1.

e Pomocu Z transformacije nadi rjeSenje
jednadzbe diferencija
y[n+2]-3y[n+1]+2y[n]=2u[n+1]-2u[n]

uz pobudu

0, zan<0
uln]=
n, zan=0

i uz zadane pocetne uvjete y[-1] i y[-2].

Zadatak 1. - prelazak u Z domenu

e Od interesa nam je samo odziv od koraka
nula u kojem pocinje pobuda.

¢ Prebacujemo jednadzbu u Z domenu:

yn+2]-3y[n+1]+2y[n]=2u[n+1]-2u[n] /Z

2°Y(2) - z°y[0] - zy[1]-3zY (2) + 3zy[0]+ 2Y (2) =
=2zU(z)—2zu[0]-2U(z)

(z° =3z+2)Y(2)—(z* =32)y[0]-z[1] =
=2z-2)U(z)—-2zu[0]

Zadatak 1. - rjeSenje u Z domeni

e Rjesenje jednadzbe u Z domeni je

2
¥(z)= 22z—2 (o) 22zu[0] NE —322)y[0]+zy[1]
z"=3z+2 z"=3z+2 z°=3z+2
e Odziv ovisi o pobudi u[n] i 0 poletnim
stanjima y[0] i y[1] koji pak ovise o y[-1] i
y[=2].

¢ Potrebno je odrediti y[0] i y[1] iz y[-1] i y[-2]
korak po korak.

Zadatak 1. - rjeSenje u Z domeni

e Odredujemo y[0] i y[1]:
{y[o] =3y[-1+2y[-2] = 2u[-1] - 2u[-2]
Y1=3y[0]1+2)[-1]=2u[0] - 2u[-1]

e Pobuda u[n] postoji samo za n > 0 pa otpadaju
Clanovi u[-1]1 u[-2].

{y[O] ==2y[-2]+3y[-1]
Y= =2y[=1]+3y[0]+2u[0]
{y[O] =-2y[-2]+3y[-1]
Y11= T7y[=1]=6y[=2]+2u[0]

Zadatak 1. - rjeSenje u Z domeni

e Sada je odziv u Z domeni
2z-2 2zu[0]
Y = = -
) zz—3z+2U(Z) 27 =3z+2
+ (z* =32)(=2y[-2]+ 3y[-1]) + 2(7y[~ 1] - 6y[-2]+ 2u[0])
z?=3z+2

e Odnosno nakon sredivanja

2z-2 3z° —2z)y[-1]-2z%y[-2
z°=3z+2 z"=3z+2

Zadatak 1. - inverzna transformacija

o Odziv sustava odredujemo inverznom Z
transformacijom.

e Neka je y[-1]=01iy[-2]=0.

ol 2z-2
Anl=2 {22—32+2

U(z)}
e Z transformaciju pobude U(z) znamo iz tablice.
z
U(2)= Z[”S[”]]:m
e Tada je ¥(2)

¥(z)= 2z-2 z 2z
T2 -3z42 (217 (z-1)%(z-2)

Zadatak 1. - inverzna transformacija

e Rastav na parcijalne razlomke je:

Y(2) 2z 2

:27=(XO+C(]L+Q2Ziz‘f'(x3 z
(z=1)(z=2) z—1 (z-1

z=2

¢ Sada odredujemo o, O, i 03:

22| 2:0
0(0 = > = =
(z-1*(z-2)|_, (0-1)*(0-2)
(z-1) 2z | 2
o, = 5 5 = =
2 (z-D'(z-2)|, l1-2)
=2 2z | 2
oy =

= = =2
z (-1(-2)|,, @-1

Zadatak 1. - konacno rjesenje

e Odredili smo o, =0, o, =2 i oy = 2. Koeficijent o,
odredujemo iz Y(z) za npr. z=3:
2
E Tt RO BPRE PP B
3-1*(3-2) 3-1 @3- 3-2
6 3.3
—=o,-+t=-=>0,=0
4 2 2
e Konacno rijesenje uz y[-1]=01iy[-2] =0 je
2
z z
Y(z)=-2 s+2——
(z-1 z=2

y[n]=-"2n+D1"+2-2", n=0




Zadatak 2.

e Nadi rjeSenje u Z domeni jednadzbe
diferencija iz prvog zadataka

V[n+2]-3y[n+1]+2y[n]=2u[n+1]-2u[n]

ali uz supstituciju n"=n + 2. Pobuda je

0, zan<0
u[n]=
n, zan=0

i uz zadane pocetne uvjete y[-1] i y[-2].

Zadatak 2. - prelazak u Z domenu

¢ Uvodenjem supstitucije n” = n + 2 jednadzba
postaje

yn'1=3y[n" =11+ 2y[n = 2] = 2u[n"—1]—2u[n’" - 2]

e Ovo je eS¢ nacin pisanja jednadzbi
diferencija jer se koristi operator kasnjenja.

e Z transformacijom jednadzbe dobivamo

Y(2)-3z7"Y(2) = 3y[-1]+227Y (z) + 2y[-2]+ 227" y[-1] =

=2z"'U(2)+2u[-1]- 22U (2) - 2u[-2] - 2z"'u[-1]

Zadatak 2. - konacno rjesenje

e Sredivanjem dobivamo
(=327 4222 (2) +(-3+2z"))[-1]+2)[-2] =
=2z =2z2)U(2)+ (2 =2z Yu[-1]-2u[-2]

odnosno
z—2 (222 —22)u[-1]-22%u[-2]

2
Y(z)=——U
@ 22 =3z+2 @+ 22 =3z+2

+ (322 -2z)y[-1]- 222y[—2]
z2=3z+2
e Dobili smo naravno “isti izraz” kao u
prethodnom zadatku jer se radi o istom
sustavu.
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Zadatak 3.

e Odredi odziv diskretnog sustava zadanog
jednadzbom diferencija

yn]+yln 2] = u[n]

na pobudu
0, zan<O0
uln]=
1, zan=>0

i uz zadane pocetne uvjete y[-1]=0i

Zadatak 3. - prelazak u Z domenu

e Prebacujemo jednadzbu y[n] + y[n — 2] = s[n]
u Z domenu (y[-1]=0iy[-2]=0)
Y(2)+z2Y(z) = ——
z—1
1 z z’
1+z2z-1 (z=1)(z—j)z+))

e Rastav na parcijalne razlomke je

Y(z2)=

Zadatak 3. - odredivanje koeficijenata

¢ Sada odredujemo o, o}, O, i 03:

3
z

Q= ——| =0
=-D(z=/E+))|_,

z-1 2 \ 1’ 1 1

O oG-, A=) d—jrjel 2

LY I N L
Pz (@-DE-NE+, G- 2-1-5) 4

J

y[-2]=0. z z z o, =21 ) M B L
Y(Z)ZOLO-FOL]Z_1+O(2 z—j+a32+j oz E-DE-NEHN L, (FimDE2) 2A-1+)) 4
13 14 15
Zadatak 3. - konacno rjesenje Zadatak 4.

Zadatak 3. - konacno rjesenje

¢ Sada je . i o
Y(2) =04yt Z IHT 2
2z-1 4 z—j 4 z+4j
e Sto nakon inverzne transformacije postaje
l_j -n 1+J 1
—_ +7 —_—
1/ 2 (G

1
n]==—1"+
yln] 2

1 1, ; P )
y[n]:E"'Z(eﬂW/z +e—/nn/2)_ﬁ(eﬂm/2 _e—/nn/Z)

y[n]=l+lcosﬂ+lsinﬂ, n=0
2 2 2 2 2

¢ Nacrtajmo jos dobiveno rjesenje

y[n]=l+lcosﬂ+lsinﬂ, n=0
2 2 2 2 2

AL
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yln]

e Diskretni sustav opisan je jednadzbama
ynlnl+y,[n—=1]1=u[n—-1]+2u,[n]
nln =11+ y[n]=2u[n]+u,[n—1]

Neka su pocetna stanja jednaka nuli,
x[0] =0, i neka je pobuda

gy | 7Y ] [0
usln]| [ sin]
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Zadatak 4. - nastavak

e Potrebno je
1. Nacrtati model sustava.

2. Odabrati varijable stanja te napisati jednadzbe
sustava u matricnom obliku.

3. Nacrtati model sustava prema jednadzbama
stanja.

. Pronadi odziv sustava na zadanu pobudu.
. Odrediti transfer-matricu sustava.
. Odrediti impulsni odziv sustava.

. Transformirati sustav u kanonski oblik te
nacrtati model.

NOo g A

Zadatak 4. - model sustava

yinl==y,[n=1]+u[n—-1]+2u,[n]
nlnl==y[n—1]+2u,[n]+u,[n-1]

“1[”] uy[n—1] »in]

win] E o1y 2 ]
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Zadatak 4. - varijable stanja
e Zelimo sustav
nlnl==y,[n=1]+u[n—=1]+2u,[n]
Yaoln] ==y [n=1]+2u[n]+u,[n-1]
opisati varijablama stanja pomo¢u jednadzbi
x[n+1]= Ax[n]+Bu[n]
y[n]=Cx[n]+Du[n]
¢ Pocetne jednadzbe odgovaraju izlaznoj jednadzbi
y[n] = Cx[n] + Du[n]. Potrebno je odabrati takve
varijable stanja koje eliminiraju y[n — 1] i u[n —1].
xi[n]=—y,[n—-1]+u[n-1]
x[n]==y[n—1]+u,[n-1]

21

Zadatak 4. - varijable stanja

¢ Izlazna jednadzba je tada
xy[n]
—_—
ninl=-y,[n—1]+u[n—1]+2u,[n]
yy[n]=—y [n=1]+u,[n—1]+2u,[n]

X,[n]
odnosno sredeno

ninl| |1 O} x,[n] N 0 2 ufn]
valm] [0 1] xln]] [2 0] wln]
o Potrebno je jo$ odrediti jednadzbu stanja.

22

Zadatak 4. - varijable stanja
e Odabrali smo varijable stanja kao
x[n]==y,[n—1]+u[n-1]
x,[n]==y,[n=1]+u,[n—1]
e Zamijenimo n s n+ 1. Dobivamo
{xl[n+l]=—y2[n]+u1[n] {yz[n]z—xl[n+1]+u1[n]
x[n+1]==y[nl+u,[n] ([ n[n]=-x,[n+1]+u,[n]
e Ubacimo sada to u pocetne jednadzbe sustava
x[n]
—x,[n + 1]+ uy[n] P (I
~ y[n]=—y,[n—1]+u[n—1]+2u,[n]
/..Vz[”]:_yl[”_l]+uz[”_l]+2u1[”]

—x[n+ 1]+ uyfn] x,[n] 2

Zadatak 4. - varijable stanja

e Nakon sredivanja dobivamo
x[n+1]=—x,[n]-u[n]
xz[n+1] = _xl[n]_uz[n]

e Tada su jednadZzbe stanja u matricnom
obliku

{xl[rﬁl]}_{ 0 —1}{%[;1]}{—1 0}{%[;1]}
on+1]] |=1 ollxml] | 0 —1]un]
G A
Vo[n] 0 1 x[n] 2 0] u,[n]
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Zadatak 4. - model sustava

Zadatak 4. - odziv sustava

e Odziv odredujemo pomocu Z transformacije
x[n+1]= Ax[n]+Bu[n] /Z

y[n]=Cx[n]+Du[n] /Z
e Jednadzbe u Z domeni su
zX(z)—zx[0] = AX(z) +BU(2)
Y(z)=CX(z)+DU(z)
* Nakon sredivanja dobivamo odziv sustava
_ AN AN
Y(z)=Cz(zI-A) x[0]+(C(zI A) B+D)U(z)
fundamentalna matrica

transfer-matrica
sustava ®(z)

sustava H(z)
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Zadatak 4. - odziv sustava

e Da bi odredili odziv moramo prvo odrediti
fundamentalnu matricu ®(z) i transfer-
matricu H(z).

e No za ovaj zadatak su zadani pocetni uvjeti
jednaki nuli, x[0] =0, te nam ne treba ®(z).

e Potrebno je samo odrediti H(z).
H(z)=C(zI-A)'B+D
e Odredimo prvo (zI — A) ™.
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Zadatak 4. - transfer-matrica sustava

e Racunamo inverz (zI - A)! prema
(zI-A)" =adj(zI - A)/det(zI - A)
e Odredimo prvo zI — A pa det(zI — A) te adj(zI — A).

o -1 ]z 1
zZI-A=zI |:_1 0:|—|:] Z:|
det(zI-A)=z"—1=(z=1)(z+])

. |z -1

adj(zI—A)—[_1 Z}
e Konacno dobivamo

o 1 z -1
(-4 ‘(2_1)(z+1)[—1 }
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Zadatak 4. - transfer-matrica sustava

e Sada odredujemo H(z)
H(z)=C(zI-A)"'B+D

10 1 z —1T-1 0] o 2
mo=ls Jemmemls lo A ]

o -z 1].[o 2
H(Z)_(z—l)(zﬂ)[ 1 —sz 0}

¢ Na kraju dobivamo transfer-matricu sustava H(z)

H(z) = 1 { -z 222—1}
(z=D(z+D|2z* -1 -z
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Zadatak 4. - odziv sustava

e Sada mozemo odrediti odziv sustava
Y(z) =C®(2)x[0]+H(z)U(z)
e Pocetni uvijeti su x[0] = 0 dok je pobuda
d[n]
n)=
s[n]
e Odziv u Z domeni je

1 -z 2z -1 1
Y@%(pﬂu+n&f—1 —z}{{

z—-1
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Zadatak 4. - odziv sustava

e Nakon sredivanja dobivamo

1 228 - 22
Y(2)= 2 3 2
(z=1D)"(z+D|2z°-3z"—-z+1
e Potrebno je odrediti dvije inverzne Z
transformacije, i to od

22277
(z=1)*(z+1)
22 =32 —z+1

(z=1)*(z+1)

Yi(2) =

r(2)=
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Zadatak 4. - odziv sustava Y,(z)

e Rastav na parcijalne razlomke je

27° - 7* z z? z
Y@)=——F5—-=0to,—+0, ——+o,——
(z=1)(z+1) z—1 (z-1) z+1

¢ Odredujemo oy, O, i 0

228 - 7?
= =0

(z-D(z+D)|__,

(- 22 - | 20—l 1
T2 @D+, 1+l 2
0(3=z+1 222-2 | _2(-1’-(-D_3

z =D+, (1= 4
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Zadatak 4. - odziv sustava y,[n]

e Odredili smo o, =0, o, =1/2 i 0; = 3/4. Odredimo
oy zaz=2
2.2°-22 12 2 1 22 32

L= Ty s

o ——+— .

2-1 22-17 42+1
e Sada je o, =3/4. Dobivamo Y,(2) i y,[n]
3 z 1z 3 z
4z-1 2(z=-1)°" 4z+1

Y(2)=

3 1 3
nl==1"+=—(m+D1I"+=(-1)", n=0
nin] 1 2( ) 4( )

+7—:2011+é
2
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Zadatak 4. - odziv sustava Y,(z)

e Rastav na parcijalne razlomke je

3_a.2_ 2
1/2(2):22 3z7—z+1 _ z z z

2 =0 + 0y T, 5 +0, —
(z=1)(z+1) z—1 (z-1)° z+1
e Odredujemo o, 0, i 0

22 =322 —z+1 1

e R

-+ |, 11

" C(E=D)*22 =32 -zl 2. P-31 141 1

2

2 -+l |, Pa+ny 2

Cz+1222-322—z+1] _2(=1P =31’ —(=D+1 3

o, =

2 -G+ | (=1)(=1-1)2 4

34

Zadatak 4. - odziv sustava y,[n]

e Odredili smo o, =1, o, =—1/2 i 0; = 3/4. Odredimo
o zaz=2
93 _2.92 _ 2
pooXE=droael 32 12 32 o1
Q-D’2+) 3 2-1 2Q2-17 42+1 2

e Sada je o, = 3/4. Dobivamo Y,(z) i y,[n]

3z 1 z? +§ z

4z-1 2(z=1" 4z+1
1

Y,(z)=1+

yﬁﬂz&ﬂ+%ﬂ—5m+bﬂ+%ﬁhﬂ n=0
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Zadatak 4. - ukupni odziv y[n]

e Sada moZemo napisati odziv sustava y[n]

yn]= |:y1 [n]:|, >0
n[n]

ln+z 1"+§(—1)"
2 4 4

ylnl=
1o 1), 3
8[n]—(2n+4jl +4( )

, n=20
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Zadatak 4. - impulsni odziv

o Impulsni odziv odredujemo kao Z'[H(z)].

H(z)= 1 { —z 222—1}
(z=D(z+1)|2z°-1 -z

« Potrebno je odrediti samo Z~![H,,(z)] i

Z'[H5(2)] jer je transfer-matrica H(z)
simetri¢na matrica.
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Zadatak 4. - impulsni odziv H,,(z)

e Rastav H,(z) na parcijalne razlomke je

V4 V4 4
H,(z)= 0, ——+a

— =0 2
(z=D(z+1) z—1 z+1
¢ Odredujemo oy, O i O,

-z
aozi =
=Dz +D)|
o2l -z | =1 1
"z (z-D(z+D|, 141 2
S S S R N |
Pz (@-DE+D| ., (1= 2
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Zadatak 4. - impulsni odziv H,,(z)

» Rastav H|,(z) na parcijalne razlomke je
222 -1 z z
— =g, o, ——+0,——
(z=1)(z+1) z—1 z+1

¢ Odredujemo o, o, i O,

H(2)=

22°-1 | -1
oy = = =1
(z-D+D|_, (-]
g o2l 221 | 2111
"z (z-Dz+D)|, 1d+D) 2
0(2=z+1 2221 _2:(-D)*-1 1

z (z-D@E+D|_, (D11 2
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Zadatak 4. - impulsni odziv h[n]

e Sada je impulsni odziv H(z) i h[n]

—ll" +l(—1)” 5[n]+ll" +l(—l)"
Winl=l 22 2 2
N PRV P PR
2 2 2 2
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Zadatak 4. - kanonski oblik

e Potrebno je pronaci matricu transformacije T koja
ortogonalizira matricu sustava A.

e Znamo da su svojstvene vrijednosti matrice A
razlicite i iznose z; = 1 i z, =—1. Matricu T u tom
slu¢aju sastavljamo od redaka matrice adj(zI — A)
zaz=z,=liz=2z,=-1.

adj(zI—A):adj[zl Z‘}:{_ZI ‘j
{zl zz} |: 1 —1:|
T= =
1 =1 -1 -1
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Zadatak 4. - kanonski oblik

e Sada odredimo T-! pa onda raunamo matrice
kanonskog oblika A*=T-'AT, B*=T'B, C'=CT i

1 -1 Lo 1[-11
T= =T =
-1 -1 -2l 11
. z 0] [1 o0
A=T AT= =
0 2z 0 -1
p 1 -1{-1 0 -1 1
B =T'B=_ _L
2(-1 -1} 0 —-1| 2| 1 1
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Zadatak 4. - kanonski oblik
C'=CT= -
0 1f-1 -1] |-1 -1

. 0 2
D'=D=

e Sada su jednadzbe stanja u kanonskom obliku
{xl[wl]}{l o}{xl[n]}l{—l 1}{%[;1]}
X,[n+1] 0 -1 x(n]] 2] 1 1|u[n]

EAARR A
yalnl] -1 —1ixfn]] [2 0l uy[n]
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Zadatak 4. - model sustava
s O ] ]
[ ] I o ol

1/2 *@x][n+l]Ex][n] @)
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