Signali i sustavi

Auditorne vjezbe 8.
Kontinuirani sustavi

Zadatak 1.

e Kontinuirani sustav zadan je modelom na
slici. Odredite diferencijalnu jednadzbu koja
opisuje ovaj sustav i izraCunajte odziv na
pobudu:

u(f) = U cos(m,?)

Parametri pobude?

CYEX * X, +0.2x,"+0,1x,=1u
© X=X <y 02y +0,ly=u
* X, =u-0,2x,-0,1x, * Pocetni uvjeti neka su:
. X, =%, W y(0)=-10, y'(0)=-5.

¢ X, =u-02%,-0,1%, » Parametri pobude neka su:

* X, =u-0,2x,"-0,1x, BU=3, o =18

Odziv sustava?

¢ A) Totalno ili ukupno rjeSenje:

y() = yu(®) + yp(t).

e Ukupno rjeSenje je suma rjeSenja homogene
jednadzbe i partikularnog rjesenja - to vazi za sve
linearne jednadzbe.

e A.1.) Homogena jednadzba:

y’

+02y'+0,1 y=0.

¢ Pretpostavimo rjesenje oblika:

yu(t) = A e

Rjesavamo homogenu ...

e Uvrstimo pretpostavljeno rjesenje u
jednazbu:
e s2Aet+02sAet+0,1 Aet=0.
Pokratimo sa Aest (mozemo, jer Aestz 0).
e s2+0,2s5+0,1=0
se naziva karakteristi¢na jednadzba
sustava.
e Korijeni karakteristicne jednadzbe su:

—02+,/02>—4-
ZT02EN02 400 g
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Rjesavamo homogenu ...

¢ pa je rjeSenje homogene:
© yu(Hh=A, e(-0.140.3 )t 4 A, e(-0,1-0,3 )t

. = e 0l t(A, 03I t+A, e03i1)
. =eOIt(A, cos03t+A,jsin03t+
. A, cos 0,3 t-A,jsin0,31).

¢ Uvedemo nove kompleksne konstante:
e yu()=¢e%1(C, cos 0,3t+C,sin 0,3 1)
e gdjesuC,=A,+A, i C,=j(A -A).

Odredivanje homogenog rjesenja

jednostruka realna
vlastita frekvencija s

()= Ce”

k-struka realna
vlastita frekvencija s

O =et(C,+1Cy+ ...+ 1C))

konjugirano-
kompleksni par oblika
s=oxjB

Vi) = e (4 cos(Bi) + B sin(B)

k-struki konjugirano-
kompleksni par oblika
s=otjB

yu(0)=
e®cos(Br) (4, +td, + ... +14) +
e?sin(Bt) (B, + B, + ... + *1B))

Partikularno rjesenje ...

e Partikularno rjesenje ima oblik pobude:

* yp() =Y cos (ot + ).

e Trebaju nam joS$ i derivacije:

* Yo' =- Y sin(ot+e),

* Y (O=-02Y cos (@t + @)

e Sve to uvrstimo u diferencijalnu jednadzbu
« Yy H02y +0,ly=u,

* -0,2Y cos (ot +@)-0,2 @Y sin (ot + @)

. +0,1Y cos (w;t+ @)="U cos mt.

Partikularno rjesenje ...

e Prisjetimo se trigonometrijskih jednadzbi:

* cos (O t+ @Q)=cos ® t X cos @ -sinw txsin@,

» sin (@, t+ @) =sin W, t X cos @+ cos O t X sin Q.

e Nakon uvrstenja i grupiranja, nasa
diferencijalna jednadzba postaje:

* Y [-02cos ¢-0,2 o sin®+0,1 cos @] cos ot

e +Y[w?sin@-02w cos@-0,1sin@]sinwot

. =U cos mt.




Partikularno rjesenje ...

Metoda jednakih koeficijenata daje:

* Y[-02cos 9-02 o sin@+0,1cos 9] =U,

e Y [o2sin 9-0.2 o cos @-0,1 sin 9] =0. (Y#0)
o =>(®?2-0,1)sin 9=0,2 ®, cos @

Q=arctg 02,2a)l , a iz gornje jednadzbe slijedi:
wi -0

10,

Y:
(01— )cosp—02a sing

Partikularno rjesenje ...

e Ako uvrstimo konkretne brojke, imamo:

+ U=3,0,=18
¢=0,114151267

* Y =-0,949196

. yp=-0,949196 cos (1,8t +0,114151267)
W -cos x = cos (X - )

¥p = 0,949196 cos (1,3t - 3,027441387)

Odredivanje partikularnog rjesenja

pobuda je 4e“, a nije v, (1) =Ce"
korijen karakteristi¢ne b

jednadzbe

pobuda je de®, a je k- yp)= C, tret

struki korijen
karakteristi¢ne jednadzbe

pobud.a je polinom k-tog yp(t) = tka + t"*lC,H +...+C,
stupnja

pobuda je Asin(w) i jo nije | y (¢) = C,sin(wr) + Cycos(wr)
korijen karakteristicne
jednadzbe

pobuda_ je A“sin((ot) ijoje yp(t) = t"'(Clsin((ut) + C,cos(0) )
k-struki korijen
karakteristi¢ne jednadzbe 12

Partikularno rjesenje na drugi nacin...

Specijalni slucaj: pobuda je harmonicka,
omogucava upotrebu fazora.
* u=U cosot
= Re[Uei®] = Re[Uest],

* gdje je s, =jo,. Pripremimo y, i derivacije:

. yp = YeS't,

= t
* Y, =spxYer,
A $;2 x Yest,

Vazna interpretacija rjesenja!!!

. 512 x Yesit+ 0,251 x Yesit + OleeSﬁ = Uesit /-gsit
. Y[s;2+02s,+0,1]=U
S
st +02s; +0,1
1

Hs)=————  S=]@®
s2+0,25+0,1 J

Y
E:H(sl):

Partikularno rjesenje na drugi nacin,
nastavak...

His)=Hijay) = !

(jay)* +02jay +0]
0,2a,

— jarctg
1 . 0,1-a}

JO.1-?)? +0,040?

= [H(jo,)| = 0,316398667

m H(jo) = [H(jw)| - e/¢®  Prijenosna funkcija m ¢ =-3,02744
=~ faza ’
amplituda
. I konacno ... Konstante? Konacno rjesenje:

* ¥, =Re [H(jo,) x Uei®]

=Re [[H(jo)| x ei®x Uei]

= H(joy)| ¥ U x cos (ot + @)

=0,949196 cos (1,8t - 3,02744)
Totalno (ukupno) rjesenje sustava:
* y(O) = yu(t) +y,0)

y(t) = (C, cos 0,3t + C, sin 0,3t) e01t+
0,949196 cos (1,8t - 3,02744)

+ y(0)=-10, pocetni uvijeti
*y'(0)=-5

* y(0)=-10

) =5 }D G .G dvije jednadzbe s dvije nepoznanice
.y =_

5 y()=C,..+C,...

By ()=CltCy, t=0

m C,=-9,057, C,=-20,33.

m y(t) =(-9,057 cos 0,3t - 20,33 sin 0,3t) eIt
+ 0,949 cos (1,8t - 3,02744).




B1 - Odziv nepobudenog sustava

* yiM=?
* vy, +0.2y,"+0,ly, =0,

my,(0)=-10,

Wy, '(0)=-5,
* vy, =y = (A;c0s0,3t + A,sin0,3t)e 01t
1z pocetnih uvjeta slijedi:

mA, =-10,

mA,= 20,

¥1 = (-10cos0,3t - 20sin0,3t)e 1" vlastiti odziv uslijed

pocetnih uvjeta

B2 - Odziv pobudenog mrtvog sustava

.y, 0.2y, + 0,1y, = v,
my,(0)=0,
my, (0)=0,
* y,(t) = (B, cos 0,3t + B, sin 0,3t) e 1t +
+0,949196 cos (1,8t - 3,02744).

¥2(0)=0 } _ B;=00943018
¥, (0)=0 B, =-0,33436

B2 - Odziv pobudenog mrtvog sustava
* y,(t) =(0,943018 cos 0,3t - 0,33436 sin 0,3t) e-1t
vlastito titranje uslijed pobude
+0,949196 cos (1,8t - 3,02744)
stacionarno stanje

my=y +y, Ukupni odziv

Amplitude vlastitog titranja odredene su
neskladom pocetnog i stacionarnog stanja!

Zadatak 2.

e Metodom varijacije parametara rijesi
diferencijalnu jednadzbu
V() = 4p(0) = u(?)
uz pobudu

2
M(t) =62’—

+1
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Zadatak 2. homogena jednadzba

e Pripadna homogena jednadzba je
V(1) =4 =0

e Karakteristi¢na jednadzba je

-4=0

e Opce rjeSenje homogene jednadzbe je
yi(t) = Cre ' + Cye®

e Za metodu varijacije konstante rjesenje

nehomogene pretpostavljamo u obliku

W)= C\(t) e + Cy(t) e
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Zadatak 2. varijacija parametara

e Opce rjeSenje je oblikay =C,f;+...+ C,. f,,
e Kako je potrebno m uvjeta da bi odredili
funkcije C, ... C,, trazimo da vrijedi

o+ G+ o+ £C =0
o+ e o+ Lo+ 0 =

Il
S

m=2 m-2
fl( ) C]’ + fz( ) C; +
ﬁ(nz—l)q/ + ﬁ(nz—l)cg +

b

m

e,

u(t)

24

Zadatak 2. varijacija parametara

* Dobivamo sustav s nepoznanicama C," i C,

e C()+eCi(t) =0

_ 2
2 Cl(1)+ 26" C(1) = ——
e’ +1
e Rjesenja ovog sustava su
0 el
2 2t ezr
C/(t) — e+l —
1 e—2t eZt 262[ +2
_26—21 ZeZI
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Zadatak 2. varijacija parametara

e 0
_2672t 2 =2t
’ _ el e
SO a2
2e—zt 2621‘
e Ocito je

ezz ) e—Zt
Cl(t):_[mdt 1 C2([)=J.mdt
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Zadatak 2. varijacija parametara

e Pomocu tablica odredujemo C,(f) i Cy(?)

C(t)= jz - =—1n(2+2e2')+A
—2t deZt
0= I2 Z _I2e2’+2 26"

-4 (—1d

= —le’z’ —1n(2+2e’2’) +B
4¢ 7

27




Zadatak 2. konacno rjesenje

¢ RjesSenje jednadzbe je sada

Zadatak 3.

Za sustav na slici nadi trajektoriju u ravnini
stanja, te vremenske promjene varijabli stanja i
izlaznih varijabli.

N :{i’)ﬁ(f)df"'xm} >

Rjesenje:

i

1 1 ~ dx; yz=—Sign{[sign[jyz(ﬂ)dl+x,0JdT+xm:|‘
y(t):(——e 2’+—1n(2+2€ 2’)+B e+ o j- dt o o
| 4 4 " Vs = Bez sumnje, slozena zadaca za analiticko rjeSavanje!
(Z In (2 +2e” ) + Aje2t dx, Jednadzbe stanja: Izlazne jednadzbe:
dt 2
Nak di 2 dobi son I x20 I ﬁ:—sgnxz, n=x,
° X =
akon sredivanja dobivamo g 1 x<o0 cit y, = —sgnx,.
t)=Ae™ + Be™ 2 =sgnx,.
J/( ) ty = 0 Sen » a
+l(e,2, ln(2+2€2, ) Lo 1n(2+2€72t ) _1) X0> 0 = Problem je jednostavnije rijesiti pomocu varijabli
4 Xy > 0 sen stanja (izabrati x; i x,).
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Problem ¢emo rijesiti geometrijski u ravnini e Nacrtajmo jos jednom prvi kvadrant.
stanja! X2 @__1 &_1 &__1 . . .
R e » Nagib pravca je —1, to znadi 45°.
CRI . R  R 1 k
-1 -1 o _ o _ . . .
dt dt dt dt  Ovu dinjenicu éemo iskoristiti u crtanju Onda su oznacene duzine jednake
X trajektorije varijabli stanja (naslici [ 1) !!
%:1,‘2‘2 =1 %:1,%:1 e Ogranicimo se na 1. kvadrant (x,g, x,, > 0) * Nadalje, oCigledno je:
t t t t . o
e Dakle, trajektorija je pravac! 450
dx, . dx, N R . +
= Kako —- i —= poprimaju jednu od dvije vrijednosti {—1,1},
di dt Xt —
e g 10720
slijedi: , .
Kako ¢e se Imamo periodicko Xy
2.14. kvadrant 1.1 3. kvadrant mijenjati stanje? kruZenje! 45°
&_1 &:_1 K
dx, dx, ' X10
N A(beyolthaol)
o 1z slike zakljuéujemo da x; i x, imaju svoj L [P LU DL Zadatak 4.
maksimum koji je |xo| + | X!, dok je minimum o Napisati jednadzbe stanja i izlazne
= %10l = IX20]. ! jednadZzbe za elektri¢nu mrezu prikazanu
« Nadalje, kada jedna varijabla stanja postize A slikom. u je ulaz u sustav, a iy izlaz iz
maksimum (minimum) druga prolazi kroz nulu. ! sustava.
e Oba stanja se mijenjaju po periodiénim funkcijama . . i L
perioda 4(|xol + |X50|) — Sto Ce biti jasnije iz SR
narednih slika. 0 \ ;
o ! R
45 i i uy, ‘ i
1 1 H= X1 ¢ u e ’::C H R
X190 f »ult)
X 1
0 450
# y, =—sgnx, t
X0 -1




Odabir varijabli stanja
(sustavi s memorijskim elementima)

* L i C su memorijski elementi.

. . ;
u, = Lﬁ dip _uy s A Y J' L
dt dt L

. du du. i ic Uc
i = %e _, e _le '_
¢ dt dt C Ve .[

* Varijable stanja elektri¢ne mreZe su iy, u.

= Zajednadzbe stanja treba naci

Nacin rjesavanja
e Zadana elektricna mreza je linearna.

e Koristit ¢e se teorem superpozicije.
¢ Doprinos pojedinog “aktivhog” elementa
mreze odreduje se tako da se “iskljuce”
sve preostale “aktivhe” komponente.
“Iskljuditi”, to znadi:

C, u — kratko spojiti,

L, i — odspaijiti,
e gdje su u, i — nezavisni naponski ili strujni
izvori.
Ukupni odziv jednak je sumi doprinosa
pojedinih aktivnih elemenata.

Slucaj
Ukljucen
Iskljucen
-3 5 ir
+]
( > ic R
A
u, = Ldi/dt =
ic = Cdugdt =0-
iy = 0-

A B C
u+ 0-i — uc

u+ i — 1/Ruc

u+ 0-ip + 1/Ruc

= Ako podijelimo jednadzbe s L, odnosno C

dobijemo:

dip, 1 1
—t=—u—-—u,
dt L L
duc 1. 1
d C" RC©

= $to su zeljene jednadzbe stanja, uz vec
poznatu izlaznu jednadzbu:

ip = —Uc.

R

= U matricnom obliku, to izgleda ovako:

21 f e
t | _ L -
= +| L |4,
due || 1 IH 5
dt C RC




