Signali i sustavi

Auditorne vjezbe 12.

Zadatak 1.
e Odredi Z transformaciju niza

_{ 0, zan<0

a sin(an), zan=0

Zadatak 1. - podrucje konvergencije
3 sin(an)z " = Y7 (e — e
= ﬁz:’oeﬂmz—n _#Z:}) e g
Y e a T )

- " v e e Sume konvergiraju za |zl = |e?||z7!| = |z < 1]
Z transformacija i . Funkcuuf[n‘] mgzgmo zapisati i kao ledez)| = |eda||z7)| = |z <1, tj. za |z| > 1.
inverzna Z transformacija JIn] = sin(an) s{n]
e Tada je . .
. «— podrucje konvergencije
Z[f1nl]= Zlsin(an)s[n]]= """ sin(an)s(n]z"™" 3
Foo s —n
= znzo sin(an)z z-kompleksna ravnina

Zadatak 1. - konacno rjesenje Zadatak 2.

o Zalz>1]je

_ +oo ( B 7])”—LZ+M ( —ja ,1)n
n]]— j2 z”:o &z J2 Lan=o € Z

_ b 1 1 1 1 1-ez™ 1+e/“ -
j21-e”z" j21-ez 121 ez ez 4272
z 7' sin(a) 3 zsin(a)
1-2z7"cos(a)+z> z*—=2zcos(a)+1
e Dakle
. zsin(a
Z[sin(an)]= (@) |z >

2 _2zcos(a)+1’

o Koristedi rjesenje prethodnog zadatka
odredi Z transformaciju niza

1] 0, zan<0
nl=
nsin(an), zan=0

koristedi svojstvo deriviranja slike Z
transformacije.

e Svojstvo deriviranja slike Z transformacije

Zlnftnll=-zZl ]

Zadatak 2. - konacno rjesenje

e Tada je J J in(a)
. __a . __, 4 zSsim(a
Z[nsm(an)]— Zdz Z[sm(an)] Zdzz —2zcos(a)+1
. sin(a)(z* — 2z cos(a) +1)— zsin(a)(2z — 2 cos(a))

(2 —2zcos(a)+1)
z? =2zcos(a)+1-2z" + 2z cos(a)

(z2 —2zcos(a)+ 1)2

=—zsin(a)

e Dakle

Z[nsin(an)]= 2(z" ~Dsin(a) =, >t
(2> =2z cos(a)+1)

Zadatak 3. (za vjezbu)

e Koristeéi svojstvo deriviranja slike

Zln (==L Zl 1]
i poznavajuci transformZacije
Zlin)=—=  Zl)
odredite =
Z[n], Z[n*], Z[7’]i
Zlna"], Z[n*a"], Z[n’a"].

zZ—a

Zadatak 4.

e Odredite Z transformaciju

Z[a" f1n]]
Z[f[n]l = F(2).

ako je

Zadatak 4. - rjeSenje
* Vrijedi
Zla finl|=3" @ finle = 37 flnl(z/a)”
z[f[n] =F(z)=)" flnlz"

¢ Uvodenjem supstitucije z’ =z/a ili
jednostavnom usporedbom dobivamo

Zla" f1nll=F(z/a)




Zadatak 5. - pomak lijevo

e Odredite Z transformaciju niza
pomaknutog lijevo za jedan, tj. odredite

Z[f[n+1]].

ako je
Z[fnl] = F2).

e Znamo da je

zmn + 1]] =" fIn+1]z
=F(z2)=Y" fln]

Zadatak 5. - rjeSenje
e Vrijedi
ZIfIn+1)=37 fln+11z" =37 fln+11z"z
=Zzn:0f [n+1]z7"*"

e Uvodenjem supstitucije n’ =n + 1 vidimo da
nam nedostaje prvi ¢lan da bi dobili F(z).

ZlfIn+1)=z23" fln+ 10 =237 [l
¢ Uvodimo ga kako slijedi:
Zy T fIn'lz" =2 [0]-2f[0]+ 2y fIn'lz"
0

Zadatak 5. - konacno rjesenje

e Sada je
ZIfTn+11)=—2/10 +Zz fIn

F(2)
¢ Pa je konacno rjesenje

ZIfIn+11)= zF () - zf10]

e Na slican nacin pokazujemo da vrijedi

Zlftn+mll=2"F(2)= 3 Il
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Zadatak 6. - pomak desno

e Odredite Z transformaciju niza
pomaknutog desno, tj. odredite

Z[fIn—m]].

ako je
Z[fnl] = F2).

e Znamo da je
Zlfin-mll=3" fln—m)z™"
ZIfnl=F()=3" flnlz

Zadatak 6. - rjesenje

e Vrijedi

Z[fIn-m]]= Z::) fln-mlz™" = Z:O fln—m]z "Wz
= z’”lz:() fln—-mlz"™

e Uvodenjem supstitucije n’ =n —m vidimo da
moramo odbaciti prvih m ¢lanova da bi

dobili F(z).
Zln=ml=z"3 L fln=mlz0" =2 mf[n )=

- -1 —n' -
=", S "’Z,,‘:of e

F(z) 14

Zadatak 6. - konacno rjesenje

e Sada je

Zfn-m]]= -mz _ S '”?z‘"’EZOf[n']z_"
i A

F(z)
e Uz n”=n—m za prvu sumu dobivamo

Zlftn=-mll=z"F@)+ X" fin—mlz”

e PRIMJEDBA: Za kauzalne funkcije je
f[n]=0,n<0 pa gornji izraz postaje

ZlfIn-ml]=z"F(z)
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Zadatak 7.

e Odredi Z transformaciju niza
SfIn]=@m+ )a".
e Z transformacija je linearna pa je

Z[(n + 1a"] = Z[na"] + Z[a"].

Z[a”]: z
z—a
"—_i "=_iZ=_Zaz az
zbr- Zdzz[a] “a (z-a) (z—a)’
2
« Konagno riegenje je Z[f[n]]=—2>

( —a) 16

Zadatak 8. - konvolucija

e Ako su f i g kauzalne funkcije i ako je

Z[/nll=F@) i Z[glnl]=G()

odredi Z transformaciju konvolucije

(f*@) =", flilgln—i]

¢ Po definiciji Z transformacija konvolucije je
ZI(f=ml= " ="y flilgln—i]

e Potrebno je zamijeniti redoslijed sumacija.

Zadatak 8. - konacno rjesenje

. Zamjenom redoslijeda sumacija dobivamo
Zi=ml=2, 2" 20 flilg
Z ST ]ZH,Z "gln—i]

=3 G = GOY Al
=F(2)G(z)

e Z transformacija konvolucije je

ZI[(f * 9)[nll= F(2)G(z)

18




Inverzna Z transformacija

e Z transformacija definirana je kao:
Zlnll=2 7 flnlz" = F(2)

e Inverznu Z transformaciju koristimo pri
odredivanju niza f[n] ¢iju Z transformaciju
F(z) poznajemo.

e PiSemo

Z'[F(2)]= fIn]

Inverzna Z transformacija

e Najvaznije su racionalne funkcije F(z) oblika
k k-1
F(z):b‘Z,erk‘lZ,il +...+b,
az +a_z" +..+a,

e Izravno prepoznavanje niza f[n] nije prakti¢no.

o Koristi se rastav F(z) na parcijalne razlomke (sli¢no
kao za inverznu Laplaceovu transformaciju).

e Prvo odredimo polove F(z) pa onda odredimo
rastav. Svaki parcijalni razlomak je Z
transformacija nekog elementarnog niza, a trazeni
niz f[n] je linearna kombinacija (zbroj) tih
elementarnih nizova.

Inverzna Z transformacija

¢ Neka su stupanj brojnika i nazivnika jednaki te
neka su svi polovi medusobno razliciti i razli¢iti od
nule. Tada je rastav:

F(z)= bz" +b, 2+ 4 b, _ bz +b, 2+ 4 b,

az*+a "'+ +ay, a(z-z)z-z,)...(z2—z,)

k k=1
bz +b,_z"" +...+b,

[ Ty

=0, +0, +otoy

razlika u rastavu za Z i L transformaciju

e Elementarni nizovi koje trebamo su:

Z ' [a]=8[n] Z"[a

Inverzna Z transformacija

e Za polove medusobno razlicite i razli¢ite od nule je:

k k-1
_ bzt b 2 4. 4h

F(2)

=0, +0Q,

+...+0o
-z zZ—2z,

akzk + aHz”’I +...+aq,

o Koeficijente u rastavu odredujemo na slijededi
nadin:
b
oy = F(Z)L:U =
a,

k
o =274 Fz) _z=% bz" +...+b, ‘
z -

’ 2 (=2)e(E-z) (2|
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Zadatak 9.

e Odredi niz f[n] Cija je Z transformacija

Z[f[n]] = F(2)= z(z—acos(b))

z* —2azcos(b)+a’

e Funckija F(z) ima dva pola. Ako su polovi

medusobno razli¢iti o¢ekujemo rastav
oblika

V4
F(z)=0,+0,——+0,
z—2z z—1z,
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Zadatak 9. - polovi

e Polovi su

_ 2acos(b) £+/4a’ cos’(b)—4a’
2
=acos(b) £ jasin(b)

+jb

Z12

=ae
e Rastav je

F(z)= z(z—acos(b)) z z

=0, +o —+ 0L, —
z* —2azcos(b)+a’ O 2 —ge” z—ae™”

* Preostaje odrediti koeficijente o, o i 0.

24

Zadatak 9. - koeficijenti

¢ Odredimo koeficijente o), o i 0,:
0(0—acos(b))

o, =F(z)| _ = =
0 - 0% —2a0cos(b) +a’
o = z—ae” F) _ z—ae”  z(z—acos(b)) ‘
! z _ z  (z—ae”)z—ae™) el
_ae” —acos(h) e’ —L1(e”+e ) 1
- ae” —ae™” - PR 5
o = z—ae™” Fo) _z—ae”  z(z—acos(b)) ‘
2= - j -
ae 2 (z-ae’)z-ae™)| _ »
_ae” —acos(b) _e " —L(e"+e") 1
T oae " —ae” e’ —e? 2 25

Zadatak 9. - konacno rjesenje

e Uvrstimo 0, =0, o, =1/2 i a, = 1/2:

F(z)= z(z—acos(b)) —0+ 1 z 1 z
z* —2azcos(b)+a’

2z—ae” 2z—ae”
e Sada odredimo trazeni niz

fn]= %(aeﬂ’ )n +%(ae_‘fb )n =a"cos(bn), n=0
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Slucaj visestrukih polova

e Za slucaj visestrukih polova funkcije F(z) razlicitih
od nule rastav je nesto drugacijeg oblika.

e Neka je samo jedan od & polova razlicitih od nule
viSestrukosti m i neka to bude bas z,. Tada je:

F) bz* +b_z" +.. +b, bz +b, 2 .+ b,
7)= =
k k-1
qz +a 2 o tay a(z-2)"(2-2) .. (2= 2 )

0,z

2 m
F(z)=0,+ 0,z &,z &,z
=0,
z

o,z
+ S+t — +ot
-z (z-z) (z—2z) zZ—z, 27 2k
N
~" "
pol viSestrukosti m uzrokuje pojavljivanje _ostatak rastava
&lanova z/(z-z,) s vid§im potencijama (jednostruki polovi)
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Slucaj visestrukih polova

e Ovisno o kratnosti pola dio u rastavu na parcijalne
razlomke je sljedeci:

jednostruki pol z, z
razli¢it od nule z-z

2 m
V4

m-struki pol z, to.—% 4+ ta
2 2t m m
-z (z-2) (z-2)

v 0‘]
razli¢it od nule

e No da bi odredili inverznu Z transformaciju za
slucaj visestrukih polova potrebno je poznavati

et ]
(z—z)"
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Zadatak 10.

e Odredi inverznu Z transformaciju

» ™
“ Lz—a)"‘}

ako je poznato da je

<)
zZ—a

koristeéi poznatu relaciju za trasformaciju
konvolucije

ZI[(f *)nll=F(2)G(2)
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Zadatak 10.

e Odredimo prvo inverzne transformacije za
m=2im=3:

4 7 P - - T
< [(z—a)z}_z [;z—a}_a "

n —i 1 NV
— " da =a" "
i=0 i=0

0 23 _ -1 z Zz — "% n
Z {7(2—51)3} z {z—u(z—a)2:| a"x(n+1a

=" d(n+l-Da" =a"Yy " (n+1-i)

_ a,,((nﬂ)z _ n(n+l)j _(+D(n+2) ,
2 2!

I=(n+1a"
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Zadatak 10.
¢ Na slican nacin moze se dobiti op¢i izraz

z- z" _(n+1)(n+2)...(n+m—1)a,,
(z—a)" | (m—1)!

Dokazati za vjezbul!
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Slucaj visestrukih polova - koeficijenti

0,z

2 m
o,z o,z o,z
F(z)=0,+ 2 m 4+ Y
z

o,z

+ S+t — o

-z (z-z) (Z_Z1L Z—1 2= et
~

pol visestrukosti m

o Koeficijente u rastavu odredujemo na slijedeci
nacin:

o, =F(z)|_, = b

a, za jednostruke polove koeficijente
o jednostavno odredujemo prema

274 ovim izrazima

Oy = F(z)
z

z=z;

za pol visestrukosti m mozemo
jednostavno odrediti samo

o Z(Z_il) F(Z)
z ==;,  koeficijent o uz potenciju m

m
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Slucaj visestrukih polova - koeficijenti

o,z o,z o,z" o,z o,z
F@)=oy+——+— =+ +——p oy K
\Z_Zl (z-z) (2_21)) -z 2= Zpemnt
~—

pol visestrukosti m
e Sada je jos potrebno odrediti preostale koeficijente
za pol visestrukosti m.

e Gornji rastav vrijedi za svaki z, pa tako i za neke
odabrane z;. Odaberemo neke z; razli€¢ite od nule

i polova F(z) te iz dobivenih jednadzbi odredimo
preostale koeficijente. Potrebno je m — 1 jednadzbi.

m=1 m

F(z,)=0,+ %z o+ ;i —+ &,z + o+ 0z

Zi— 4 (z;—z) (z;—z)"

Zi T Zk-m+l
3

Zadatak 11.

e Odredi inverznu Z transformaciju

z- 2 4+2z7 +z+1
22 —z"—8z+12

e Potrebno je odrediti rastav na parcijalne
razlomke. Prvo trazimo polove:

22—z —8z+12=0
(z-2)*(z+3)=0
e Imamo jedan dvostruki pol z;, =2 i jedan
jednostruki pol z; =-3.

34

Zadatak 11. - raCunanje koeficijenata

e Uz polove z;, =2 i z; =—3 rastav je:

2 +222+z+1 _ z z*

z
- =0, +0
22—z —8z+12 0 ]

F(z)= o, +0,——
@ -2 P (z-2? TCz+3
e Odredujemo o, O, i O3:

_0+2:0°+0+1 1

o, =F(z = =

0= = e g0z 12

I CE) 2274z +1 274227424119
2 (2-2E+3) |, 2(2+3) 20
a_z+323+222+z+1‘ _—27+18-3+1 11
\=

z (z-2P(z+3)|_, -3(3-2° 75
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Zadatak 11. - raCunanje koeficijenata

e Odredili smo o, =1/12, o, = 19/20 i o3 = 11/75.
Potrebno je jo$ odrediti ;. Odaberemo neki z
razli¢it od nule i polova z;, =2 iz;=-3, npr. z=1:

2242224241 z z’ z
F(z2)=F5——F——7=0,+0,——+0, ——+04
z7—z"—-8z+12 z-2 (z-2)° z+3
3 2 2
Fl) = 13 +3 " +1+1 =i+0c| 1 +B 1 2+£ 1
'-1"-8-1+12 12 1-2 20(1-2)" 75143
5 321 9
TEo 1= " n
4 300 50
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Zadatak 11. - konacno rjesenje

e Odredili smo o, =1/12, o, =-9/50, o, = 19/20 i
o3 = 11/75. Rastav na parcijalne razlomke je:

3 2 2
F(z)= 2242z +z+1 _L_i z 19 =z 11 z

3 2 - + = Tt oo
z7—z"=8z+12 12 50z-2 20(z-2)" 75z43

¢ Inverzna Z transformacija je:
. 1 9 19 11
n]l=—90[n]——2"+—n+1)2"+—(-3)", n=0
f1n] 12[]50 20( ) 75( )
odnosno grupirano

1 19 77
f[n]—ES[nH[

11
—n+—2"+—(=3)", n=0
20 100 75
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Zadatak 12.

e Odredi inverznu Z transformaciju

ol z+1
Z {22(2—1)}

e Opet je potrebno je odrediti rastav na
parcijalne razlomke. Imamo jedan
dvostruki pol z;, =0 i jedan jednostruki pol
zy=1.

e Zbog pola u nuli ne mozemo jednostavno
odrediti koeficijent o, u rastavu F(z).
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Zadatak 12. - pol u nuli

e Uz polove z;, =0 z; = 1 rastav je:

+1 1 1
F(z)= z =0, +0, —+0, —+0, z

z*(z=1) z z Tz-1
e Zbog pola u nuli ne mozemo odrediti o:
z+1

=072z

0, = F(2),

Izraz ima singularitet u nuli!

z=0
e Mozemo odrediti samo o, i 05:

, z+l1
22 (z-1)

0+
0-1

o, =2"F(2)

=z
z=0

z=0

o, = ZT_IF(Z)

Cz-1 z+l ‘ _IHl_,
z=1

- 2 2
- z z°(z=) 11 30

Zadatak 12. - koeficijenti

e Odredili samo o, =—-1i a3 = 2. Sada odredujemo @,
i o, odabiranjem dvije vrijednosti z (razlicite od
polova i nule). Odaberimo z=-1iz=2:

Zadatak 12. - konacno rjesenje

e Odredili samo oy, =-2, o, =2, o, =—11i
o,; = 2. Rastav na parcijalne razlomke je:

Rastav na parcijalne razlomke

e Svaki pol doprinosi rastavu prema tablici:

jednostruki pol z

z4+1 1 1 z z, razlicit od nule z-z
_ =$= 11 -1 F(z) =—=-2-2———_ 49 - -
R ey Sk e e <) z(z-1) z 22 z-1 mestrukipolz, | 2 L, 2 g 2
2+1 1 1 2 razli¢it od nule z—z (z—2z) (z—z)"
F(2)= = LS S o
) ZaoD o+ = s 2o e Inverzna Z transformacija je: jednostruki pol | 1
0=0,—0, fIn]=-28[n]-28[n—-1]-8[n-2]+2-1", n=0 jednak nuli z
-3= m-struki pol 1 1 1
ot jednak nuli R IEREE
O, =0 =-2
40 41 42
Rastav na parcijalne razlomke Inverzna Z transformacija dijeljenjem Zadatak 13.

o Koeficijente rastava odredujemo prema tablici:

jednostruki pol

a=""2F(2)
z, razlicit od nule z

7=z

m-struki pol z, o =L d"" [(z-z)" F2)

razlicit od nule b (m=D)law™” " 2= )
jednostruki pol —oF

jednak nuli a=2F @),

m-struki pol oL dam ("F(2)

jednak nuli C (m=i)ldz"” "
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e Kako je Z transformacija definirana kao

ZIfinll=3" flnlz" =F(2)

ili raspisano
F(z)= fI0]+ fT1]z"" + fI2]z 7 +...

mozemo odrediti trazeni niz f[n] korak po
korak dijeljenjem brojnika racionalne
funkcije F(z) s njenim nazivnikom
(dijeljenje polinoma).
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¢ Dijeljenjem odredi prvih pet ¢lanova niza
f[n] za zadanu racionalnu funkciju

2242z 4241
22—22-8z+12

F(z)=

45




Zadatak 13. - dijeljenje

( 22+222 +z +1):(B-22-8+12)= 1 +3z1+ 1222+ 2523
23122 182 +12 +85z4+ ...

+3z22 +9z —11
+32 -3z -24 +36z!
_ + + _

+12z+13 —36z!
+12z—12 —96z71 + 14422
— + + —

+25 +60z1 —144z2
+25 :—ZSTI 1200T2 +300z3

+85z1 +56z2 +300z3
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Zadatak 13. - konacno rjesenje

e Dobivamo
F(z)=1+3z"1+1222+25z3+ 8524+ ...
» Tada su prvi ¢lanovi f[n]
fI01=1, Si1=3,  f21=12,
S181=25,  fl4]=85,
Sto zapisujemo kao
fIn] =38[n] +38[n—1]+128[n—2] +
+258[n—3]+858[n—4]+...
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Zadatak 14.

e Odredi analiti¢ki izraz za periodicki niz
zadan slikom.

S1n]
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Zadatak 14.

e Niz f[n] mozemo prikazati kao niz impulsa
fIn]=28[n] +28[n—2]+28[n—4]+...

e Ovaj niz u Z domeni postaje

F(z)=2+42z2+42z"%+..=Y " 2

-2n __
o= 1-z7°
o Analiti¢ki izraz za niz f[n] dobivamo

inverznom Z transformacijom.
e Rastav F(z) na parcijalne razlomke je
2
z z z
F@)=—F—=0,+0, —+0, —
z°—1 -1 z+1 49

Zadatak 14. - konacno rjesenje

o Koeficijent o, je ocito 0. Odredujemo o, i o,

z—1 22° z+1 277
—_— =1 o= =1
z (z=D(z+D)| z (z=-D(z+D|_,

a‘l
e Rastav F(z) na parcijalne razlomke je

2
F(z)= 2z z z

2 = +
z-1 z-1 z+1
e Konacno rjesenje, tj. analiticki izraz za f[n] je

fIn]=1"+(=1)", n=0
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