
Signali i sustavi
Auditorne vježbe 12.

Z transformacija i

inverzna Z transformacija

Zadatak 1.

• Odredi Z transformaciju niza
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• Funkciju f [n] možemo zapisati i kao
f [n] = sin(an) s[n]

• Tada je
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Zadatak 1. - područje konvergencije
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• Sume konvergiraju za |eja z–1| = |eja | | z–1| = | z–1| < 1 i
|e–ja z–1| = |e–ja | | z–1| = | z–1| < 1, tj. za |z| > 1.

z-kompleksna ravnina

0 1

područje konvergencije
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Zadatak 1. - konačno rješenje

• Za |z| > 1 je
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• Dakle
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Zadatak 2.

• Koristeći rješenje prethodnog zadatka 
odredi Z transformaciju niza

koristeći svojstvo deriviranja slike Z
transformacije.
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• Svojstvo deriviranja slike Z transformacije
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Zadatak 2. - konačno rješenje

• Tada je
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Zadatak 3. (za vježbu)

• Koristeći svojstvo deriviranja slike

i poznavajući transformacije

odredite
Z[n], Z[n2], Z[n3] i

Z[nan], Z[n2an], Z[n3an].
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Zadatak 4.

• Odredite Z transformaciju
Z[an f [n]]

ako je
Z[ f [n]] = F(z).
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Zadatak 4. - rješenje

• Vrijedi

• Uvođenjem supstitucije z’ = z/a ili 
jednostavnom usporedbom dobivamo
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Zadatak 5. - pomak lijevo

• Odredite Z transformaciju niza 
pomaknutog lijevo za jedan, tj. odredite

Z[ f [n + 1]].
ako je

Z[ f [n]] = F(z).

• Znamo da je
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Zadatak 5. - rješenje

• Vrijedi

• Uvođenjem supstitucije n’ = n + 1 vidimo da 
nam nedostaje prvi član da bi dobili F(z).
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• Uvodimo ga kako slijedi:
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Zadatak 5. - konačno rješenje

• Sada je

• Pa je konačno rješenje
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• Na sličan način pokazujemo da vrijedi
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Zadatak 6. - pomak desno

• Odredite Z transformaciju niza 
pomaknutog desno, tj. odredite

Z[ f [n – m]].
ako je

Z[ f [n]] = F(z).

• Znamo da je
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Zadatak 6. - rješenje

• Vrijedi

• Uvođenjem supstitucije n’ = n – m vidimo da 
moramo odbaciti prvih m članova da bi 
dobili F(z).

[ ]

∑
∑∑

∞+

=
−−−

+∞

=
−−−+∞

=
−

−=

−=−=−

0
)(

0
)(

0

][

][][][

n
mnm

n
mmn

n
n

zmnfz

zzmnfzmnfmnfZ

[ ]

44 344 21
)(

0'
'1

'
'

'
'

0
)(

]'[]'[

]'[][][

zF

n
nm

mn
nm

mn
nm

n
mnm

znfzznfz

znfzzmnfzmnf

∑∑
∑∑

∞+

=
−−−

−=
−−

+∞

−=
−−+∞

=
−−−

+=

=−=−Z

15

Zadatak 6. - konačno rješenje

• Sada je

• Uz n’ = n – m za prvu sumu dobivamo

• PRIMJEDBA: Za kauzalne funkcije je
f [n] = 0, n < 0 pa gornji izraz postaje
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Zadatak 7.

• Odredi Z transformaciju niza

f [n] = (n + 1)an.

• Z transformacija je linearna pa je

Z[(n + 1)an] = Z[nan] + Z[an].
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Zadatak 8. - konvolucija

• Ako su f i g kauzalne funkcije i ako je

Z[ f [n]] = F(z)  i  Z[ g[n]] = G(z)
odredi Z transformaciju konvolucije
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• Po definiciji Z transformacija konvolucije je

• Potrebno je zamijeniti redoslijed sumacija.
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Zadatak 8. - konačno rješenje

• Zamjenom redoslijeda sumacija dobivamo

[ ]

)()(

][)()(][

][][

][][])[(

00

0 0

0 0

zGzF

zifzGzGzif

ingzif

ingifzngf

i
i

i
i

i n
n

n i
n

=

==

−=

−=∗

∑∑
∑ ∑
∑ ∑

∞+

=
−∞+

=
−

∞+

=

∞+

=
−

+∞

=

+∞

=
−Z

• Z transformacija konvolucije je
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Inverzna Z transformacija

• Z transformacija definirana je kao:

• Inverznu Z transformaciju koristimo pri 
određivanju niza f [n] čiju Z transformaciju 

F(z) poznajemo.

• Pišemo
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Inverzna Z transformacija

• Najvažnije su racionalne funkcije F(z) oblika

• Izravno prepoznavanje niza f [n] nije praktično.

• Koristi se rastav F(z) na parcijalne razlomke (slično 
kao za inverznu Laplaceovu transformaciju).

• Prvo odredimo polove F(z) pa onda odredimo 
rastav. Svaki parcijalni razlomak je Z
transformacija nekog elementarnog niza, a traženi 
niz f[n] je linearna kombinacija (zbroj) tih 
elementarnih nizova.
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Inverzna Z transformacija

• Neka su stupanj brojnika i nazivnika jednaki te 
neka su svi polovi međusobno različiti i različiti od 
nule. Tada je rastav:
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• Elementarni nizovi koje trebamo su:
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razlika u rastavu za Z i L transformaciju
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Inverzna Z transformacija

• Za polove međusobno različite i različite od nule je:
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• Koeficijente u rastavu određujemo na slijedeći 
način:
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Zadatak 9.

• Odredi niz f [n] čija je Z transformacija
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• Funckija F(z) ima dva pola. Ako su polovi 
međusobno različiti očekujemo rastav
oblika
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Zadatak 9. - polovi

• Polovi su
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• Preostaje odrediti koeficijente α0, α1 i α2.
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Zadatak 9. - koeficijenti

• Odredimo koeficijente α0, α1 i α2:
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Zadatak 9. - konačno rješenje

• Uvrstimo α0 = 0, α1 = 1/2 i α2 = 1/2:
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Slučaj višestrukih polova

• Za slučaj višestrukih polova funkcije F(z) različitih 
od nule rastav je nešto drugačijeg oblika.

• Neka je samo jedan od k polova različitih od nule
višestrukosti m i neka to bude baš z1. Tada je:
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članova z/(z-z1) s višim potencijama
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Slučaj višestrukih polova

• Ovisno o kratnosti pola dio u rastavu na parcijalne 
razlomke je sljedeći:

m-struki pol z1 
različit od nule

jednostruki pol z1 
različit od nule 1zz
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• No da bi odredili inverznu Z transformaciju za 
slučaj višestrukih polova potrebno je poznavati
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Zadatak 10.

• Odredi inverznu Z transformaciju
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ako je poznato da je

koristeći poznatu relaciju za trasformaciju
konvolucije
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Zadatak 10.

• Odredimo prvo inverzne transformacije za 
m = 2 i m = 3:
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Zadatak 10.

• Na sličan način može se dobiti opći izraz
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Dokazati za vježbu!
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Slučaj višestrukih polova - koeficijenti

• Koeficijente u rastavu određujemo na slijedeći 
način:
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pol višestrukosti m

za jednostruke polove koeficijente 
α jednostavno određujemo prema 
ovim izrazima

za pol višestrukosti m možemo 
jednostavno odrediti samo 
koeficijent α uz potenciju m 33

Slučaj višestrukih polova - koeficijenti

• Sada je još potrebno odrediti preostale koeficijente 
za pol višestrukosti m.

• Gornji rastav vrijedi za svaki z, pa tako i za neke 
odabrane zi. Odaberemo neke zi različite od nule 
i polova F(z) te iz dobivenih jednadžbi odredimo 
preostale koeficijente. Potrebno je m – 1 jednadžbi.
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Zadatak 11.

• Odredi inverznu Z transformaciju
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• Potrebno je odrediti rastav na parcijalne 
razlomke. Prvo tražimo polove:
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• Imamo jedan dvostruki pol z1,2 = 2 i jedan 
jednostruki pol z3 = –3. 35

Zadatak 11. - računanje koeficijenata

• Uz polove z1,2 = 2 i z3 = –3 rastav je:
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• Određujemo α0, α2 i α3:
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Zadatak 11. - računanje koeficijenata

• Odredili smo α0 = 1/12, α2 = 19/20 i α3 = 11/75. 
Potrebno je još odrediti α1. Odaberemo neki z
različit od nule i polova z1,2 = 2 i z3 = –3, npr. z = 1:
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Zadatak 11. - konačno rješenje

• Odredili smo α0 = 1/12, α1 = –9/50, α2 = 19/20 i
α3 = 11/75. Rastav na parcijalne razlomke je:
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• Inverzna Z transformacija je:
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odnosno grupirano
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Zadatak 12.

• Odredi inverznu Z transformaciju
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• Opet je potrebno je odrediti rastav na 
parcijalne razlomke. Imamo jedan 
dvostruki pol z1,2 = 0 i jedan jednostruki pol 
z3 = 1.

• Zbog pola u nuli ne možemo jednostavno 
odrediti koeficijent α0 u rastavu F(z).
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Zadatak 12. - pol u nuli

• Uz polove z1,2 = 0 i z3 = 1 rastav je:
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• Zbog pola u nuli ne možemo odrediti α0:
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• Možemo odrediti samo α2 i α3:
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Zadatak 12. - koeficijenti

• Odredili samo α2 = –1 i α3 = 2. Sada određujemo α0
i α1 odabiranjem dvije vrijednosti z (različite od 
polova  i nule). Odaberimo z = –1 i z = 2:
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Zadatak 12. - konačno rješenje

• Odredili samo α0 = –2, α1 = –2, α2 = –1 i
α3 = 2. Rastav na parcijalne razlomke je:
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• Inverzna Z transformacija je:

0,12]2[]1[2][2][ ≥⋅+−δ−−δ−δ−= nnnnnf n

42

Rastav na parcijalne razlomke

• Svaki pol doprinosi rastavu prema tablici:

m-struki pol 
jednak nuli

jednostruki pol
jednak nuli

m-struki pol z1 
različit od nule

jednostruki pol 
z1 različit od nule 1zz
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Rastav na parcijalne razlomke

• Koeficijente rastava određujemo prema tablici:

m-struki pol 
jednak nuli

jednostruki pol
jednak nuli

m-struki pol z1 
različit od nule

jednostruki pol 
z1 različit od nule
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Inverzna Z transformacija dijeljenjem

• Kako je Z transformacija definirana kao

[ ] )(][][
0

zFznfnf
n

n ==∑+∞
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K+++= −− 21 ]2[]1[]0[)( zfzffzF

ili raspisano

možemo odrediti traženi niz f [n] korak po 
korak dijeljenjem brojnika racionalne 
funkcije F(z) s njenim nazivnikom 
(dijeljenje polinoma).
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Zadatak 13.

• Dijeljenjem odredi prvih pet članova niza
f [n] za zadanu racionalnu funkciju
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Zadatak 13. - dijeljenje

( z3 + 2z2 + z + 1) : (z3 – z2 – 8z + 12) =

+ 3z2 + 9z – 11

+ 12z + 13 – 36z–1

– + + –

– + + –

– + + –

+ 3z2 – 3z – 24 + 36z–1

+ 3z–1

z3 – z2 – 8z + 12
1

+ 12z – 12 – 96z–1 + 144z–2

+ 12z–2

+ 25 + 60z–1 – 144z–2

+ 25z–3

+ 25 – 25z–1 – 200z–2 + 300z–3
– + + –

+ 85z–1 + 56z–2 + 300z–3

+ 85z–4 + …
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Zadatak 13. - konačno rješenje

• Dobivamo
F(z) = 1 + 3z–1 + 12z–2 + 25z–3 + 85z–4 + …

• Tada su prvi članovi f [n]
f [0] = 1, f [1] = 3, f [2] = 12,
f [3] = 25, f [4] = 85 , …

što zapisujemo kao
f [n] = δ[n] + 3δ[n – 1] + 12δ[n – 2] +

+ 25δ[n – 3] + 85δ[n – 4] + …
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Zadatak 14.

• Odredi analitički izraz za periodički niz 
zadan slikom.

2
f [n]

n0 3 84 75 61 2

1

49

Zadatak 14.

• Niz f [n] možemo prikazati kao niz impulsa
f [n] = 2δ[n] + 2δ[n – 2] + 2δ[n – 4] + …

• Ovaj niz u Z domeni postaje
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• Analitički izraz za niz f [n] dobivamo 
inverznom Z transformacijom.

• Rastav F(z) na parcijalne razlomke je
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Zadatak 14. - konačno rješenje

• Koeficijent α0 je očito 0. Određujemo α1 i α2
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• Rastav F(z) na parcijalne razlomke je
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• Konačno rješenje, tj. analitički izraz za f [n] je
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