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\Y)

zesan Zadatak 3., paralelna realizacija

= s + | sene smije pokratiti u slu¢aju

_ s kada se traZe varijable stanja.
H(“')‘( » Par pol/nula postoji u sustavu, utjed
G+ pol/nula postoji u sustavu, utjece

na njegovo vladanje, ali je nevidljiv s

ulazno — izlaznih stezaljki.

Rjesenje:
H(s)=d, + G LG
s+2 s+l
d, = 1 . .
C, = -2¢ H(s)=1-23—+03—.
s+2 s+1
c, = 0

A3

Zzs00 nastavak

Y(s):U(s)—za%vz)wD%,
e X))

X, =2x, tu,
X, =—x, tu,

y==2x+00, +u,




W/

Zz800 nastavak

= Matri¢ni oblik:
x}' _ -2 0 |x . 1 @,
X, 0 -1fx| |1

v=[-2 O]B

2

}Hlﬂ,

Y(s)=U(s)-2x,(s)+ 0, (s).

SIS

Zzs0l nastavak

X, =2x, +u,
X, =—x,tu,

y==2x,+ 00, +u.

X, % Ne utjede na izlaz
o T e
koji je nama od
interesa ali utjece
na stanje sustava

\/
zzsel  Transformacija varijabli stanja

x =Ax + Bu,
{y:Cx + Du,
x =PIz,

x =Pz

* P je regularna matrica (P! = detP £0)

Pz = APz +Bu,
y =CPz +Du.




W/

Zz800 nastavak

P' Pz = APz +Bu,
z =P'APZ+P'Bu,

* *

A B
y=CP[Z+Du,
-
C D

Z=A"z + Bu,
y=C'z + Du

SiS

ZEsal nastavak
A" =PT'AP, C(C =CP,
B =P'B, D' =D
Vrijedi:
= det (sT—A) = det (s —A").

= Karakteristi¢ne vrijednosti matrica A i A* su
nepromjenjene.

= Sustav je isti, ali je opisan preko drugih
varijabli stanja.

= Polovi (frekvencije sustava) su isti za A i A"

\Y)

Zesel nastavak

= Svaka regularna matrica P daje novi izbor
stanja sustava.

= Mi ¢emo odabrati takvu regularnu matricu P
koja ¢e varijable stanja transformirati u
kanonske varijable stanja.

= Ako matrica P transformira matricu A u
dijagonalnu (kanonske varijable stanja) onda
se matrica P zove modalna i oznacava s M.

= Kako na¢i matricu M?




\

ZEs01 nastavak
= Transformacija vektora X u vektor y:
y=AX.
= A je matrica, matri¢ni zapis linearnog
operatora koji vektoru pridruzuje vektor.
= Da li postoji takav vektor X da transformacija
A daje vektor y istog smjera kao X ?

y=AX AX =sX

Ako vektor ¥ nije promijenio smjer,
tada je s skalar.

s

zesol nastavak

" Drukél_]e pisanO: (SI - A))_é =0. homogena algebarska

* Trivijalno rjesenje: X =0. Jednadzba

= Netrivijalno rjeSenje dobijemo za
det(sI — A) = 0 §to rezultira polinomom kojeg
zovemo karakteristi¢ni polinom matrice A.

= Ako je rang matrice A jednak n polinom je
n—tog reda.

= Nule karakteristicnog polinoma s, i = 1, n
Zovu se svojstvene vrijednosti, a vektori

X,i=Ln AX,;=s,X,

i

karakteristi¢ni vektori matrice A.

\Y)

Zzs00 nastavak

= Formirajmo matricu P pomoc¢u karakteristi¢nih
vektora matrice A.

P=[%, X% .. %] ¥.i=Ln
10 P=P-A* ey - .
* tada je: AP =P-A". karakteristi¢ni vektori
Ar=Aly ¥ .. x]=[ay A oAv)=
s, 0
- - - S, - S
:[Slxl SpXy eee Snxn]:[xl Xy e Xy
B F2 e Tl
P
0 s




M
Zz800 nastavak
AP=PA"

» A" - dijagonalna = P =M - modalna
matrica sacinjena od svojstvenih vektora

matrice A.
AM=MA"
= Pomnozimo slijeva sa M 1,
M AM=A"

\Y)

zzsol  Zadatak 1.

= Zadana je matrica A. Treba na¢i modalnu
matricu M.

1 00
A=|1 1 0}
2 3 2

= Qdrediti vlastite (svojstvene) vrijednosti.

zzs0l Zadatak 1.

det(sf-4)=|-1 s-1 0

» Formiranje matrice A"

200
0 Jordanov blok
00

A=




M

isé@@ﬂ Zadatak 1.

= Qdrediti vlastite vektore, matricu M

AM=MA",
s 0 0
A[[l’?l X, 23]:[;—1 X, ;Ca] 0 s 1},
0 0 s

AX = 5%, @
AX,=5,%,, (2)
AX;= 5%, 1%,.(3)

\Y)

g@@@u Zadatak 1.

1.0 0ffx, X,
(D 11 0|, |=20x,
2 3 2] |xy Xy
Xy = 2%, x, =0
X H Xy, =2xy, = X, =0
2x;, 3%y, +2x,, = 2xy, X;,proizvoljno x;, = 1(¢ 0)
0
X =0
1
M
zesol Zadatak 1.
1 0 0f]x, X
2 11 0|x, |=10x,
2 3 2| |x, X3
Xpp =Xy,
iy T = = x,=0,x, = l(proizvoljno)
2xp +3x, +2x3, = x5, X5, =3
0
%=1
-3




M

isé@@ﬂ Zadatak 1.

1 0 0fxg, X3 X, | o
(3) 11 0ffx,y [=10xy [+ x| 1
2 3 2| |xy X3 Xy | -3
X3 =X+ X, Xi3 = X3
X3 F Xy =Xy F Xy = Xpy txy =Xy +1 =
2x]3 +3x23 +2x33 :x33 +x32 2x|3 +3x23 +2x33 = x33 _3

= x3=Lx; =0 =% =|0
X33 =5 -5

\Y)

zzsol  Zadatak 1.

\Y)

zzsel  Posebni slucaj

= Specijalni slu¢aj: korijeni (svojstvene
vrijednosti) matrice A su razliciti.

= Recept: stupci matrice M mogu se uzeti
jednaki ili proporcionalni bilo kojem stupcu
adjungirane pridruzene matrice adj(s; I-A)
koji nije nul-stupac.




W/

zesel  Adjungirana matrica?

= adj(A) = ?

» adj(A) = [xg/]Ta

. x;= (=1)its D,

* D; = determinanta podmatrice A dobivena
izbacivanjem i—tog retka i j—tog stupca.

= T transponiranje — i—ti redak postaje i—ti stupac.

\Y)

zzsol  Zadatak 2.

= Zadana je matrica:

2 -2 3]

A=|1 1 1
13 -1

= Nac¢i modalnu matricu M.

s=2 2 =3
sI-A=| -1 s-1 -1 |
-1 -3 s+

det(sT-A) = 0.

\Y)

zzs00 Zadatak 2. - nastavak
325255 +6=(s— 1)(s+2)(s—3)=0,

Pojasnjenje:  gq-a=| -1 [s-1 -1




\

zzs0l Zadatak 2. - nastavak
$3-252-5s+6=(s—1)(s+2)(s—3)=0,

s =1,
5, =2,
§3=3,
sT—4 -25+7 3s-5
adj(sI—A): s+2 s+l
s+2 35-8 57 -3s+4

s=2
Pojasnjenje: SI-A=
_1 -

-3
s+l

\Y)

zesol  Zadatak 2. - nastavak

$3-252-5s+6=(s—1)(s+2)(s-3)=0,
s =1,

5, =2,
§3=3,
52—4 —-2s+7 3s-5
adj(sT-A)= sP-s-5 s+l
s+2 3s—-8 s’ -3s+4
minus
Pojasnjenje: sI-A=| -1 sl -1| iid
-1 s+l
\/

z2zs00 Zadatak 2. - nastavak

-3
»s=s5;=1  adjfsI-A)=| 3
|3
[0
L] s:szz—z adj(SZI_A): 0
0

5
-5
=5

1
1
-14

-2
2
2

—-11

-1

14

>




W/

zzs0l Zadatak 2. - nastavak

5
"s =5, =3 adjs,I-A)=|5
5

—_—
>~ B~ B~

A'=M"'"IAM=

1 0 0
0 -2 0}
0 0 3

\Y)

zesal  Posebni slucaj

= Specijalni slucaj: direktna realizacija.

= Recept:
0 1 0
0 1
A= 1
4, 4 ~—a4 ~aq,

zzsol  Nastavak

* Nekasus;,i = 1,...,n jednostruki polovi.
= Tada M konstruiramo na slijede¢i nacin:

[ O |

S50 8% s,

— 2 2 2
M= s s .. s
sp sy g

10



M

zzsel  Nastavak

- Sluéaj 1 0 0 0 1 0 1

viSestrukih [ & L 0 0 s by

) 28 2 285

polovanpr.. | s = 1 0 s oS

2 2

S; = 8§ = 3 3sp 6 3 385

.- S boos o w

3T s 4s) 1257 245, . 4s]

S5 = Se R T TR R R T

S.. o S50 20s) 60t s Ssi s

7 [ T T T A T

o 650 30 1208 o 6st

T 2! 3! L T

derivacija prethodnog slupca,J L derivacija prethodnog stupca,

podijeljena s 1 faktorijela podijeljena s 2 faktorijela
\2

zzsol  Zadatak 2.

= Zadana je matrica A, na¢i M i A*

0 1 0
A=|0 0 1|
1 -3 3

= Jasno, radi se o direktnoj realizaciji.

A3

zzs01 Nastavak
det (sI-A) =3 —3s?+3s— 1,
=(s - 1)

S;=8,=s;=1.

= Slijedi matrica M:

1 0 0/ [100
M=|s, 1 0l=|1 1 0]
S122TS!11121

11



M
zzsel  Nastavak

= Matrica A* je naravno:
1 10
A=[0 1 1|
0 0 1

Provjeriti da je A* = MTTAM !

12



