§iS

ZESON
Signali i sustavi
AUDITORNE VJEZBE 12
LS&S
FER - ZESOI

zesol  Z -transformacija, sin(kayT)
7.) Z - transformacija niza:
0 zak <0
s)=q,
ksm(kcq)T) zak=20

= Najprije ¢emo odrediti Z - transformaciju
niza sin(kqyT).

o o jkaT _ */k%T
Z[sinkaT] :Z(sink(.\)oT)Z% = Ze 2=
= k=0

\Y)

zzsol Z -transformacija, sin(kayT)
jool J=1Nk _ o JaT k| = 1 _ 1 -
ZJLZ')(E 2 =Y (e )} 2][1 - —/w,12—1:|

k=0 1 e
za ‘e’“’“rz"‘ <1 i ‘e”‘“’“’z"‘ <1
pa je transformacija konvergentna za |2 > 1.

1 z z _ 1 [‘;(z—e’/““’”r)—z(z —e/y
5 joT - Z

jwoT

2jlz-e s (z—e/")(z—e /™)
z(eﬂ"’ —e /) - zBinw,T > 1

2/ 22 =2zcosw, T +1  z? =2zcosw,T +1°
Dakle ... Z[sinkw,I]=—— Rinco, T |4>1.

22 =2zcosw, T +1’




M
zesel Z - transformacija, nastavak ...

= Dalje slijedi da Z[ £ sin(kcy)T)] dobivamo
deriviranjem Z[sin(kayT)] i mnozenjem sa —z.
z| 22 =2zcosw, T +1

Z[k sin ke, T]= _zdi[%} =

_ —zsinw,T(z> =2zcos W, T +1) —zsin @, T(2z —2cos @T)
(z* =2zcosw,T +1)°

zsinw, T [z* - 1)

————— za |z|> 1
(z* =2zcosw, T +1)* |

Z[ksinkw,T]=

\2
zesal Z - transformacija, nastavak ...

8.) Koristeci svojstvo
2l ()=~ )

dz

i poznavajuci
z z
Z|s(k)|=—— od Zla"|=—
[ ( )] p— odnosno [ ] p—
jednostavno je odrediti
Z[k]; Z[kz]; Z[k3] itd., odnosno
Z[ka'}; z[k*a*}; Z[k’a*] itd. odnosno Z[(kT)’}; Z[(KT)*] itd.

g@gﬂ Z -transformacija, mnoZenje s
eksponencijalom
9.) Odrediti transformaciju Z[a"/(k)] znajuéi
daje Z[f(k)] = F(z).

Za £ =3 at ).
k=0
= Jzvrsimo li supstituciju z = az,
Za s W)= Yo 10 B =T 0= F ) = P

Z[a" (k)= F(a™'2)




W/

zesel Z -transformacija, pomak ulijevo
10.) Z — transformacija niza pomaknutog u

lijevo, tj. Z[flk + 1)] =2

GE) =2/ (k1] =3 7+ e

G(x)=f()z" + f(2)z"7j- SO+ |

2'G(z)= f()z" + (222 +£(3)z +..

G =F)-f(0) |2
G(2) =zF(2) =z (0)
Z[f (k+D)]=2F(2) ~=f (0)

\Y)

zesal Z -transformacija, pomak udesno
= Na sli¢an nac¢in mozemo pokazati i sljedece:

Z[f(k+m)]=Z’"F(Z)—§f(k)2”""~

11.) Z - transformacija niza pomaknutog u
desno, tj Z[f(k - m)] = ? znajudi da je:

0zak<0
k)= k) —>kauzalan
f() {7&0 zak =0 fB

zesel  Z -transformacija, pomak udesno
Af W)= F@ =3 /(e
G =2 (k=m] =3 fk-m):* =
= fm)z £ =m)z (D2 O+ (D27
= Bududi da je fik) = 0 za k < 0 slijedi:

G@) =[Oz +f(Mz""+..




\

zesel  Z -transformacija, pomak udesno

G(2)=z"[f () + )z +1(2)z7 +.]
Z[f(k —m)] =z"F(z) za m=0

= Ako se gornje svojstvo koristi za transformaciju
nizova za koje je f(k) # 0 za k <0, do¢i ¢emo do
pogresnih rezultata!

= Zato se Z — transformacija niza f{k — m) racuna
na sljedeci nacin:

m—1

Z[f(k —m)] = zf'"F(z)+ ;f(z - m)zﬂ

\Y3
zesal Z - transformacija, nastavak ...
12.) Transformacija niza x(k) = (k + 1)a*
Z[(k +1)ak] =i(k +D)afz* = ikakz'k +iakz'k =
k=0 k=0 k=0

d( z z -—a-z z
=—-z— + ==z —+ =
dz\z-a) z-a (z=a)” z-a

2
za z 4
+

(z-a)* z-a B (z—a)’

Z[(k+1)a']=

Sﬁ Z - transformacija, konvolucijska

ZESOI ..
sumacija
13.) Transformacija niza ©
tj. konvolucijske (k)= z £k =i)
i=0

sumacije uzimajuéi
u obzir Z[f,(k)|=F(2) 1 Z[fy(k)|=F,(2).

Ar0]= 3T A Lk=0" =2 AOD fulk =0 =

k=0 i=0

=3 £ B =BG f,()" =R FE)
i=0 i=0

F(2)




M/
%‘gﬂ Z - transformacija, konvolucijska
sumacija

= Odnosno, Z — transformacija konvolucijske
sumacije iznosi:

B

4310761 |=AET

\2
zesan Inverzna Z transformacija
= 7Z transformacija definirana je kao:

Fz)= z 7).

* Inverznu Z transformaciju koristimo pri
odredivanju niza f{(k) ¢iju Z—transformaciju
F(z) poznajemo

fle)=z7[F(2)]

\Y)

zzsel Inverzna Z transformacija

= Nama zanimljive F(z) su oblika:
"4 n-1 + +
F(z)z b,z blz,, ...t+Db, '
"+az" +...+a,

= (Qcito je da je nemoguce direktno prepoznati
niz f(z) ¢ija je ovo Z—transformacija.

= Zato se, sli¢no kao kod inverzne Laplaceove
transformacije, prvo nadu polovi F(z), te se
funkcija rastavi na parcijalne razlomke koji su
Z—transformacija poznatih elementarnih
nizova.




\

zesen Inverzna Z transformacija

" Z[adk)] =a

" Z[a¥] =z (z—a)™!

= Uzimajuéi u obzir ove transformacije, F(z)
rastavljamo kao:

"+bz" ENNED)
@)=ttt g g (B,
=

T E-p)z-p)(z-p,)

F
z#p,
= Ovdje pretpostavljamo da je A\ /

DIED,ED3E ... D, Razlika u odnosu
na inverznu
Lapleceovu !

\Y)

zesan Inverzna Z transformacija

= ]z gornjeg je rastava ocito:
b b

n ]

=0 =m aT.

» Koeficijente a, ..., , odredujemo
sljede¢im postupkom. Odredimo npr. ;.

a, =F(z)

a =[ﬂmz)} =
z

z=p,

[V/pl o b bz b, }
2 (@EP)a=p)(z-p) ).,

\Y)

zzsel Inverzna Z transformacija

= Opcenito je: 4; :[Z_pi F(Z)} :
z=p,

z




W/

zzsen Inverzna Z transformacija, primjer

= Primjer 1: Odrediti niz ¢ija je Z-transformacija
zadana kao:
_ z(z —acos aT)
Fle)= 5 ———
z" —2azcosal +a
= Najprije ¢emo rastaviti nazivnik na
faktore:
_ 2acoswT ++/4a’ cos® ol —4a’ _
2~ -
’ 2
- Za cosziZ;V cos’ ol -1 —acoswl * jasinwT

\Y)

zesan Inverzna Z transformacija, primjer
"z, =ad,
"z, = aedT,
= pa piSemo:

z(z=acoswT) z z
o el SR +a,
(z—ae’ Yz —ae™™) z

F@o)= —ae’" " z-ge ¥

* Odredimo koeficijente a,, a,1 a,.
" a,=F(2),-,=0

zzsel Inverzna Z transformacija, primjer

_Z_Z
o, = 2 ! D?(Z):| =
_ _MD A(z—acoswT) _
| £ (z=ad)z-ae’) ] _
jor_ e’ ae”

- ae
_[z=acoswT 2 2 _ 1
= . = T = -

| z—ae™™ | _ o ae’™" —ae™ 2




W/

zzsen Inverzna Z transformacija, primjer

a, :[z_zz D;'(z):| =

z

_ ;7ae/jﬁ z(z—acoswl')
- £ W)(z ae™’*") or

JjoT - jer
- ae ae
ae er =

ae’” —ae 2

és;;gu Inverzna Z transformacija, rjesenje
primjera

= Pa pisemo:

l z 1 z
F(z)=—0 +— .
@) 2 z—ae™ 2 z—age”’

ol
— 1 k _jwTk 1 k _—julk
f k) —Ea e’ +Ea e’ k=0

f(k)=a" coswTk k=0

Zs;% Inverzna Z transformacija, visestruki
polovi
= Inverzna Z-transformacija u slucaju visestrukih
polova funkcije F(z)
= Neka je F(z) zadana kao:
_ b 2" +b, ,z 4. +D,
Y S ey
* Gdje je n; +n, + ... + n, = n ukupni broj
polova.

= U ovom slucaju F(z) rastavljamo na sljedeci
nacin:




\Y2
%‘gﬂ Inverzna Z transformacija, visestruki
polovi } .

z z z
F(z)=a,+a,——+0,, -+ +
2 nl nl
z-z (z-z) (z—z)

2 n2
z z
+..4B +o
z—zz)z n2 (z—zz)"z

+Bli+BZ(
2

Z 4 z +...+ =
z-z, = (z—zq)2 HW(Z‘Z(,)W (1)

= Da bi odredili inverznu transformaciju
ovako rastavljene F(z) treba poznavati
inverzne transformacije: \ .
z

\Y3
ggﬂ Inverzna Z transformacija, visestruki
polovi
= Pokazimo ove inverzne transformacije

poznavajuéi:
- Z — k
=a
AE

i koristeci izraz za transformaciju
konvolucijske sumacije:

431006 = AET)

W/

zzsel Inverzna Z transformacija

= PiSemo:
z-‘[ gt }— ia’ @ = akﬁl— a*(k+1)
z-a z-a i=0 i=0
= Paje

-1 Z2 _ k
z [(z—a)z}_(k +1) @

= Sli¢no bi odredili:

z*'[ 7 }zzfl[igigi}:

(z-a)® z=a z—a z—a




W
zesen Inverzna Z transformacija

i L L £
S = zu*" m’leZa*(iH):

j=0 i=0 j=0 =0

W"[Z“Zl}a*[gmkﬂw(kn)}

i=0 i=0

-4 dk+1)(k +2)

2

= Pa piSemo:

z"{ z }: (k+D(k+2)

2!

\2
zesan Inverzna Z transformacija

= Sli¢no bi odredili za:

4 5
z z

G- o

= Opcenito mozemo pisati:

[ ] G D@+ )00 +m 1)
z-a)" |~ (m=-1!

zam>3

k

\/
%%E Inverzna Z transformacija,
koeficijenti

= Koeficijente u rastavu F(z) na parcijalne
razlomke odredujemo na sljedeéi nacin:

"4, =F). =
Q1> B s Hyq 0dredujemo iz:

o, =[(Z_f:)”' EF(z):| B, {(Z_ff)m EF(z)}
z -, z B

2=z

M, = [(Z_f:)w EF(z)}
z

2,

z=z,

10
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zzsen Inverzna Z transformacija, primjer

= Na ovaj nacin odredili smo ¢ + | koeficijenata.

= Preostalih n—q koeficijenata u (1) moguce je
odrediti izraCunavanjem ovog izraza za n—q
razli¢itih vrijednosti od z ¢ime se dobiva n—¢q
linearnih jednadzbi ¢ijim rjeSavanjem dobijamo
trazene koeficijente

= Navedeni postupak ¢emo ilustrirati sljede¢im
primjerom 2. u kojem ¢emo odrediti inverznu Z
transformaciju od: ( ) 277 +z41

=22 -8z+12°

\Y)

zesan Inverzna Z transformacija, primjer

= Rastavimo nazivnik na faktore

4277 +z+1
S e R

= Uocavamo dvostruki pol u z = 2. Rastav na
parcijalne razlomke provodimo na sljedeci
nacin.

2
z

_zl+222+z+1_ _Zz Z__+p %
F() +0(12_2+0(2(z_2)z B‘z+3 (2)

\/
ZSEEE Inverzna Z transformacija,
koeficijenti

= Koeficijente a;, a, i 3, odredujemo na
sljede¢i nacin:
1 1

a, = F(z)‘::0= -2’3 =E

o _{ =2y 3+2zz+z+1} _ 8+8+2+1_19

2 (z=7) Qz+3) 4GB 20
B = 4277 +z+1 _ 27+18-3+1_11
! 2 (z-2) [M=+3)) (-3)25 75

11



\Y2
%‘gﬂ Inverzna Z transformacija,
koeficijenti

= Preostali koeficijent @, odredit ¢emo na
sljede¢i nadin:

= Uvrstimo li u izraz (2) bilo koju vrijednost z
(rali¢itu od 0, 2 1 —3) dobit ¢emo linearnu
jednadzbu iz koje mozemo odrediti a.

= Npr.zaz=1: 5 5

2= +a, +7‘.
= Odnosno:
1 19 11

Sl g0 9
4 12 20 300 50

\2
g@gg Inverzna Z transformacija, rjesenje
primjera

= Definitivni rastav na parcijalne razlomke:
2

F(z) 1 9 _ =z 19 =z 11 =z

=—-— + [
1250 z=2 20(z-2) 75z+3

= Sada mozemo jednostavno provesti inverznu
Z—transformaciju:

L) 2y L2 )4 1L g5y
f(k)—126(k) 50(2) +20(k+1)(2 )+75[ﬁ 3)zak=20.
= Odnosno, sredeno:
RN NS O VI | SR
f(k)_lzzs(k) ok 42 +75[q 3)zak 20.

\/
zesol Inverzna Z transformacija, pol =0

= [nverzna Z-transformacija kada je pol F(z) u
z=0

= Kada se pol nade u tocki z = 0, postupak za
odredivanje koeficijenata je malo drugaciji.
Ovo ¢emo ilustrirati primjerom 3 :

= Zadatak: Odrediti inverznu Z—transformaciju

z+1

F(Z):m.

12
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zzson Inverzna Z transformacija, pol =0

= Rastav na parcijalne razlomke provest cemo
na sljedeci nacin:

z

F(z)=a,+a, E1r+aziz+ﬁ17,
z z z-1

» Koeficijente @, i 5, mozemo jednostavno

odrediti:
_ z+1 -
% _V /(z—nL 1
B, = —Bi =2
oz 22(z—1) -

Y

SIS

zesou Inverzna Z transformacija, pol =0
= Koeficijent a;ne mozemo racunati kao prije
bududi F(z) ima pol u nuli.
= Zato 0,1 a, ratunamo rjeSavanjem dviju
linearnih jednadzbi koje dobivamo kako slijedi:
= zaz=-1
0=oa, -0, +a, H3, %r =a,-0a, =0
"mzaz=2
3 =a, +a, %ﬂ]z %ﬂ!l 2@

|

3=4a, +2a, ~1+16 =40, +2a, = -12

\/
zesol Inverzna Z transformacija, pol =0

» RjeSavanjem jednadzbi dobivamo:
a,-0,=0 =0a,=0,
4a,+20, =-12 =60,=-12 =>a,=0a, =2
= Rastav na parcijalne razlomke je prema tome:
1 1 z

———+2 .
z z° z+1

F(z)=-2-2
= [nverzna transformacija je:

fk)=-23(k)-23(k -1)-a(k —2)+2(1) k = 0.

13
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zzson Inverzna Z transformacija, pol =0

= Ocito je:

w
g@gﬁ Inverzna Z transformacija
dijeljenjem
= [nverzna Z-transformacija postupkom dijeljenja.
= Znaju¢i da je F(z) definiran kao
F(z)=i FlR)=*
= Odnosno: .
F@=10)+f(Dz" +f(2)= +.
= Ovako izrazenu F(z) mozemo jednostavno

odrediti dijeljenjem polinoma u brojniku s
polinomom u nazivniku

\/
513 Inverzna Z transformacija
dijeljenjem
= Kao ilustraciju razmotrimo prije koristeni

primjer: Dijeljenjem brojnika nazivnikom
odrediti inverznu Z—transformaciju.

224277 +z+1
Flz)=——7F7——.
() 2 =22 —-82z+12

14



\Y2
ggs Inverzna Z transformacija

SO
dijeljenjem
= [zvr§imo li dijeljenje:

(22 +22" +z +1):(2° —2* =8z +12) =1 +3z7" +1227242527 +...
2'-2* -8z 412
322 +9z-11
_322;32;24 +36z7"
12z+13-36z"
_122112+—96z"_+144z’2

25+60z7" —144z7

\2
g@gg Inverzna Z transformacija
dijeljenjem
= Dakle
F(z)=1+327"+1222 42527 +...

= Paje:
A0)=1,/1)=3,/2)=12,3) =25

f(k)=03(k)+30(k —1)+125(k - 2)+255(k —3)+...

zak=0

15



