IS

ZESOI

Signali i sustavi

AUDITORNE VJEZBE 13

LS&S
FER - ZESOI

g@% Primjena Z transformacije u
rjesavanju jednadzbi diferencija

= Zadatak 1: Diskretni sustav je odreden
sljede¢om jednadzbom diferencija:

y(k +2)=3y(k + 1) + 2p(k) = 2u(k + 1) — 2u(k).
= Nadi odziv ovog sustava na pobudu:

0 zak <0,
)={
k zak=0.

zesel  Primjena Z transformacije

= Da bi odredili odziv ovog sustava (bilo kojom
metodom), potrebno je poznavati 2 pocetna
uvjeta.

= Budu¢i pobuda pocinje u koraku nula, od
interesa nam je i odziv od toga koraka, pa je
za njegovo izra¢unavanje potrebno poznavati
pocetne uvjete u y(—1) i y(-2).

= Pretpostavimo da suy(-1)Z01y(-2) Z0

= Nadimo odziv sustava u Z domeni.




MW,

zesel Primjena Z transformacije

= Koristeéi izraz za Z-transformaciju niza
pomaknutog u lijevo:

Z[y(k +m)| =z"Y(z) - Z i)z

= Transformiramo polaznu jednadzbu u:

2°Y(2) - y(0)z° — y(1)z =3zY (2) +3y(0) +2Y (2) =
=2zU(z)-2zu(0)-2U(2),

(2 =3242)(2) =2z = DU (2) +3(0)2> +[y(1) =37(0) ~ 2u(0)]=.

g@gﬂ Izracunavanje y(0) i y(1) iz pocetnih

uvjeta
= Paje:
1= 2671)_ 0y 200 #1302l
22 -3z+2 22 -3z+2

= OCcito je da sustav osim o pobudi ovisi i 0 y(0)
iy(1). Ove vrijednosti su prva dva uzorka
odziva i rezultat su doprinosa pocetnih stanja
y(=2)iy(=D).

» Za k = -2 polazna jednadzba prelazi u:

3(0)=3y(=1)+2y(-2) = 2u(-1)-2u(-2).

%ggﬂ Izracunavanje y(0) i y(1) iz pocetnih
uvjeta

= Paje:
»(0)=3y(-1)-2y(-2).

= Za k= -1 slijedi:

(1)=3(0) +2(=1) = 2u(0) - 2u(~1),
(1) = 20(0) +39(0) = 2(=1) = 2u(0) + 9 (= 1)~ 6(-2) = 2 (1),

(1) =2u(0) +7p(~1) = 6(-2).




MW,

zesel Primjena Z transformacije

= Uvrstimo 1i y(0) i y(1) u izraz za ¥(z) imamo:

 u®) + 751 = 600) =951 +68) - 20

22 =3z+2
= Pa konac¢no piSemo:
2(z-1)
2’ -3z+2

L Bren 2922 ~2y(-1)=
22 =3z+42 ’

Y(z)=

Uz)+

g@gﬂ Primjena Z transformacije, drugi
pristup

= Na trenutak ¢emo prekinuti rjeSavanje da bismo
prikazali drugi pristup.

= [zvr§imo pomak zadane jednadzbe u
vremenskoj skali uvodeci supstituciju &' = k + 2.
Yk = 3y(k'-1) + 2p(k'-2) = 2u(k'-1) — 2u(k'-2).

= Ovo je ¢es¢i nacin pisanja jednadzbi diferencija
(operator E™! umjesto E !).

= Ponovno ¢emo odrediti Y(z) polazeéi od ove
nove jednadzbe.

= Z-transformacija jednadzbe provodi se koristeci
SVOojstvo:

%gﬂ Primjena Z transformacije, drugi
pristup

m=1
2k =m)| =2y (2)+ X yli-m)=".
i=0
= Z-transformacija nase jednadzbe glasi:

Y(2)=3z7'Y(2) - 3y(-1) +22 7Y (z) +23(-2) + 2y(-1)z"' =
=2z"'U(2) + 2u(-1) - 222U (2) — 2u(-2) - 2u(-1)z"".

Y(i-32" 4222 =2z -2 U 2) + 3p(-1) - 29(-2) - 29(-1)=".




MW,

zesel Primjena Z transformacije
¥y = 2ETD_ iy BrED =202 ~2p-Dz.
22 =3z+2 22 =3z+2
= Dobili smo (naravno) isti izraz za Y(z) jer se
radi o istom sustavu.

= Sada ¢emo nastaviti rjeSavanje naseg primjera
uz pretpostavku da su pocetna stanja
y(=1)=y(=2) =0.

= Uzimajuéi ovo u obzir ¥(z) postaje:

v(2)=—2E0 p)

z2=32+42

W/

zesol  Y(z), rastav u parcijalne razlomke

~u(k) =k k=0
s u(k)=kOF k=0

Z[k* :—zi[ z }:—z;lzz%zwz)
dz|z-1 (z—-1) (z-1

Y(z):& z .
(z=1)(z-2) (z—-1)°

2z

O e

2
=uo+01EZ +G°BZ z+BlElZ
z=1 ° (z-]) z=-2

\Y)

zesel TraZimo koeficijente rastava...
" 0, =F(2),-0,=0

2

o :|: _1)2 ! 2/ :| = =
L2 ey, 10-D
B, :[;’7972‘/ }

£ (z-Dz=2) .,

* a, odredujemo iz Y(z) za npr. z =3

2.,
1

203 3 9 3
Y@3)=——==a,-+a,—+ B -+a,
G)=grasra At




\2
g@g Primjena Z transformacije, rjesenje

0

:qlé_ +6
2

N | w
W[ o

ia]:§+2—6:0
2772 2

a,=0

27° 2z
- +

(z-1?* z-2
y() =22 =k +D1'] k20

Y(z) =

y(k) =2[2" =k -1] k=0

SiS

zesol  Primjena Z transformacije
Zadatak 2:

= Diskretni sustav opisan je jednadzbom
diferencija:

wk)+ plk=2) = u(k)

= Qdrediti odziv na pobudu:

k
u(k):{l Zak20,
0 zak <0.

_\/
Sis Primjena Z transformacije, ulazni

ESO I
signal
¥(2)+ 27 ¥ (D) 2U(D) = H)=—L =2
() +27Y(E) =) = HE) ==
Ulr)=—=
=
ZZ ¥4
Y(z)= HE)U(2)=
(2)=H()u(2) 1%
Y(z)=a0+al z +aZ z .+a7, z
J +J z-1




IS

zesol  Koeficijenti...

a, =Y(z)(2:0=0,

a=|Zlg T ) N
VL7 e, 26D
-1

rjesavamo se
1-; . J unazivniku

zzson  Koeficijenti...

[o :[% 22@ } = -1 =
L2 oG-, 20D
e S S L
T 2j-2 7 2(1-)) 1+j

1+ 1.1,
ay=—f=—+—j
2Ton 4 4

s (PO = S
q“_[ z (z2+1)(z/IjL_2

\Y)

ZSE@@D Rjesenje y(k) ...

Y(z):(l—ijjkz P
4 4 z—j 4 4 z-1




MW,

zesol Konacno rjesenje!
1 7l 1 .. n I £\
k)=—cos—k+—sin—k+—-[1) £=0.
k)= Zeos Tk +sink+—1f1)

= Ponovno dobivamo (iz prethodnih zadataka)
veé poznati odziv:

y(k)

iS
zesol  Primjena Z transformacije
= Diskretni sustav opisan je sljede¢im

jednadzbama diferencija:
(k) +y,(k =1) =u (k 1) +2u, (k)

Yo (k) + yi(k =1) =2u (k) +u, (k —1)
a) Nacrtati model sustava koristeci zadane
jednadzbe

b) Izabrati varijable stanja i napisati jednadzbe
stanja u matri¢nom obliku

¢) Nacrtati model sustava na temelju dobivenih
jednadzbi stanja

d) naci odziv sustava na pobudu

siS

zesel Primjena Z transformacije

= Pobuda:
u(k) = {61(‘]():| zak 20,

x(o)=m.

e) Odrediti transfer matricu sustava,
f) odrediti impulsni odziv sustava,

g) transformirati sustav u kanonski oblik i
nacrtati model,

h) provjeriti osmotrivost i upravljivost.




Y

S
zesel a) Model sustava

Rjesenje:

uy(k=1)

E—]
u(k) ni(k)
E*l
2
nk=1)
Pk =1)
2
uy(k)
E—l

Efl

(k)

M

S
zesol b) Opis sustava varijablama stanja

= Jednadzbe stanja kojima zelimo opisati
sustav trebaju biti oblika:
x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k)

= QCcito je da pri izboru varijabli stanja u
zadanim jednadZbama treba eliminirati u(k—1)
i y(k=1):
x (k) =u,(k-1)=y,(k =1)
x, (k) =, (k =1) =y, (k -1)

\Y)

S
zzsel  b) Opis sustava varijablama stanja

= ]z gornjih jednadzbi slijedi: (k — k£ + 1)
x,(k+1) =u, (k) =y, (k)
X, (k+1) =, (k) =y, (k)

= |z polaznih jednadzbi supstituiramo:

»(k) =u,(k=1) =y, (k =1) *2u,(k) = x,(k) +2u,(k)
S TS
Vo (k) =, (k =1) =y, (k =1) +2u,(k) = x,(k) +2u,(k)

-
Xy (k)




Y

zesel  b) Opis sustava varijablama stanja

= |z ovoga slijedi:
x (k+1) =u, (k) =, (k) =2u,(k)
x, (k+1) =u, (k) =x, (k) —2u, (k)
= Pa konacno piSemo jednadzbe stanja
xl(k+1) = _xz(k) _ul(k)
X, (k+1) = =x, (k) —u, (k)
= Odnosno izlazne jednadzbe

(k) = x, (k) +2u, (k)
Y2 (k) = x, (k) +2u, (k)

M

zesol b) Opis sustava varijablama stanja

= U matri¢nom obliku pi§emo:
xk+D]_[0 1] [x®] [-1 0] Fuk)
nk+D | |-1 0 |Txn@®] [0 ~1|]u,@)
w®]_[1 0] [x®], [0 2][uk
»(0] 10 1 [xnw] |2 0] {uk)

%ggﬂ ¢) Model sustava pomocu jednadzbi

Stanja ‘ x,(k+ 1) = =x,(k) = u, (k)
2
\ (k) = 6, (k) + 2u,(k)
_ k+1 k k
. @ xy(k+1) - x,(k) o (k)
u( —
uy(k)  _ “ B T
xy(k+1) x,(k) (k)

‘ (k) = x,(k) + 2u, (k)

2
‘ Xo(k + 1) = =x,(k) = u,(k)




Y

zesel d) Odziv sustava na pobudu

= Fundamentalnu matricu éemo odrediti kao
inverznu Z—-transformaciju matrice
karakteristi¢nih frekvencija ®(z).
() = 20 — A)" = 294 (L= 4)
det(zI - A)
= Odredimo matrice zI — A, det(zI —A) i
adj(zI —A)

e-a-lg TS S

det[z 1}222 —1=(z=Dz+1)
1 z

M

zesol d) Odziv sustava na pobudu

adifz1 - A] {_Zl _ﬂ

\Y)

zesel d) Odziv sustava na pobudu

= Da bi proveli inverznu Z-transformaciju ®(z)
treba njezine elemente rastaviti na parcijalne
razlomke.

Z2 V4 z

— = =g, +0,—+a,
(z=1)(z+]) z=1 “z+1

a}:[zfgi} -1
= (DE+h |, 2




MW,

g@@@ﬂ d) Odziv sustava na pobudu

a,z[zjgi} _oiot
= G-DE ], 22

2
Zizigzi-ylgi
(z=D(z+D) 2 z-1 2

W/

zsé@(@u d) Odziv sustava na pobudu

el P -1
a’_[v\ (yzr)(zﬂ)L T2
o :[ﬁg = e
Pls GeheH ], 202
=z gz 1gz
(z-1)z+1) 27z-1 2 z+1
= Pa je ®P(k):
T e L gopy Lo Loy
oy=|2 2D 20 2
LT gy 1o, 1,
Z I 0D S0+ 0D

\Y)

zesel d) Odziv sustava na pobudu
= Odziv sustava odredit cemo pomocu
Z—transformacije
¥(2) = CO(2)x(0) +[C=™'D(2) B + DU (2)

Y(z)=[z"Cd(2) B +D]U(2)

H(z)

1 0i| [ ¢12:|[E_1 0i|:|:_¢11 -,

COPB =
|:0 1 ¢21 ¢22 0 -1 _¢2| _¢22

o




Y

zesel d) Odziv sustava na pobudu

-z 1
v@=] | GTOED GDED +[(2) ﬂ EE;}
GC-DE+D) GE-DE+) z=1
-z 1 +2
- Z 1
Y=| ETIEFD GDED E{z}
1 -z
- 4y z-1
(z=1)(z+1) (z=D(z+1

zesol d) Odziv sustava na pobudu

= Sredivanjem dobijemo:

3 2
2z -z

v()=| E-UE+)

223 =322 —z+1(

(=1 (=+1)

\Y)

zzsel d) Odziv sustava na pobudu

ﬁ—q +a i+u 722 +B =
G-z +) " lz=1 =1 Tzl
| 22-7
K {(z—ly(zml_o ’
|7 222 Z2-1_1
B, = [Zﬁ gﬂ} S 3
5 (z-D)'H) ] 4 4




Y

g@@@ﬂ d) Odziv sustava na pobudu

" Zaz=2:
242,014,533
13 1 21 43
4=2(‘11+2+l
2
3
a, ==
4
2272-22 3 z 1 2 3 z

4z+1

-0+ 4z-1 2(z-1)

s
zesol d) Odziv sustava na pobudu

= Rastav na parcijalne razlomke:

228 =322 —z +1 z z? z

f:ani'uli*'azizﬂ;!i

(z=1)(z+1) z-1 (z-1) z+1
_ 223—3zz—z+1} —L—l

a, = - =
[(z—l)“(z+l) . 10

o = Wﬁf—kz—zﬂ _2-3-141_ 1
? 2 (=D (z+]) 12 2

=1

241 22° =322 —z +1

} _2-3+1+1_3

z (-na 4

. :[T e

\Y)

és@@@u d) Odziv sustava na pobudu

" Zaz=2:
-3@-2+
2B-38-241_, 2 14,32
13 1 21 43
1=1+2o(1—2+l
2
3
o=
= Paje:
3 z 1 2 3 z

228 =32 =z +1 _
(z=1)*(z+1)

3z 1 3
4z-1 2(z-1) 4z+1




Y

zesel d) Odziv sustava na pobudu
= Paje odziv:

el Qk+1) O 3 Q-1
_ 4 2 4
y(k) =

3 1 L3
S(k)+=0° == [k +1) 0" += O-1)*
)+ 2m ) 4@)

M

zesol e) Transfer matrica sustava

H(z)=z"'CP(z)B+D =

- 711 )16, ¢, -1.0 + 0 2 —
- 0 1][ds ¢x 0 -1 2 0]
— _Zilq)n(z) _2714)‘2(2)_'_2 —
R NOE R MO

-z 27 -1

_|E+DhE-D (z+D(z-D)
222 -1 -z

(z+DE-1)  (+D-D

\Y)

zeson f) Impulsni odziv sustava

h(k) = Z"'[H(2)]

-z z z
Hy(2) = ————— =0, +0,——+0, ——
W@ = ey Bt T
-z
a=——2—| _ =0
! (z+1)(z—1)2:0
0 =Tp = 2Tl
5 =+ D)z -1) 272
_z=T =g -1 1

B2 ==t
2z (ztDED 22




\2
zesel f) Impulsni odziv sustava

_ -z :1 z 1.z
H”(Z)_(z+1)(z—1) 254 24

_ o 22-1 = o 40 z
PoEHhE-y :

. _Z
z+1 z-1

a,=H, =1

z=0

1 1

:MD 222 -1 _ -
F(=D(=2) 2

oz =z¥D(-)

a

\/
zesol f) Impulsni odziv sustava

‘VJ(EI 222 -1 1

1
z (z+1)(z/r)‘::‘_17_5

2

le(z)zlq.lgi.'.lgi
2 z+1 2 z-1

1 N 1 1
—(-DF -=1 (k) +—(-D! +=1*
2( ) 2 (k) 2( ) 12

.
6(k)+%(—1)k +%1k S0 =

h(k) =
lk

\Y)

zzson g), h) Upravljivost, osmotrivost

det(zI - A)=z>-1=> z =1, z,=-1

1 z

) I -1 1
adj(zll—m:[_l 1} :XF{_J

] -]

-1 -1

. |:z —1}
adj(zl - 4)=| ~

adj(zZI—A)=|: } =X,

N | —

11 .
p=|_ || detP=2 =P7=

W | =0 | —
N | —




Y

zesen g), h) Upravljivost, osmotrivost

15t

)

A*=PT'4P =

N | =10 | —

I
)
| —
N[ == 0| —

[\8)

| —

B*=P'B

1
N =~
I\)\»—‘N

M

zeson g), h) Upravljivost, osmotrivost

c=er=[y 28 ]

. 0o 2
D =D=

= Dakle, sustav je osmotriv i upravljiv

\Y)

zzson g), h) Upravljivost, osmotrivost
yi(k) = x,(k) + x,(k) + 2u,(k)

2
x, (k1) = x, (k) = 1/2u,(k) + 1/2u,(k)
- x,(k
1/2 + E!

yi(k)

u, (k)

uy(k) —u
12 + E! +
x,(k) Ya(k)
Xo(k+1) = =xy(k) = 1/2u,(k) = 1/2u,(k)
yo(k) = =x) (k) + x5(k) + 2uy (k)




