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zesan Jednadzbe diferencija

= Koriste se u opisu diskretnog sustava
modelom s ulazno — izlaznim varijablama.

= QOdredivanje odziva sustava svodi se na
problem rjeSavanja jednadzbi diferencija.

= Nacine rjeSavanja jednadzbi diferencija
ilustrirat ¢emo primjerima.

\Y)

zzsol  Jednadzbe diferencija, primjer

= 1. JEDNADZBA DIFERENCIJA
= y(k) +y(k = 2) = u(k).
= Opisuje neki diskretni sustav.

= Potrebno je odrediti odziv na pobudu
jedini¢nom stepenicom.

)= 1"zak=0
0zak<0.




sﬁs Rjesavanje jednadzbe diferencija
ZEsel  postupkom racunanja korak po
korak
= Nasa jednadzba je jednadzba diferencija
drugog stupnja.
= Da bi je rijesili potrebno je poznavanje dva
pocetna uvjeta.
= Bududi da je pobuda razli¢ita od nule za k= 0
onda odredujemo i odziv za k = 0.
= U skladu s tim, potrebno je poznavati pocetne
uvjete u y(—1) i y(-2).
= Metoda korak po korak je najjednostavniji
nadin izraCunavanja odziva.

\Y)

zesar Metoda korak po korak ...
= Modificiramo izgled pocetne jednadzbe:
(k) = =k = 2) + u(k).
= Uvrstimo li zadanu pobudu, dobivamo:
k)= —vk=2)+1%,zak=0.
= Uz pretpostavljene pocetne uvjete
y(=1) =y(=2) = 0, uvrstavanjem vrijednosti k
racunamo:
" k=0=p(0)=9(2)+1°=-0+1=1
k=l )= (- +11=0+1=1
s k=22 p2)= 0) +12=-1+1=0
s k=3=p3)= (1) + P=-1+1=0
s k=4 = Q) +]4=0+] =]

\Y)

zzsel Metoda korak po korak ...

" k=52 y(5)=¥(3)+15=0+1=1
s k=6 p(6)= (4 +16=-1+1=0
k=T =9(5)+17=-1+1=0
" k=8=p(8)= 5(6)+18=0+1=1 itd.
= Odziv zadanog diskretnog sustava na
jedini¢nu stepenicu je periodicki niz.

y(k)

01234567 89101112131415161718 k
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isé@@ﬂ Metoda korak po korak

= Metoda korak po korak za rjeSavanje jednadzbi
diferencija nema ekvivalenta kod diferencijalnih
jednadzbi!

= Ovaj nacin rjeSavanja jednadzbe diferencija ne
daje analiticki izraz za odziv.

= Medutim, interesantan je jer se primjenjuje u
sklopovskim ili programskim simulacijama
sustava.

= Kori$tenjem osnovnih elemenata diskretnih
sustava, moguce je za zadanu jednadzbu
diferencija nacrtati simulacijski blok dijagram.

zesan Simulacijski blok dijagram

y(k) = —y(k = 2) + u(k).

(k)
u(k) YR | y(k—l)y—_l\ W(k=2)
P =TSN
/A B C \ D
Oznacimo tocke \ :
promatranja. Izracunamo y(k) iz Sustav je drugog reda,

trebaju nam dva
elementa za kasnjenje.

jednadzbe diferencija.

\Y)

zesol Postupak simulacije
= Postupak izvodenja simulacije prikazat ¢emo
tabelom.
= Stupci A, B, C, D predstavljaju stanje pojedinih
to¢aka modela u koracima £.
A B C D
k_ u(k) y(k) = —y(k = 2) +u(k) yk=1) yk=2)
0 uw0)=1 y0)=-y(-2)+u(0)=0+1=1 y(-1)=0 y(-2)=0
I u)=1 y()=—y(-H+u()=0+1=1*y0)=1 *y(-1)=0
2 u@)=1 y@)=—y0)+u@)=-1+1=02y()=1 *y0)=1
3
4

uB) =1 yB)=y()+u@)=-1+1=0*y2)=0 *y()=1
U =1 Y@=y u@)=0+1=1 *y(3)=0 *y@)=0
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zzsol  Realizacija sustava

Realizacija osnovnih elemenata modela:

= Zbrajalo i elementi za jedini¢no kasnjenje
realiziraju se sklopovski pomocu digitalnih
integriranih sklopova za zbrajanje, mnozenje i
pomak.

= Programski se realiziraju na racunalu opcée ili
posebne namjene (specijalizirani procesori za
digitalnu obradu signala).

\3
ﬂs Klasicni nacin rjesavanja linearnih
ZESO0 . vy . ge .
Jjednadzbi diferencija

= Rjesenje nehomogenih linearnih jednadzbi
diferencija opéenito se dobiva kao suma:

= rjeSenja homogene jednadzbe y,(k), kojeg
odreduje struktura jednadzbe i

* partikularnog rjeSenja y,(k), kojeg odreduje
funkcija pobude.

g@gﬂ Primjer 1, odredivanje homogenog
rjeSenja
= Primjer 1. Odrediti rjeSenje homogene
jednadzbe diferencija:

o) =3k =1) =55k -2)

= JednadZbu zadovoljava funkcija y(k) = ¢* .

0.

= Uvrstavanjem ove funkcije dobivamo tzv.
karakteristi¢nu jednadzbu:

k 1 k-1 1 k*Z_O.
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zzsel  Primjer 1, karakteristicna jednadzba

= Odnosno: 1 o 1 L),
l-—q~ —— =0.
[ 54 754 j@

= Netrivijalno rjeSenje trazi da je:
1 1
l-—¢q'—=¢7 =0.
27 721
* MnoZenjem s g*> dobivamo karakteristi¢nu
jednadzbu koja daje dva karakteristi¢na
korijena.

\Y)

zesal  Primjer 1, karakteristicna jednadzba

= Ova dva karakteristi¢na korijena nazivaju se
i vlastite frekvencije.

1 1 1
P g-—=0=>¢q,=1q,=——.
q ) q ) 4, =14, )
= Jednadzbu dakle zadovoljavaju funkcije
odnosno nizovi g, ¢,*.
= RjeSenje homogene jednadzbe diferencija, za
slucaj razlicitih ¢, i ¢, dobivamo u obliku:

\Y)

zesol  Primjer 1, odredivanje konstanti...

1 k
yh(k)zcl%k+Cz‘];C :Cl(l)k+C2(_2j .

= Konstante C, i C, se odreduju na temelju
poznavanja pocetnih uvjeta y(—1) i y(-2).
= Neka sunpr. y(—=1) =11 y(-2) = 2. Homogena:

y,(k)=c, (1) +c2(—;jk.

= Vrijedi samozak=0!




W/

zzsel  Primjer 1, odredivanje konstanti...

= Da bi odredili C, i C, treba metodom korak po
korak iz poéetnih uvjeta odrediti y(0) i y(1).

1 1 1 1 3
=—yl-1)+—yl-2)=—0+-02==.
s0)=2 o)+ )= el n=?

m Zak=1:
1 1 1 1 5
1)=— — (-1 2793— —a==.
s0)=1s0)+ o)=L+ as

= Prema tome sada mozemo definirati dvije
jednadzbe s dvije nepoznanice.

\Y)

zesar Primjer 1, odredivanje konstanti

» Zak=0: 3 1Y
U023 =at) e

m Zak=1:

5 1
=2=cd) +eif-1).
= Odnosno, mozemo pisati u obliku:

C+C, =
=C =20 =1,
3 6

Al O|W

5?5 Primjer 2, karakteristicna
ESOI .
jednadzba...

$0)-3e=2)=3 (e =3)=0.
= Rjesenje homogene jednadzbe?
= Funkcija koja zadovoljava gornju jednadzbu
je oblika y(k) = g*, stoga slijedi:
P 3 i _ [

~2 4" ——¢*7 =0.
¢ =47 4

3, 1
H1-=¢7 -—¢7 |=0/0°.
q( 24 ) 7]




S15 Primjer 2, karakteristicna
25500 .
jednadzba...

= Karakteristi¢na jednadzba je tre¢eg reda.
q3 _é q _l =0
47 4
= Sredivanjem jednadzbe dobivamo:

W,

zesal  Primjer 2, karakteristicna jednadzba

= ] konacno ...

(q +;j(q + ;](q —1) =0.

= [z Cega slijede rjesenja ...

1
> 9 :_Ea q; =1.

_ 1
LII__E

M

zzsel  Primjer 2, rjeSenje homogene ...

= Ovdje se radi o viSestrukoj (dvostrukoj) vlastitoj
vrijednosti, pa je homogeno rjesenje oblika:

v, (k)=C\gf +Cykg! +Cyqt =

s~ reu(-L] e




sis Primjer 3, karakteristicna
Y
jednadzba...

o) =3 3l -1)+ (e -2)=o.

= RjeSenje:
= Funkcija koja zadovoljava gornju jednadzbu
je oblika y(k) = g* stoga slijedi:

k 1k—l lk—2 k=2
—— g 4= g" 2 =0/:¢",
¢ =547+ a q
, 11
——g+—=0.
¢ maty

STs Primjer 3, karakteristicna
jednadzba...

= RjeSavanjem ove kvadratne jednadzbe
dobivamo rjesenja:

IR UE}
i 4—] 4
= RjeSenja mozemo zapisati na drugi nacin
1, 3_1 /7
G =t j——=se’,
4 4 2
_L_AB3 1A
LI

\Y)

zzsel  Primjer 3, rjesenje homogene...

= RjeSenje homogene jednadzbe je prema tome:
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zzsel  Primjer 3, rjeSenje homogene
= Konac¢no rjesenje mozemo pisati kao :

V4 773 1
k)=| Acosk—+Bsink— || — | .
yh() ( cos 3 sin 3)(2J

faza vlastite frekvencije modul vlastite

| frekvencije

\Y)

zesa  Odredivanje partikularnog rjesenja

= Najveci broj pobuda zanimljivih za analizu
diskretnih sustava dade se predstaviti ili
aproksimirati nizovima oblika polinoma ili
kompleksne eksponencijale.

= To je razlog da se metoda neodredenih
koeficijenata koristi u analizi sustava (zbog
njene jednostavnosti).

\Y)

zzs0l Zadatak 1.

= Naci odziv diskretnog sustava opisanog
jednadzbom diferencija:

)+ 2y (k =1)+ y(k =2) = u(k)
= na pobudu:
(k)= {k(—l)" zak =0,
0 zak <0,

= i uz pocetne uvjete y(—1) =01 y(-2) =1.
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zesel Zadatak 1, homogena jednadzba...
= RjeSenje:
= Potrebno je rijesiti nehomogenu jednadzbu:
y(k)+2y(k —1)+y(k —2) = k(—l)k zak 20.
= Osim rjeSenja homogene jednadzbe, potrebno je
nadi i partikularno rjeSenje.
= QOdredivanje homogenog rjesenja:

» Uvrstavanjem niza y(k) = ¢* u homogenu
jednadzbu, dobivamo karakteristi¢nu jednadzbu:

v
zesol Zadatak 1, rjeSenje homogene
g +2¢7 +q"7 =0/:4"7,
q>+2q+1=0,
4 =9,="1

= pa je homogeno rjesenje:

vilk)=C, (1) +Cor(-1)

\Y)

zesel  Zadatak 1, partikularno rjesenje...
= QOdredivanje partikularnog rjesenja:
= Pobuda je sloZena i predstavlja umnozak
polinoma prvog reda i eksponencijalnog niza.

= Za pobudu polinomom n—tog reda i
partikularno rjeSenje ¢e biti polinom n—tog
reda.

= Za pobudu eksponencijalom i partikularno
rjesenje ima oblik kompleksne eksponencijale.

= Za naSu pobudu u(k) = k(—1)* partikularno
rjesenje bi izgledalo ovako:

10



zesel  Zadatak 1, partikularno rjesenje...

Vp(k) = (Ak +B) x (=1)f
= Bududi da je frekvencija kompleksne
eksponencijale jednaka vlastitoj frekvenciji
sustava (i dvostruka je) , partikularno rjesenje
treba pomnoziti sa nizom &° gdje je s — stupanj
viSestrukosti karakteristi¢ne frekvencije.
= Stoga, nase partikularno rjesenje izgleda ovako:

v,(k) = KR(Ak + B)(- 1)k

\Y)

zesol Zadatak 1, partikularno rjesenje...

= UvrStenjem partikularnog rjeSenja u
nehomogenu jednadzbu i primjenom metode
neodredenih koeficijenata mozemo odrediti
konstante A i B.

yo(k) = R(Ak+B)(-1)=
= (AR +B)(-D,
Pk = D =[AG = 17 + Bk = 2] =
= [AR® - 3AK2 + 3Ak — A + BK2 — 2Bk + B](-1)F,
Vptk=2)=[A(k-2)* + B(k—2)*1(-1) 2=
=[AK — 6AK2 + 12Ak — 8A + BA2 — 4Bk + 4B](-1)X

\Y)

zzsel  Zadatak 1, partikularno rjesenje...

®* Uvrstimo li y, (k) , y,(k = 1), y(k=2)u
jednadzbu, slijedi:

(AR + BR2)(=1)k -

—[2AK3+2(B - 3A)K2 + 2(3A - 2B)k +2(B — A)|(- 1) +
+[ AR + (B = 6A)K2 + (12A — 4B)k + 4B — 8A](-1)F=
= k(-1)~

Grupiranjem uz pojedine potencije od k&
dobivamo:

[(A-2A+A)E+(6A—-2B+B+B - 6A)k +
+(—6A +4B + 12A = 4B)k + (2A — 2B + 4B — 8A)](-1)} =
= k(-1

11
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zesen Zadatak 1, ukupno rjesenje...

(6Ak = 6A +2B)(=1)F = k(-1),
6A=1,

—6A +2B =0,
A=1/6&B=1/.

= Partikularno rjesenje sada glasi :

— l 3 l 2 (1}
r0=( 20+ 20 ).
= Totalno rjeSenje :
(k)= 3, (k) +, (k).

Y

zesal Zadatak 1, ukupno rjesenje

o) =G0 k(1) oo+ d e i)

zak=0.

M

zesel  Zadatak 2, homogena...
= Rijesi jednadzbu y(k) + 2y(k—1) + y(k=2) = u(k)
uz supstituciju k-2 = k’.
= Odnosno, potrebno je rijesiti jednadzbu
y(k’+2) +2p(k’+ 1) + y(k*) = u(k’+ 2) uz uvjete:
u(k) _ k(—l)k zak =0,
0 za k <0.
= RjeSenje homogene jednadzbe
Wk +2) +2y(k + 1) + y(k) = 0.
= Uvrstimo niz y(k) = g* i dobivamo:
G2+ 205 + gk =0 /g

12
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zes01 Zadatak 2, nastavak ...
¢*+2g+1=0.
= RjeSenja ove karakteristi¢ne jednadzbe
poznata su nam iz prethodnog zadatka.
= Nehomogena jednadzba u tom slucaju glasi:
Pk +2) + 200k + 1) + p(k) = (k +2)(=1)F*2,
Yk +2) + 2p(k + 1) + y(k) = (k + 2)(-1)~.
= Partikularno rjesSenje je oblika:
yy(k) = KX(Ck + D)(—=1)F = (Ck* + DE?)(—-1)~.
* Potrebno je odrediti y,(k + 1) i y,(k +2).

\Y)

zesol Zadatak 2, partikularno rjesenje...

Yplke+ 1) =[Clk + 1) + Dk + 1)?](-1)f* ! =
= -{Ck3 + 3Ck? + 3Ck + C + Di? + 2Dk + D)(-1)F =
= —[CI® + (3C + D)2 + (3C + 2D)k + (D + C)](-1)F.
Yplk+2) =[C(k +2)* + D(k +2)? J(-1)*2 =
=[ Ck3 + 6CK? + 12Ck + 8C + D? + 4Dk + 4D](-1)k =
=[CK3 + (6C + D)2 + (12C + 4D)k + (8C + 4D)](=1)\.
= UvrStavanjem u jednadzbu slijedi:
[CA3 + (6C + D)K2 + (12C + 4D)k + (8C + 4D)|(-1 ) +
+ [ =2Ck* + (=6C = 2D)k? + (=6C — 4D)k + 2D = 2C](-1)++
(CI? + DIB)(—1)k = (k + 2)(- 1)

\Y)

zesel  Zadatak 2, partikularno rjesenje...
= Grupiranjem po potencijama od k
[(C=2C +C)k3 +(6C + D - 6C - 2D + D)2 +
+(12C +4D - 6C - 4D)k + (8C + 4D — 2D —2C)|(-1) =
=(k+2)(-1~
= [z ovoga slijedi :
6Ck+6C +2D =k +2,
6C=1=C=1/6,
6C+2D=2=D=1/2.
= Pa je partikularno rjesenje:

yp(k):(éla +;k2j(—1)k.

13
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zzs01  Zadatak 2, komentar

= Naravno, i totalno rjesenje je jednako:
A=)+l 0 1)

= Uocavamo da obje jednadzbe:
= (k) +2y(k = 1) + y(k = 2) = u(k),
= y(k+2)+2p(k+ 1)+ y(k) = u(k +2),
imaju identi¢no rjesenje (tj. ekvivalentne su).
= Prva se realizira pomocu elemenata za
jedini¢no kasnjenje (E™"), druga pomoc¢u
elemenata za predikciju (E) !

14



