Signali i sustavi

Auditorne vjezbe 13.
RjeSavanje jednadzbi diferencija
pomocu Z transformacije

Zadatak 1.

e Pomoc¢u Z transformacije nadi rjeSenje
jednadzbe diferencija

y[n+2]-3y[n+1]+2y[n]=2u[n+1]-2u[n]
uz pobudu

0, zan<0
uln]=
n, zan=0

i uz zadane pocetne uvjete y[-1] i y[-2].

Zadatak 1. - prelazak u Z domenu

¢ Od interesa nam je samo odziv od koraka
nula u kojem pocinje pobuda.

e Prebacujemo jednadzbu u Z domenu:

Y[n+2]=3y[n +1]+2y[n] = 2u[n+1]—2uln] /z

2°Y(z) - 2°y[0]— zy[1]-32Y (2) + 32y[0]+ 2Y (z) =
=2zU(z)-2zu[0]-2U(2)
(27 =3z+2)Y(2)—(z* =32)y[0]-2y[1] =
=2z-2)U(z)—2zu[0]




Zadatak 1. - rjesenje u Z domeni

e Rjesenje jednadzbe u Z domeni je
2z-2 _ 2zu[0] +(zz—3z)y[0]+zy[1]

Y =
@ zz—3z+2U(z) 2 —3z+2 2 =3z+2

e Odziv ovisi o pobudi u[r] i o pocetnim
stanjima y[0] i y[1] koji pak ovise o y[—1] i
y[-2].

e Potrebno je odrediti y[0] i y[1] iz y[-1] i y[-2]
korak po korak.

Zadatak 1. - rjesenje u Z domeni

e Odredujemo y[0] i y[1]:
{y[o] =3y[-11+2y[-2] = 2u[-1] - 2u[-2]
Y11-3){0]+2y[-1] = 2u[0] - 2u[-1]
e Pobuda u[n] postoji samo za n > 0 pa otpadaju
Clanovi u[-1]i u[-2].
{y[o] =-2y[-2]+3)[-1]
Y[11==2y[-1]+3 0]+ 2u[0]

{y[o] ==2y[-2]+3y[-1]
1= 7y[=1]=6y[-2]+2u[0]

Zadatak 1. - rjesenje u Z domeni

e Sada je odziv u Z domeni
2z-2 2zu[0]
Y(z)= -
@ zz—3z+2U(z) 22 =3z42
¢ ? —32)(=2)[-2]+3y[~1]) + 2(7y[-1] - 6)[-2]+ 2u[0])
22 =3z+2

e Odnosno nakon sredivanja

Y(z)= 222 2 U(z)+(3z Zz)zy[ 1]-2z7y[-2]
z"—=3z42 z"=3z42




Zadatak 1. - inverzna transformacija

e Odziv sustava odredujemo inverznom Z
transformacijom.

o Neka je y[-1]=0i y[-2] =0.

| 2z-2
An=2 |:z2 —3z+2U(Z)}

e Z transformaciju pobude U(z) znamo iz tablice.
z

-1’

U(z)= Z[ns[n]] =

e Tada je Y(z)
2z-2 z 2z
223242 (z=1°  (z=1)*(z-2)

Y(z)=

Zadatak 1. - inverzna transformacija

e Rastav na parcijalne razlomke je:

p— 2Z p—
S (z-D(z-2)

2

z z"
0c0+0c,—+0c27(z_1)2 +0

Y@ z-1

z=2

e Sada odredujemo o, O, i Ol:
2: | 2:0

oy = 2 = 2 =
(z-1%(z-2)_, (0-1*(0-2)
(z-1)° 22 | 2 .
P2 (@-D(z-2), 11-2)
z=2 2z | 2
o, =—"

- = _=2
z (z-1)7(z=-2)|_, (@-D°

Zadatak 1. - konacno rjesenje

e Odredili smo 0, =0, o, =-2 i o3 = 2. Koeficijent o,
odredujemo iz Y(z) za npr. z=3:

SR Ry P R S M .
3-1*(3-2) 3-1 T3-1)* T3-2

6 3.3
—=oy—+-=0,=0

4 2 2

e Konacno rjesenje uz y[-1]=01i y[-2] =0 je

2
z z

724_27
(z-1 z=2
y[n]=-2n+D1"+2-2", n=0

Y(3)=

Y(z)=-2




Zadatak 2.

e Nadi rjeSenje u Z domeni jednadzbe
diferencija iz prvog zadataka
y[n+2]-3y[n+1]+2y[n] = 2u[n+1]—-2u[n]

ali uz supstituciju n” =n + 2. Pobuda je

0, zan<0
u[n]:{
n, zan=0

i uz zadane pocetne uvjete y[-1] i y[-2].

Zadatak 2. - prelazak u Z domenu

e Uvodenjem supstitucije n” = n + 2 jednadzba

postaje

Y[n'1=3y[n —1]+2y[n = 2] = 2u[n’—1]-2u[n’ - 2]

e Ovo je Ces¢i nacin pisanja jednadzbi

diferencija jer se koristi operator kasnjenja.

e Z transformacijom jednadzbe dobivamo

Y(2)=-3z7""Y(2)=3y[-1]+227Y(2) + 2y[-2]+ 2z " y[-1] =

=2z"U(z)+2u[-1]-22U(2) - 2u[-2] - 2z ""u[-1]

Zadatak 2. - konacno rjesenje

¢ Sredivanjem dobivamo
(1=3z" 422V (2) + (3 + 2z H)y[-1]+2)[-2] =
=2z =22 U (2) + (2 -2z Yu[-1]- 2u[-2]

odnosno
z=2 (22° = 22)u[-1]-22*u[-2]

U(z)+
32200

+ (32z —2z)y[-1]- ZZzy[—Z]
22 —=3z42
e Dobili smo naravno “isti izraz” kao u
prethodnom zadatku jer se radi o istom
sustavu.

2
Yz)=——
@ z2— z2=3z42




Zadatak 3.

e Odredi odziv diskretnog sustava zadanog
jednadzbom diferencija

yln] + y[n —2] = u[n]
na pobudu

0, zan<0
uln]=
1, zan=0

i uz zadane pocetne uvjete y[-1]=0i
y[-2]=0.

Zadatak 3. - prelazak u Z domenu

e Prebacujemo jednadzbu y[n] + y[n — 2] = s[n]
u Z domenu (y[-1]=0iy[-2]=0)

Y(z)+272Y(z) = i

3
1 z z

Y(Z)=1 = = : :
+z7z=1 (z=D(z—=))(z+))

e Rastav na parcijalne razlomke je

z z z
Y(z)=a,+0q, +0l, -+ 0O, -
z—-1 z—j z+j
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Zadatak 3. - odredivanje koeficijenata

e Sada odredujemo o, O, 0, i O3:

3
V4

0= T . o~ A =0

Ty Ty

oot 2 [ S S |
Yz (z-DE-PNEHNL, A=pA+)) 1—j+jHD 2
L) z I S G
oz EDE-NEHL, (G-D2) 2-1-)) 4

o _z+j z* _ (=)) It S & |
oz EDE-NEL, DR 21+ 4
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Zadatak 3. - konacno rjesenje

e Sada je

Y(z)=0+l —
2z-1 4 z—j 4 z+4j

« Sto nakon inverzne transformacije postaje

1-7 1+
z A=jz 4joz

1 n 1__] n 1+J N
nj==1"+—=j"+—(-
Anl=3 Rt el

y[n]:%_,’_i(ejnn/z +e—jnn/2)_£(ejnn/2 _e—jnn/Z)

1 1 1.
y[n]=f+fcosﬂ+fs1ny, n=0
2 2 2 2

Zadatak 3. - konacno rjesenje

e Nacrtajmo jos dobiveno rjeSenje

y[n]=l+lcosﬂ+lsinﬂ, n=0
2 2 2 2

[T

LA A B R A B

01234567 89101112131415161718 n

yln]

Zadatak 4.

e Diskretni sustav opisan je jednadzbama
ynl+y,[n-11=u[n—1]+2u,[n]
nln=11+ y,[n]=2u[n]+u,[n—1]

Neka su pocetna stanja jednaka nuli,
x[0] =0, i neka je pobuda

{ul[n]} {a[n]}
u[n]= =
u,[n]] | s[n]




Zadatak 4. - nastavak

e Potrebno je
1. Nacrtati model sustava.

2. Odabrati varijable stanja te napisati jednadzbe
sustava u matri¢énom obliku.

3. Nacrtati model sustava prema jednadzbama
stanja.

. Pronadi odziv sustava na zadanu pobudu.
. Odrediti transfer-matricu sustava.
. Odrediti impulsni odziv sustava.

. Transformirati sustav u kanonski oblik te
nacrtati model.

NOoO oA

Zadatak 4. - model sustava
wnl==y,[n—=1]+u,[n—1]+2u,[n]
yalnl ==y [n=1]+2u[n]+u,[n-1]

u[n] [=1] u[n—1] @ »iln]

win] Ed o1 wlnl
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Zadatak 4. - varijable stanja
e Zelimo sustav
yn]=-y,[n—1]+u,[n—-1]+ 2u,[n]
yo[n]==yn—=11+2u[n]+u,[n-1]
opisati varijablama stanja pomocu jednadzbi
x[n+1]= Ax[n]+Bu[n]
y[n]=Cx[n]+Du[n]

e Pocetne jednadzbe odgovaraju izlaznoj jednadZzbi
y[n] = Cx[n] + Du[n]. Potrebno je odabrati takve
varijable stanja koje eliminiraju y[n—1]iu[n—1].

x[n]=-y[n—-1]+u[n-1]
x[n]==nln—1]+u,[n—1]

21




Zadatak 4. - varijable stanja
e Izlazna jednadzba je tada
x[n]
wlnl==y,[n=1]+u[n—1]+2u,[n]
nalnl==y[n—1]+u,[n—1]+2u,[n]
%/—/

X,[n]
odnosno sredeno

wlnd]_[1 0T xtnd] [0 2] wln]
winl] 10 1] x| [2 0] uln]

e Potrebno je jo$ odrediti jednadzbu stanja.

22

Zadatak 4. - varijable stanja
e Odabrali smo varijable stanja kao
x[n]==y,[n=1]+u,[n—1]
x,[n] ==y, [n=1]+u,[n—1]
e Zamijenimo n s n+ 1. Dobivamo
{xl[n+1]=—y2[n]+ul[n]:>{yz[n]z—xl[n+l]+ul[n]
xn+l]==—ylnl+uln] | nln]=-x,[n+1]+u,[n]
e Ubacimo sada to u pocetne jednadzbe sustava
— o[+ 1]+ u[n] 1
~ nlnl=-y[n-1]+u[n—-1]+2u,[n]

_yalnl=—yn=+u,[n=1]+2u[n]
—xy[n+ 1]+ u[n] x,[n] 23

Zadatak 4. - varijable stanja

¢ Nakon sredivanja dobivamo
x[n+1]=—x,[n]—u[n]
x[n+1]=—x[n]-u,[n]

e Tada su jednadzbe stanja u matricnom
obliku

x@ﬂ]}{ 0 —1}{%[;1]}{—1 0}{141[;1]}

on+1]] -1 0lxm] | 0 —1]un]
yl[n]}_{l O}P[n]Ho zw[n]}
wln] Lo 1xm] (2 0fuln]

24




Zadatak 4. - model sustava
x[n+1]:[7? 7(;}x[n]+[7é fﬂu[n]

10 0 2
ﬁ} y[n]{o Jx{n]{z O}u[n]
7@ﬁ[n+1]Exl[n] A

uy[n] yiln]

uy[n] - Yaln]

i+ 1 E ]
2
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Zadatak 4. - odziv sustava

e Odziv odredujemo pomocu Z transformacije
x[n+1]= Ax[n]+Bu[n] /Z

y[n]=Cx[n]+Duln] /Z
e Jednadzbe u Z domeni su
zX(z)—zx[0] = AX(z)+BU(z)
Y(z)=CX(z)+DU(z)
* Nakon sredivanja dobivamo odziv sustava
— _ ~1 _ —~1
Y(z) = Cz(z21 - A) " x[0]+(C(zI- A)'B+D)U(z)
fundamentalna matrica

transfer-matrica
sustava ®(z)

sustava H(z)
26

Zadatak 4. - odziv sustava

¢ Da bi odredili odziv moramo prvo odrediti
fundamentalnu matricu ®(z) i transfer-
matricu H(z).

e No za ovaj zadatak su zadani pocetni uvijeti
jednaki nuli, x[0] =0, te nam ne treba ®(z).

¢ Potrebno je samo odrediti H(z).
H(z)=C(zI-A)"'B+D
e Odredimo prvo (z — Ay

27




Zadatak 4. - transfer-matrica sustava

e Racunamo inverz (zI - A)! prema
(zI-A)" =adj(zI - A)/det(zI - A)
e Odredimo prvo zI - A pa det(zI - A) te adj(zI - A).

zI—A:zI—[_? ‘é]:[zl Zl]
det(zI—A)=2"—1=(z—1)(z+1)

adj(zI-A) = [_Zl ‘1}

z

e Konacno dobivamo

o 1 z -1
O e

28

Zadatak 4. - transfer-matrica sustava

e Sada odredujemo H(z)
H(z)=C(zI-A)"'B+D

10 1 z —1{-1 0 0 2
H(z):[o 1Lz—l)(zﬂ)[—l z}[o —IHZ 0}

1 -z 1].]0 2
O e ey R ]

* Na kraju dobivamo transfer-matricu sustava H(z)

1 -z 2z°-1
H(Z)_(Z—l)(z+1)|:2zz—1 —z}
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Zadatak 4. - odziv sustava
¢ Sada mozemo odrediti odziv sustava
Y(z) = C®(z)x[0]+H(z)U(z)

e Pocetni uvjeti su x[0] = 0 dok je pobuda

1= )

e Odziv u Z domeni je

1 -z 2z -1 1
Y@= (z=D)(z+1) {222—1 —z }{J

30
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Zadatak 4. - odziv sustava

¢ Nakon sredivanja dobivamo

27° - 27
Y(z)=3{ o }
(z=D)(z+1)|2z°-3z"—z+1

e Potrebno je odrediti dvije inverzne Z
transformacije, i to od

273 —22
(z—l)z(z+1)
228 =3z —z+1
Y= P
@) (z=D(z+))

Y(2) =

31

Zadatak 4. - odziv sustava Y(z)

e Rastav na parcijalne razlomke je
PNl SN ST SN
! z-D*z+D) ° Tz-1 (-1 7

z

z+1
e Odredujemo o, O, i O

27372
Oy=— | =0

(-D+D)|_,
g =)t 222 | 2:1-1 1
P2 @D+, 1+l 2
LY 22 -2 | 2-1°-(-D) 3
Tz =D+, (-l 4

32

Zadatak 4. - odziv sustava y,[n]

e Odredili smo oy =0, o, = 1/2 i o3 = 3/4. Odredimo
o,zaz=2

3 2 2
e 222 2o 2 12 3 s
@-1)*Q+1) 3 2-1 2(2-17 42+1 2

e Sada je o, = 3/4. Dobivamo Y(z) i y,[n]

2
R
4z-1 2(z-1)" 4z+1

3., 1 . 3 0
yl[n]zzl +E(n+1)1 +Z(_1) , nz0

33
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Zadatak 4. - odziv sustava Y,(z)

e Rastav na parcijalne razlomke je
277 =32 —z+1 z z’ z
Y,(z)= 2 =0,+0, +Q, PR
N (z-D7(z+1]) z—1 (z-1 z+1
e Odredujemo o, O, i O
7223—3zz—z+1 1

Oy =—"—""73, =3 =1
z-1)"(z+1) |, 11

N EEs 222322 —z+1] 2 P-3P-141_ 1

2 E-D’GE+D |, Pasny 2
a727+1223—3zz—z+1‘ 2=’ =3(-1P=(-D+1_3
Tz (@-DRE+d | (=D)(=1-1) T4
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Zadatak 4. - odziv sustava y,[n]

e Odredili smo oy =1, o, =—1/2 i o3 = 3/4. Odredimo
o,zaz=2
2:2°-3.2-2+1

Y,2)= : 2 1 2 32 1
2 Q-1 @2+1)

3
=53= 15 1 A Tt =20,
3 2-1 2(2-1)" 42+1 2

e Sada je o, = 3/4. Dobivamo Y,(z) i y,[n]
3 z 1z 3 z

Y()=14>—2 2 42
= oy T

y,[n]= 8[n]+%1” —%(n+1)1” +%(—1)”, n=0
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Zadatak 4. - ukupni odziv y[n]

e Sada mozemo napisati odziv sustava y[n]

y[n]= {yl[n]} n=0
»[n]

(ln + 7)1” +§(—1)”
2 4 4

yln]= , n>0
Lo 1), 3.
8[n]—(n+4)1 +4( 1))}

2

36
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Zadatak 4. - impulsni odziv

1 -z 2z -1
H(Z)_(z—l)(z+1)|:222—1 —z}

e Potrebno je odrediti samo Z![H,,(z)] i

Z'[H,5(2)] jer je transfer-matrica H(z)
simetri¢na matrica.

e Impulsni odziv odredujemo kao Z '[H(z)].

37

Zadatak 4. - impulsni odziv H,(z)

e Rastav H,,(z) na parcijalne razlomke je

Hn(z):—iz:a()ﬁLa]iﬁLa e
(z-D(z+1)

z-1 Pz41
e Odredujemo o, o, i 0,

-z

S —
(z=D)(z+1)

z=0

z-1 -z

z-1 -z -1 1
Yz (z-DE+))

T+l 2

_z4l -z | -1 1

Tz GDGEH) (1) 2
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Zadatak 4. - impulsni odziv H ,(z)

e Rastav H,,(z) na parcijalne razlomke je

2z° -1 z z
H,(z)=—""———=0,+0, ——+0, ——
(z-D(z+1) z—1 z+1

e Odredujemo o, o, i O,

221 | -1
o = = =1
(z-D@E+D|_, 1(-D
-1 222-1 | 211
o, = = =

Sz o (z-Dz+D|, L(+D) 2
ozl 22-1 | 2(=DP-1 1
Tz (z-DE+)|_, (D1-D 2

39
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Zadatak 4. - impulsni odziv h[n]

e Sada je impulsni odziv H(z) i h[#n]

1z 41 =z 141lz 41 =z
H(Z) — |:1 21 z; 21 z+z 12 ifl 12 i+1:|
trotim Tt
1 1 1 1
L LR O ) L. ) o e o )
wilel 22 2 2
M aele e tey leadcy
2 2 2 2
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Zadatak 4. - kanonski oblik

e Potrebno je pronaci matricu transformacije T koja
ortogonalizira matricu sustava A.

e Znamo da su svojstvene vrijednosti matrice A
razliCite i iznose z; = 1 i z, =—1. Matricu T u tom
slu¢aju sastavljamo od redaka matrice adj(zI — A)
zaz=z;=1iz=z,=-1.

adj(zI—A):adj{Zl j:{_i ‘1}

z

rl5 2 )

41

Zadatak 4. - kanonski oblik

e Sada odredimo T-! pa onda ratunamo matrice
kanonskog oblika A*=T!AT, B*'=T'B, C*'=CT i
D*=D.

1 -1 L, 1]-11
T= =>T =—
-1 -1 -2 11
o z 0 1 0
A=T AT = =
0 z 0 -1

goppo L] U oo]_f-r
- T2l-1 =1l 0 =1] 2| 11

42
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Zadatak 4. - kanonski oblik
0 1)-1 —=1| |-1 =1

. 0 2
D =D=

e Sada su jednadzbe stanja u kanonskom obliku
{xl[n+l]:|={l 0}{;:1[;1]}1{—1 1}{141[;1]}
X,[n+1] 0 —1|x[n]] 2] 1 1] uln]

EHRRE AR
V,[n] -1 —1] x,[n] 2 0] uy[n]
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Zadatak 4. - model sustava

s+ [U O] af-1 1
x[n+1]] |0 -1 x[n] a1
AE 2

Bl R et |
uy[n]

wln]
wly J
[
wln]

]

n
n
n

uy[n]

a4
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