Signali i sustavi

Auditorne vjezbe 8.
Kontinuirani sustavi

Zadatak 1.

e Kontinuirani sustav zadan je modelom na
slici. Odredite diferencijalnu jednadzbu koja
opisuje ovaj sustav i izrac¢unajte odziv na
pobudu:

u(f) = U cos(m,f)

Parametri pobude?

y=X, * %, +0,2x,"+0,1 x,=u
X, =X, cy’'+02y +0,ly=u
x;"=u-02x,-0,1x,  Pocetni uvjeti neka su:
X, =%, ®y(0)=-10, y'(0)=-5.

X, =u-02x,-0,1x, ¢ Parametripobude neka su:
X, =u-02x%,"-0,1x, BU=3 o =18




Odziv sustava?

e A) Totalno ili ukupno rjesenje:
y(®) = yu(®) + yp(b).

¢ Ukupno rjeSenje je suma rjeSenja homogene
jednadzbe i partikularnog rjeSenja - to vazi za sve
linearne jednadzbe.

¢ A.1.) Homogena jednadzba:
y'+02y+0,1y=0.
e Pretpostavimo rjesenje oblika:
yu(t) = Aest

Rjesavamo homogenu ...

e Uvrstimo pretpostavljeno rjeSenje u
jednazbu:
e SPAet+0,2sAet+0,1 Aet=0.
Pokratimo sa Aest (mozemo, jer Aestz0).
e s2+0,2s5+0,1=0
se naziva karakteristi¢na jednadzba
sustava.
e Korijeni karakteristi¢ne jednadzbe su:

. 02+ 1/0,22~ —401_ 1403;,
Rjesavamo homogenu ...
e pa je rijeSenje homogene:
© yu(H=A, &(-0,1+0.3 )t +A, e(-0,1-0,3 )t
. =01 YA, e0,3jt+A2 03/
. =eOlt (A cos 03t+A,jsin03t+
. A, cos03t-A,jsin0,3t).

¢ Uvedemo nove kompleksne konstante:
e yy()=e%1(C, cos03t+C,sin03t)
e gdjesuC,=A,+A, i C,=j(A-A).




Odredivanje homogenog rjesenja

]edn(?struka realrla yh(t) - Cle”
vlastita frekvencija s

k-struka realna @O =t (Cy+1Cy+ ...+ £#1C))
vlastita frekvencija s

konjugirano- 1) = e® (A cos(B?) + B sin(P¢
kompleksni par oblika yh() ( (B ) (B ))
s=azt B

k-struki konjugirano- yh(t) =
kompleksni par oblika et COS(BI) (Al + tAz + ..+ tk’lAk) +
s =0z .

P e sin(Br) (B, + 1B, + ... + 1-'B,)

Partikularno rjesenje ...

Partikularno rjeSenje ima oblik pobude:
yp(t) =Y cos (0t + @).

e Trebaju nam jos i derivacije:

* Y () =-0Y sin (0t @),

c vp () =-0,2Y cos (0t + ).

e Sve to uvrstimo u diferencijalnu jednadzbu
« Yy H02y +0,1y=u,

e -0,2Y cos (0;t+ @) -0,2 ®,Y sin (0t + Q)

. +0,1Y cos (ot + @) =U cos ot.

Partikularno rjesenje ...

¢ Prisjetimo se trigonometrijskih jednadzbi:

* cos(®;t+ @)= cos ®; tx cos @ -sin W, txsin @,

o sin (@, t+ @) =sin O, t X cos @+ cos ®; t X sin Q.

e Nakon uvrstenja i grupiranja, nasa
diferencijalna jednadzba postaje:

e Y[-0%cos 9-02 , sin @+0,1cos @] cos ot

o +Y [02sing-02w, cos@-0,1sin¢]sin ot

. =U cos mt.




Partikularno rjesenje ...

Metoda jednakih koeficijenata daje:

* Y [-02cos ¢-0,2 w sin@+0,1cosp]=U,

* Y[w?2sin®-0,2w,cos ®-0,1 sin@]=0. (Y£0)
e =>(®,2-0,1)sin 9=0,2 ®, cos @

g0 02w,
o} -0,
02w, . . s o
p=arcig— 0 , a iz gornje jednadzbe slijedi:
wy -0,

U
Y= -
(0,1-ax)cosp—02a, sing

Partikularno rjesenje ...

e Ako uvrstimo konkretne brojke, imamo:
c U=3, =18
¢=0,114151267
* Y =-0,949196
* Y, =-0,949196 cos (1,8t + 0,114151267)
B -cos x = cos (X - T)

* Y, =0,949196 cos (1,8t - 3,027441387)

Odredivanje partikularnog rjesenja

pobuda je Ae“, a nije v, ()= C et
korijen karakteristi¢ne P

jednadzbe

pobuda je Ae, a je k- yp(t) = C,the

struki korijen
karakteristicne jednadzbe

pobuda je polinom k-tog |y (#) = #C; + #1C,_ + ... + C;
stupnja

pobuda je Asin(ex) i jo nije |y (#) = C,sin(wr) + Cycos(axr)
korijen karakteristi¢ne
jednadzbe

pobuda.je A“sin((x)t) ijoje yp(t) = tk(Clsin(u)t) + Cycos(wr) )
k-struki korijen
karakteristi¢ne jednadzbe 12




Partikularno rjesenje na drugi nacin...

Specijalni slucaj: pobuda je harmonicka,
omogucéava upotrebu fazora.
* u=U coso;t
= Re[Uel*t] = Re[Ues],
e gdje je s, = jo,. Pripremimo y, i derivacije:
* Yy, = Ye,
* yp’ =8 % Yeslta

* Y, =2 x Yeut

Vazna interpretacija rjesenja!ll

o 52 x Yeit+ 0,28, x Yeut +0,1Yeut = Uesit  /iestt
« Y[s2+02s,+0,1]=U

Y 1
—=H(s)=5——""—

U N +0,2S1 +0,1

H(s)= ! s=jw

s2+0,25+0,1

m H(jo) = [H(jw)| - €/¢®)  Prijenosna funkcija
=~ faza
amplituda

Partikularno rjesenje na drugi nacin,
nastavak...

Hs)=H{ja)= 1

(jay Y +02jay +01

- /‘arctgio’2
1 R

= e
J0,1- )2 +0,0407

= [H(jo,)| = 0,316398667
m (o =-3,02744




... i konacno ...

* ¥, = Re [H(jo,) x Uei*]

=Re [[H(jo,)| x e x Uei®r]

=[H(w,)| x U x cos (ot + 9)

=0,949196 cos (1,8t - 3,02744)
Totalno (ukupno) rjesenje sustava:
* y(O) = yu(® + y,(0)

y(t) = (C, cos 0,3t + C, sin 0,3t) et +
0,949196 cos (1,8t - 3,02744)

Konstante?

« y(0)=-10, pocetni uvijeti
*y©0)=-5

Konacno rjesenje:

* y(0)=-10

)= } =C(},C,  dvije jednadzbe s dvije nepoznanice
. y(0)=-

" y()=C,..+C,..

By ()=C ..t Cyry t=0

m C,= 9,057, C,=-2033.

m y(t) = (9,057 cos 0,3t - 20,33 sin 0,3t) et
+ 0,949 cos (1,8t - 3,02744).




B1 - Odziv nepobudenog sustava

s iH)=2?
*y, +02y,”+0,1y,=0,
®y,(0)=-10,
By, (0)=-5,
e vy =yy = (A;c050,3t + A,sin0,3t)e It
Iz pocetnih uvjeta slijedi:
mA =-10,
HA,=-20,
* ¥1= (-10c0s0,3t - 205in0,30e 1 ) i o azivy uslijed
pocetnih uvjeta

B2 - Odziv pobudenog mrtvog sustava

cy, +0.2y,” +0,1y,=u,
W y,(0)=0,
Wy, (0)=0,
* y,(t) = (B, cos 0,3t + B, sin 0,3t) e 1t +
+0,949196 cos (1,8t - 3,02744).

¥2(0)=0 } _ B, =0943018
¥,'(0)=0 B, =-0,33436

B2 - Odziv pobudenog mrtvog sustava
« y,(t) = (0,943018 cos 0,3t - 0,33436 sin 0,3t) eIt
vlastito titranje uslijed pobude
+0,949196 cos (1,8t - 3,02744)
stacionarno stanje

my=y +y, Ukupni odziv

Amplitude vlastitog titranja odredene su
neskladom pocetnog i stacionarnog stanja!




Zadatak 2.

e Metodom varijacije parametara rijesi
diferencijalnu jednadzbu
V(1) — 4p(t) = u(?)
uz pobudu

2
u(t)=——
® e +1
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Zadatak 2. homogena jednadzZba

e Pripadna homogena jednadzba je
V(1) —4(H) =0

o Karakteristi¢na jednadzba je
s2-4=0

e Opce rjeSenje homogene jednadzbe je
yi(t) = Cre? + Cpe*t

e Za metodu varijacije konstante rjesenje

nehomogene pretpostavljamo u obliku

W)= C(t) e + Cy(1)
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Zadatak 2. varijacija parametara

e Opce rjeSenje je oblikay =C, f1+ ...+ C, f,,
e Kako je potrebno m uvjeta da bi odredili
funkcije C, ... C,, trazimo da vrijedi

o+ £G4+ .+ f£C =0
R+ 0+ L+ G = 0

|
(=)

[+ N+ L+ R

m

e+ e+ L+ e

u(t)




Zadatak 2. varijacija parametara

¢ Dobivamo sustav s nepoznanicama C," i C,’

e'Clt)+e " Ci(t)=0

4 4 2
—2e7'Cl(1)+2e" Cy (1) =—
e’ +1

¢ RjesSenja ovog sustava su

0 &
2 2t ez;
C (t) 4l —
& 2¢" +2
_2e2 e
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Zadatak 2. varijacija parametara

e 0
_26’2’ 2 _2¢
’ 4l e
GO a1 e 2
D¢ 26
e QOcito je
C()= Izzf dt i Cy(t)= Izzf
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Zadatak 2. varijacija parametara

e Pomocu tablica odredujemo C,(f) i C,(¢)

C(1)= Isz =%1n(2+2e2’)+A
—2t dezr
©0= I 2¢" + I 2¢" +2 2¢”

=l 1 2t
4 '[ (eZ’ +1)e4’ de

_ L +lln(2+2e’2’)+B
4° g

27




Zadatak 2. konacno rjesenje
¢ RjeSenje jednadzbe je sada
1 -2t 1 —2t j 2t
t)=|——e " +—In(2+2¢ |+ B |e” +
() ( 26 gl )
[lln(2+2e2’)+Aje2’
4

e Nakon sredivanja dobivamo

y(t)= Ae”™ + Be™

+i(e*2f In(2+2¢")+e” 1n(2+2e*2f)—1)
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Zadatak 3.
Za sustav na slici naci trajektoriju u ravnini
stanja, te vremenske promjene varijabli stanja i
izlaznih varijabli.

L
dt
)

hgl '[ by
dx,
dt

1 x20 .[
sgnx =
-1 x<0

=0 sgn »

X9 > 0

Xy > 0

v s R :|:_I.J’z(7)d7+xm} >
R]esen]e: 0

V= —Sign|:_[ sign[_l.yz (AdA+ xm]d1'+ Xy }
0

0

= Bez sumnje, slozena zadaca za analiticko rjesavanje!

Jednadzbe stanja: Izlazne jednadzbe:
ﬁ:—sgnxz, n=x,
dt ¥, =—sgnx,.
X =sgn x,.
dt !

= Problem je jednostavnije rijesiti pomocu varijabli
stanja (izabrati x| i x,).

10



Problem ¢emo rijesSiti geometrijski u ravnini

stanja! X,
ﬁ:_l,dx2 -1 ﬁ:_l,dx2 -1
dt dt dt dt
Xy
dx, _ dx27_1 dx, _ dx, _
e dt e dt
dx, . dx, L L .
= Kako % i ;t poprimaju jednu od dvije vrijednosti {-1,1},
slijedi:
2.14. kvadrant 1.1 3. kvadrant
@ dy _
dx, dx,
LTI, N PNC. B
dt dt dx,

e Ovu cinjenicu ¢emo iskoristiti u crtanju
trajektorije varijabli stanja

¢ Ograni¢imo se na 1. kvadrant (x,y, x,, > 0)

¢ Dakle, trajektorija je pravac!

Kako ¢e se

Imamo periodicko
mijenjati stanje?

kruzenje!

e Nacrtajmo jos jednom prvi kvadrant.
= Nagib pravca je —1, to znaci 45°.
= Onda su oznacene duzine jednake
(na slici [ ) !!
= Nadalje, oc¢igledno je:

><
-1

X10tX50 ft

X
. \\450

11



¢ Iz slike zaklju¢ujemo da x; i x, imaju svoj
maksimum koji je |xjo| + |X5|, dok je minimum
= X0l = [X20l-

¢ Nadalje, kada jedna varijabla stanja postize
maksimum (minimum) druga prolazi kroz nulu.

¢ Oba stanja se mijenjaju po periodi¢nim funkcijama
perioda 4(|x;,| + |X5|) — Sto Ce biti jasnije iz

narednih slika.
X190 # J
X0 \\450

P0) ‘ Aol
eyl Rl

Y20

iRl

x,(0)

2
Nn=x

Zadatak 4.

Napisati jednadzbe stanja i izlazne
jednadzbe za elektri¢nu mrezu prikazanu
slikom. u je ulaz u sustav, a ig izlaz iz
sustava.

iy L

000

Uy,

all—

12



Odabir varijabli stanja

(sustavi s memorijskim elementima)

= L i C su memorijski elementi.

JE

=L i _w My
dt dt L
du du. i ic
jo=cfe o e e
¢ dt dt C e

= Za jednadzbe stanja treba naci

s

= Varijable stanja elektricne mreZe su iy, uc.

Nacin rjesavanja

e Zadana elektri¢cna mreza je linearna.
¢ Koristit ¢e se teorem superpozicije.

¢ Doprinos pojedinog “aktivhog” elementa
mreze odreduje se tako da se “iskljuce”
sve preostale “aktivhe” komponente.

e “Iskljuciti”, to znadi:

C, u — kratko spojiti,

L, i — odspaijiti,

e gdje su u, i — nezavisni naponski ili strujni

izvori.

e Ukupni odziv jednak je sumi doprinosa

pojedinih aktivnih elemenata.

Slucaj A B C
Ukljuéen  u L C
Iskljuéen L,C u,C u,L

— O
i icmR

umj] R

A B C
w = Ldij/dt = u + 0-ip — uc

ic = Cdup/dt =0-u + i - l/Rug

iy = 0-u + 0-i, + 1/Rug

13



= Ako podijelimo jednadzbe s L, odnosno C

dobijemo:

di, 1 1
—=—u——u,
dt L L
du. 1. 1

=—i, ——U,,
d Cct RrRC

= §to su zeljene jednadZzbe stanja, uz veé
poznatu izlaznu jednadzbu:
1

Iy =—Uc.

R

= U matri¢nom obliku, to izgleda ovako:

t|= EREE
du 1_1M 5
dt C RC
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