Signali i sustavi

Auditorne vijezbe 7.

Zadatak 1.

¢ Rijesi jednadzbu diferencija
8y[n] — 6y[n — 1]+ y[n —2]=9d[n] +28[n — 125]
uz pocletne uvjete
Y[-1]=2125 + 2250
y[-2] =1+ 2126 4 2252

e Problem predstavljaju upravo dva dosta
razmaknuta impulsa kao pobuda

¢ Najprije racunamo odziv samo na prvi impuls
e Taj odziv nam odreduje pocetna stanja za drugi
impuls u trenutku n =125

Zadatak 1. karakteristicna jednadzba

e Karakteristicna jednadzba je
q" *(8¢>~6g+1)=0
e Netrivijalni korijeni karakteristicne
jednadzbe su
q,=172,q9,=1/4
¢ Opce rjesenje homogene jednadzbe je
stoga v v
wilnl=Cgq’ +C.q; =C, (E) +C2(Z)




Zadatak 1. prvi impuls

¢ Da bi odredili konstante C, i C, moramo
najprije odrediti y[0] i y[1] korak-po-korak
8)/[0] _ 6(2125 + 2250) +1+ 2125 + 2252 =1
8y{1] - 6y{0] +2125 + 220 = 0
e Dobivamo y[0] = 2124 + 2248 j y[1] = 2123 + 2246
¢ Sada odredujemo C, i C, iz
C() +C(3) =2+ 2
C(1) +Co(4) =22 2

Zadatak 1. prvi impuls

* Konstante su C;=2124i C,=4!?* te je
rjeSenje

y[n]=2”“6j +4”4Gj , 0<n<l125

e Gornje rjeSenje nam odreduje y[123] i
y[124], tj. pocetne uvjete za drugi impuls
¢ Dobivamo
y[123]=2"(1)" +4 (1) " =6

1241 =22 (1) +42 (1) =2

Zadatak 1. drugi impuls

¢ Da bi odredili konstante C, i C, za drugi
impuls opet moramo odrediti y[125] i y[126]
korak-po-korak
8y[125]-62+6=2
&y[126] - 6y[125]+2=0
e Dobivamo y[125]=11iy[126]=1/2
¢ Sada odredujemo C, i C, iz
125 125
G(3)" +G(H) =1
126 126
GE)T+GHE) T =14




Zadatak 1. drugi impuls
e Konstante C, i C, za drugi impuls su
C,=2"%, C,=0

e RjeSenje za drugi impuls je sada

y[n]=2125(%j +0[%) , 125<n

Zadatak 1. konacno rjesenje

e Sada mozemo napisati i konacno rjeSenje
zadane jednadzbe

2126 (l) 44124 [l) 0<n<l125
2 4
2125 (%) +0(ij 125<n

ynl=

Zadatak 2. varijacija parametara

¢ Rijesi jednadzbu diferencija
yln +2]=Sy[n + 1]+ 6y[n] = n?
metodom varijacije parametara.

¢ Kod metode varijacije parametara najprije
trazimo rjesenje pripadaju¢e homogene
jednadzbe, y,[n] = C\q," + C,q," + ...

e U tom rjesenju tada konstante
zamjenjujemo s funkcijama varijable n,
yn] = Ci[n] /" + Gy[n] q," + ...

¢ Odredivanjem funkcija C,[n], C,[n]...
dobivamo rjesenje jednadzbe




Zadatak 2. rjesenje homogene

e Homogena jednadzba je
yln +2]=5y[n + 1]+ 6y[n] =0
¢ RjeSavanjem karakteristi¢ne jednadzbe
dobivamo polove ¢, =2ig,=3
¢ Homogeno rjesenje je
wpln] = C 2"+ C, 3"
e Opce rjeSenje trazimo u obliku
y[n] = C\[n]2" + C,[n] 3"

Zadatak 2. operatori E i A

¢ Da bi mogli primijeniti metodu varijacije
parametara uvodimo operator pomaka
unaprijed E i operator diferencije A
e VrijediE=1+A
e Prvo transformiramo jednadzbu
yln +2]=Sy[n + 1]+ 6y[n] = n*
u operatorski oblik. Dobivamo
(E? - 5E + 6) y[n] = n?
(A2 =3A +2) y[n] = n?

Zadatak 2. operatori E i A

e Opce rjeSenje oblika
y[n] = C\[n]2" + C,[n] 3"
mora zadovoljiti jednadzbu
(A2 =3A +2) y[n] = n?

e Odredimo najprije Ay[n] =y[n + 1] —y[n]
A[Cn2" + G, [nB3" | = A[ C[n2" |+A[ C,[n13" |

=2 A[G ]+ G nIA[ 2" |43 A G, [n]]+ Cy[mIA[ 3" ]
=2"C,[n]+2" A[C[n]]+2-3"C,[n]+ 3" A[C,[n]]
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Zadatak 2. varijacija parametara

e Opce rjeSenje je oblikay =C, fi+ ...+ C, f,,
e Kako je potrebno m uvjeta da bi odredili
funkcije C, ... C,, trazimo da vrijedi

fAC  + fAC 4+ .+ fAC, = 0
NAC + MNAC, + ..+ NAC, = 0
ATFAC + ATLAC, + . + ATLAC, = 0
ATFAC + ANTFAC, + .+ ATLAC, = un]

Zadatak 2. varijacija parametara

e Odredili smo Ay[n]
Aln]]|=2"C[n]+2-3'C,[n]+2"" A[C[n]]+ 3" A[C,[n]]

=0
e Kao prvu jednadzbu izjednacili smo dio

dobivenog s Ay[n] nulom
e Sada odredujemo A%y[n] i uvrstavamo sve u
zadanu jednadzbu diferencija
e Nakon sredivanja dobivamo
2"A[C[n]]+2-3" A[C,[n]] =1
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Zadatak 2. varijacija parametara

e Sada imamo sustav
2" A[C[n]]+3™ A[C,[n]] =0

2" A[C[n]]+2-3"™A[G,[n]] =1’

¢ RjeSenja ovog sustava su

O 3n+l
2 n+l 2
n~ 23 n
A [Cl[n]] = 2n+1 3n+l == 2n+1

2n+l 2 . 3n+l




Zadatak 2. varijacija parametara

2n+l 0
2n+l nZ nZ
A [CZ [n]] = W = 3n+l
2n+l 2 3n+l
e QOcito je

al n . :
Cln]=A { an} i Cn]=A" {3"“}

Zadatak 2. operatorski racun
e Da bi odredili A-! koristimo operatorski ra¢un

¢ Ako je ¢(E) funkcija operatora, vrijedi

L vy

@[c ]—¢( 3 #(c)#0, ceR
1

¢(E)[ )= ¢(1+A)

L,
aplTel=e o5 E)

¢ Gdje je 1/¢(E) inverz funkcije i P(n) polinom
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[P(n)] = (b, +B,A+...+b,A" +..)[P(n)]

[P(n)]

Zadatak 2. operatorski racun

¢ Odredujemo C|[n]
Cl[n]zl{_ ” };Ki _}
Al 2" E-1|{2) 2
__{lj" " [1)
- \2) 1E-1] 2 2 E—2

=_[%an12[ '] {%}”1 A[n:l




Zadatak 2. operatorski racun
Cl[n]={%jnﬁ[nz:| =Gj (1+a+A%+.)[n’]
=Gjn(n2+A[nz]+Az )
=GJ (" +2n+1+2)

¢ Na kraju dobivamo

Cl[n]=2—1n(n2+2n+3)+A

Zadatak 2.

* Na jednak nacin odredujemo i C,[n]
e Dobivamo

Cl[n]=2—1n(n2+2n+3)+A

C,[n]=———(n*+n+1)+B

3"

* Ai B su proizvoljne konstante
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Zadatak 2. konacno rjesenje

* C\[n]i Cy[n] uvrstavamo u
y[n] = C\[n]2" + C,[n] 3"
i dobivamo konacno rjeSenje

y[n]={%(n2+2n+3)+Aj2”
"‘(_2_13” (n2 +n+1)+Bj3”

1
yn]=4-2"+B-3 +=n’ +§n+%
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Konvolucijska sumacija

e Omogucduje nam odredivanje odziva na bilo
kakvu pobudu kada je poznat odziv na §
niz.

e Za vremenski nepromjenjiv sustav vrijedi

oo

y[nl= 2 ulih[n—i]

j=—oc0

odnosno

oo

y[nl= 3 hlifuln—i]

j=—oc0

Konvolucijska sumacija

¢ U slucaju da radimo s kauzalnim
sustavima i promatramo odziv za
pobudu zadanu za n =0, gornje
relacije prelaze u:

y[m= 2l
y[nl= 3 Aliluln-1]

Zadatak 3.

e Diskretni sustav opisan je jednadzbom
diferencija:

=l =2]=uln=1]-ufs 2]

e Koristenjem konvolucijske sumacije
naci odziv na pobudu:

PN s

0 zan<0




Zadatak 3., nastavak ...

¢ Najprije je potrebno odrediti impulsni
odziv.

e Za pobudu u[n] = 0 [n] ona prelazi, zan >3
u homogenu jednadzbu.

¢ RjeSavanjem ove homogene jednadzbe
diferencija odredujemo k[n] za n > 3.

e h[0], A[1] i k[2] odredujemo
izraCunavanjem korak po korak.

e Dakle za u[n] = 8[n] = y[n] =h[n]

e Za n 23 vrijedi: h[n]—%h[n—Z]z().

Zadatak 3., nastavak ...

e Za pretpostavljeni A[n] = ¢" slijedi
karakteristi¢na jednadzba:

1 -
qn_iquZ:O /:qn 2,

16
, 1 1 1
-——=0=>q,=— =l-—|
q 16 q 4 9, 4

¢ Pa je impulsni odziv za n >3

1Y’ 1Y’
h[n]:Cl(‘J +C2(—4j zan23.

Zadatak 3., nastavak ...

e Za odredivanje konstanti C, i C, potrebno
je poznavati vrijednosti 4[3] i A[4].
¢ Ove vrijednosti odredujemo iz polazne

jednadzbe.
e Za u[n] = §[n] polaznu jednadZbu mozemo
pisati:
)~ h[n=2]=8[n~1]-8[1-2]

h[n]=%h[n—2]+8[n—1]—8[n—2]




Zadatak 3. - nastavak...

e UvrsStavanjem vrijednosti za n dobivamo:

1

za n=0 h[0]= - h[-2]+3[-1]-5[-2]=0

s n=1 h[l]:ih[—1]+6[0]—5[—1]:1

1

za n=2 h[2)=_ hfo]+8[1]-8[0]=-1

1

za n=3 h[3]:gh[1]+5[2]—6[1]:i

20 n=4 H[4]=h[2][3]-8[2] = -

Zadatak 3. - nastavak...

e Poznavajudi 4[3] i h[4] mozemo odrediti C, i

C,.
1

3
za n=3 h[3]:R=CI(%)

za n=4 h[4]:—i=q(l

el
JoeliT <

16 4
C,-C,=4 s o1y ] G=76
C, +C,=-16 === C,=-10
Zadatak 3. - nastavak ...
¢ Pa je konacno:
h[n]=—6(1) —10(—1) zan>3.
4 4
e Odnosno:
0 zan=0
1 zan=1
h["]= -lzan=2

RO

zan=>3.
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Zadatak 3. - nastavak ...
e Odziv sustava na pobudu u[n] =[-0.5]" je:

yn)= ih[i]u[n—i] =

= hEO]u[n] + A u[n—1]+A[2]u[n - 2] +i hilu[n—i]=

Zadatak 3. - nastavak ...

Zadatak 3. - nastavak ...

6(116(1)[¥111}
2 2) 1-(-H 2 4

_IO(_l)”[l_(%)”H _l_i_l}:

2 -4 2 4
2 2 3 4 1 4

= —6(— lj +(— lj [—4—2(— lj +§—20+10(le’ +70} =
2 2 2) 4 2 4
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Zadatak 3. konacno rjesenje

~ A ey
REASIEE 0]

e Kao konacan odziv sustava y[n] na
pobudu u[n] =[-0.5]" dobivamo:

1y 1y ny
y[l’l]:—g(—zj —2(4j +10(—4j 5 n=0

Zadatak 4.

e Koristenjem konvolucijske sumacije
odrediti odziv diskretnog sustava zadanog
impulsnim odzivom A[n]. Sustav je
pobuden s u[n].

h [”] u [n]
4
3 1
2
1
123456 7n 123456738n
impulsni odziv pobuda

Zadatak 4. graficka interpretacija

e RjeSenje ¢emo graficki interpretirati iz :

y[n]:gu(i)h(n—i).

Zan=0 0
uhien) - A0l= QA
;‘ y[o]=ulol[0]=1-4 = 4.
x 2
X 1 I

-54-3-2-1 12345678 i
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Zadatak 4. graficka interpretacija

Zan=1 ]
u(i),h(1-i) UEWIOL )
‘3‘ * Mi]=1-3+1-4=7.
x2
X 1 T

-54-3-2-1 12345678 i

Zadatak 4. graficka interpretacija

Za n= 2 2
(i), h(2—i) M2]= Zu(i)h@ i),

y2]=1-2+1-3+0-4=5.

4 x
3- x
2

1

X

-54-3-2-1 12345678 i

Zadatak 4. graficka interpretacija

Za n= 3 3
(i) h(3—i) yBl= D ulin(3-1),

i=0

W3]=1-141-240-3+0-4=3,

X

— N W A
b3

wwww

-54-3-2-1 12345678 i
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Zadatak 4. graficka interpretacija

Zan=4 .
u(i) h(4—i) Wal= ulin(4-i),
i=0
4 * W4]=1-0+1-1+0-2
; * +0-3+0-4=1.
2 X
1T

-54-3-2-1 12345678 i

« Dalje je y[5], y[6] ... = 0.

Zadatak 4. konacno rjesenje

¢ Pa je odziv

| »[n]
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