ZESal

Kontinuirani vremenski stalni
linearni sustavi

Model sustava s ulazno izlaznim varijablama

ﬁ@ Kontinuirani sustavi — model s
ulazno izlaznim varijablama

= kontinuirani sustav je opéenito opisan svise
simultanih diferencijalnih jednadzbi.

= ¢esto seviSe simultanih diferencijalnih
jednadzbi svodi najednu jednadZbu viseg reda

kojaveZejednuizlaznu i jednu ulaznu varijablu.

a,y" (M) +ay" M) +...+ayt)=f(t)=
b u™(t)+b, u™?(t)...+bu(t)

5@ Kontinuirani sustavi — model s
ulazno izZlaznim varijablama

= koeficijenti {a} i {b}
= konstantni — vremenski stalan linearni
sustav

= funkcija vremena — vremenski promjenjivi
linearni sustav

= zavise od ulaznih ili izlaznih varijabli i
njihovih derivacija— nelinearni sustav

ﬁ@ Kontinuirani sustavi —model s
ulazno izZlaznim varijablama

» rjeSenje diferencijane jednadzbe

ay" M +a,y" M)+ +ayt)=f()=
=b u™(t)+hb, u™(t)...+bu(t)
ima dvije komponente:

= y,,(t) - rjeSenje homogene jednadZbe
" y,(t) - partikularno rjesenje

() = Y () + Y, (t)

ﬁﬁ@ Klasi¢ne metode rjeSavanja
ZESOI

= jednadzba postaje homogena zaf(t) = O:

n

d’y
dat"
= jednadZbajen - tog reda— iman linearno
nezavisnih rjeSenja, pa se opce rieSenje
moze prikazati kao linearna kombinacija
pojedinacnih rjeSenja.
Yh(t) = Klyl(t) + szz(t) +..+ Knyn(t)

a, +..+ a,y=0

zzso1 Klasiche metode rjeSavanja

= pretpostavlja se rieSenje oblika: y(t) = e, pe C.
= supstitucijom se dobijeizraz:
(a,p"+a,,p"" +...+ap+a,)e” =0.

= karakteristi¢na jednadzba gornje diferencijalne
jednadzbe

a,p"+a,,p" +...+ap+a, =0

7o Klasicne metode rjeSavanja
» opéerjeSenje uz nrazli¢itih karakteristi¢nih
korijena

n
Yo (t) = Kie™ + K,e™ +.. . +K e =) Ke™
i=1
= opce rjeSenje uz k jednakih od ukupno n
korijena
Yo (1) = K™ + K te + .+ K t“le™

Presat Pt
+K &% +...+K e

Zeso1 Vremenski stalni sustavi

= opée rjeSenje uz korijene viSestrukosti
my, m, ...,m,

Ya(t) = Ze‘“ZK t

gdieje n

3
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7zso1 Vremenski stalni sustavi

* rjeSenje homogene jednadzbe —
komplementarno rjeSenjeili slobodni odziv
sustava,

= postoji i kada nema pobude zaK; # 0,

= nazivasei vlastito gibanjeili titranje sustavajer opisuje
titranje energije u sustavu bez vanjskog poticaja

= komponente slobodnog odzivatitraju iskljucivo

karakteristi¢nim frekvencijama sustava p;, koje zavise od
strukture i parametara sustava, a ne od pobude.

= komplementarno rjeSenje prisutno je u opéem rjeSenju
nehomogene jednadzbe.




% Amplitude vlastitog titranja
ZES0l
sustava
= opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe za
slu¢a) negjednakih korijenaje:

YO = K™ +5,0)

= konstante K; odreduju se iz pocetnih uvjeta
danih preko vrijednosti funkcijei njenih
derivacijaut=0.

= uzastopnom derivacijom izraza za y(t) u t=0

dobiva se sustav linearnih algebarskih
jednadzbi.
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ﬁ?@ Amplitude viastitog titranja
ZES0I
sustava
y(0)-y,(0) =K, + K, +...+ K|
y(0) - yp(o) = pK + pK, +... B K,

Y 0) -y, (0) = BK + P o K,

= Van der Mondova determinanta sustava
sastavljena od potencija korijenap; , pi" .

ﬁﬁ@ Amplitude vlastitog titranja
ZESOI
sustava

= uz konstantnu ili periodi¢ku pobudu
partikularno rjeSenje se naziva stacionarno
stanje.

= komplementarno rjeSenje iXezava s
vremenom pa se naziva prijelazno il
prolazno stanje.
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@'ﬁ@ Amplitude vlastitog titranja
ZESQ
sustava

= Prijelazno stanje sastoji se od titranja
vlastitim frekvencijama p; sustava

= Amplitude titranja u prijelaznom stanju
odredene su razlikom pocetnog stanja
{y®(0)} i iznosa partikularnog rjeSenja
{ys®(0)} utrenutkut=0.
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@fl@ Amplitude vlastitog titranja
ZESO]
sustava
= Prvi specijalni slu¢gj: pocetni uvjeti jednaki
partikularnom rieSenjuut=0

y'(0)-yP(0)=0, i=0212...,n-1.
= trivijalno rjeSenje, K; = 0.

= prijelaznog procesa nema, veé stacionarno
stanje kre¢e odmah i ima frekvenciju pobude.

14

Qfﬁ Amplitude viastitog titranja
ZES0]
sustava
= drugi specijalni Sluéaj: pocetni uvjeti jednaki O
y(0) =0, y(0)=0, ...,y"?(0)=0.

= sustav je bez pocetne energije - miran sustav

= oznatimo sK; konstante koje slijede iz
pocetnih uvjeta kada je sustav miran
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% Amplitude viastitog titranja
ZESQl
sustava

= Tredi specijalni ducaj: f(t) = 0 — nepobuden
sustav

y,)=0, y,)=0,..,y,"?(@)=0.

= oznatimo s K; konstante koje slijede iz
pocetnih uvjeta y’(0) =0.

p
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Amplitude vlastitog titranja
zesel sustava

= ukupno rjesenje prikazano pomocu K, i K;:

y(t) = |:Zn: KOiepIt + Zn: Kpieplt:|+ Yo ®

i=: i=1

= dio sviastitimtitranjem frekvencijom p, u
zagradi te prisilno titranje yy(t) frekvencijom
pobude.

5@ Amplitude viastitog titranja
ZEs01 sustava

= ukupno rjesenje prikazano pomocu K i K
moZe biti prikazano i ovako

y(t) = Z K e™ +[Z Kye™ +y, (t)}

odziv nepobudenog
sustava

odziv mirnog sustava

= 0dziv nepobudenog sustava kaji titrasp,
= uzagradi je odziv mirnog sustava koji titrasp; i
frekvencijom pobude.
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@ﬁ Prisilni odziv sustava
ZESO]

= Prisilni odziv sustava predstavlja partikularno

rjeSenje nehomogene jednadzbe.
= Opcenito se moze dobiti Lagrangeovom metodom varijacije
parametara.

= Zapobudu eksponencijalnom funkcijom
racunanje odziva je jednostavno jer se yp(t) moze
predstaviti eksponencijalom (deriviranjem se
mijenja samo kompleksna amplituda
eksponencijale).

= Odredivanje kompleksne amplitude temelji se na
metodi neodredenih koeficijenata.
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= Odazv sustava primjer
ZESOI

» naci odziv sustava opisanog diferencijalnom
jednadzbom
y(t) +0,2y(t) +0,16y(t) = u(t)
uz u(t) =0,64s(t) i y(0) =-3; y(0) =-1

» karakteristi¢najednadzbai karakteristi¢éne
frekvencije su

p>+0,2p+0,16=0= p,, =—0,1+ j0,3873
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o Odzv sustava primjer
» paje rjeSenje homogene jednadzbe
Y, (t) — Kle(—o,1+ j0,3873)t + Kze(_o‘l_ j0,3873)t
» partikularno rjeSenje je oblika

Yo (t) = As(t) =4s(t)
= uvrdtenjem u polaznu jednadZbu i
zay,(t)=0y,[t)=0=>
0,16A=0,64—> A=4
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ZESel
= totalno rjeSenje je

-0,1+)0,3873)t -0,1-j0,3873)t
y(t) = K, 010ty K g 0103 4 44(t)

Odzv sustava primjer

= konstante K, i K, odreduju seiz pocetnih
vrijednosti

* rjeSenjei njegova derivacijasu
y(t) = K.e™ + K,e™ +4s(t)
y(t)= leleplt + szzep2t
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ZES0
= zat=0
y(0) =K, + K2+4}
¥(0) = pK, + p,K,
K, =-35+21947] =4, 1312ei25815
K,=-35-21947] = 4,1312¢ 125815
= konatno totalno rieSenje je
y(t) =4, 13126125815 01 gi0.3873 4, 1312 125815501 g~ 10.3873t 4s(t)

Odzv sustava primjer

y(t) = 8,2624e " cos(0, 3873t + 2,5815) + 4s(t)
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LU= Odazv sustava primjer
ZESOI

odziv sustava
8
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—
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wvijeme 24

@ﬁ‘ Odzv nepobudenog sustava primjer
Sl
= totalno rjeSenje moZzemo n&ci i kao zbroj
nepobudenog i odziv mirnog sustava
= odziv nepobudenog sustava je

Yoe t) = Kme(—o,1+jo,3873)t + Koze(fo,lf j0,3873)t
= konstante K, i K, odreduju seiz pocetnih
vrijednosti
= rjeenje i njegovaderivacijasu
Yoo () = Ko™ + K,e™

ynep (t) = leOIeplt + pZKOZepZI 25

=~ Qdzv sustava primjer
ZESQN
" zat=0
ynep (O) = KOl + K02
ynep (0) = piKpy + PK,
Ko =—15+1,6783] = 2,2509¢'>**
Ky =—15-16783]j = 2,2509¢ ' >***
= konatno, rjeSenje nepobudenog sustava je
Y, (I) =2 2509ej2,3002670,1tej0,3873t +2.2500e" j2,3oozefo,1tef j0,3873t
nep ’ y
Yoo (1) = 4,50186 " cos(0, 3873t + 2,3002)
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5@ Odzv sustava primjer
ZESO]

odziv sustava
8

6
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% Odzv mirnog sustava primjer

= QOdzv sustava primjer
ZESOI

Y Odzv sustava primjer

ZES0 ZESOI ) ‘
= odziv mirnog sustavaje " zat=0 ’
(~0,1+0,3873)t (-0,1-j0,3873)t Yirn (0) = K mt K p2 ¥ 4 6
Yirn (1) = K € +K € +4s(t) Vuirn(0) = BIK , + PK 4 /\ -
_ s j2,8889 B
= konstante K, i K, odreduju se iz pocetnih Ky =—2+0,5164) = 2,0656e _ I /
vrijednosti sz =-2-0,5164 =2, 065612888 §
o N = konagno, rjeSenje mirnog sustavaje °
- r] e$n] e I n] %Ova da" le] a SJ ymm (t) — 2’ 065661 2'8389970']16]0‘3873‘ + 2’ 0656efj2.8889e70,1(e710,3873| + 4S(t) 2
Yoirn (1) = Kpleplt + szepZ‘ +4
_ —0,1t )
ym'rn (t) — le plepﬂ + sz pzepzt . yn‘irn (t) = 4, 1312¢e COS(O, 3873t + 2, 8889) + 4S(t) . 0 10 20 30 mjz:r)ne 50 60 70 80 .
Odzv nepobudenog sustava primjer . . ‘
@@ > ) prim = Odziv sustava primjer
ZES0 ZES0 ZES0I

= totalno rjeSenje moZzemo n&cdi i kao zbroj
nepobudenog i odziv mirnog sustava

Y(O) = Yo (0 + Y (1)
y(t) = (-1,5+1,6783])e 0+ 10¥" 4 (—1,5-1,6783])e" 0%
+(-2,0+0, 5164j)e(-0v1+10v3373)i +(-2,0-0, 5164]’)6(_0‘1_J0'3873)‘ +4s(t)
y(t) = (3,54 2,1947 )04 1037 4 (3 5_ 3 1947 )e 041037 4 4g(t)
y(t) = 4,5018e " cos(0,3873t + 2,3002) +
+4,1312e™°" cos(0, 3873t + 2,8889) + 4s(t)
y(t) =8,2624e " cos(0, 3873t + 2,5815) + 4s(t) =

odziv sustava
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Sgnali i sustavi

Sustavi drugog reda

5 Vladanjei svojstva kontinuiranih
ZES00 sustava drugog reda

= |inearni vremenski stalan sustav drugog reda s
jednim ulazom i jednim izlazom opisan je s

2
y=[o czlmmu

= jednadZba stanja se moZe transformirati u
diferencijalnu jednadzbu drugog reda:
X —Tx +Ax =w(t) ili
X, = TX, + Ax, = V(1). "

5@ Vladanje i svojstva kontinuiranih
ZES0I
sustava drugog reda

= pri tom su:
T=a,+a, trag matrice A
A=a,a,,—a,a, determinanta.od A

W(t) = —a,bu+a,bu+bu
v(t) = —aybu+a,bu+bu
= Ako su obje konstante a,, = a,, = 0 (matrica
A jedijagonalna) sustav je opisan sdvije
razvezane jednadZbe prvog reda
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@ﬁg Vladanje i svojstva sustava
ES T
drugog reda
= uobic¢ajeno jejednadZbu drugog reda
nepobudenog sustava pisati u obliku:

Y+ 20y +afy=0,

20=—T, o jefaktor prigudenja,
@t = A, wy, je frekvencija neprigudenog
titranja.

= analizirgimo odziv ovog sustava

36




@'ﬁ@ Vladanjei svojstva sustava
drugog reda
= karakteristi¢najednadzbaje:
p? +2ap+w? =0,
= njezinarjeSenjasu karakteristiéneiili
prirodne frekvencije sustava drugog reda.

—at\a*-af za a>w,>0
_ 2 2 _ _
P, =—ax o —w; =-a za a=w,>0

ot j & - za 0<a<w, o

ﬁ@ Vladanjei svojstva sustava
drugog reda

= rjeSenjejeoblika:  y(t) =Y,e™ +Y,e™

= proizvoljne konstante odreduju pocetni
uvjeti y(0) i y(0).
= rjeSenje se moZe napisati u obliku:
YO P, = ¥(O) ot , YO = YO P,
P~ PR P,— B

y(t) = e™.

@@ Vladanjei svojstva sustava

drugog reda
= zavisno od velic¢inao i m, postoji tzv.
= nadkriti¢no priguSenje o > @y,
= kriti¢no priguSenje o =Wy,
= podkriti¢no prigusenje o <@y,
= nepriguseni Slucg o =0.
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@ﬁ Vladanjei svojstva sustava
drugog reda
=mza =075 w,=04
o>, = p,=—at o’ -} =-0,75+0,6344
=-0,1156
=-1,3844

ek ppsenie

ﬁ@ Vladanjei svojstva sustava
drugog reda

"8 o=w,=04=p,=-a=-0,4

nnnnnnnnnnnnnnn

4

ﬁﬁ Vladanjei svojstva sustava
drugog reda
“za =01 =04

a<w,= plz——aﬂ\/a)o =-0,1+j0.3873

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

vieme 42

@@ Vladanjei svojstva sustava
drugog reda

"za a=0,0,=0,4= p,=%j &} =10,4

neprigusen slucai
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gﬁ@ Vladanjei svojstva sustava
drugog reda

"zao=-01 w,=04
a<w,= p,=—0tjof —a* =01+ j0.3873
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éﬁ@ Vladanje i svojstva sustava
ZIESO
drugog reda

SIMULINK primjer
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@ﬁ@ Vladanjei svojstva sustava
drugog reda

= rjeSenje homogene jednadzbe stanja moze
se dobiti pretpostavkom da eksponencijalne
funkcije x, =X;e™, x,= X,e” zadovoljavaju
skup od dvije jednadzbe;

X = a8y,X +a,%
X, =8y % +a,X,

5@ Vladanjei svojstva sustava
drugog reda

= dobije se sustav karakteristi¢nih algebarskih
jednadzbi:
Y=axtag, i X" = (a,X, +a,X,)e”
X, = 8y % + 8% pX,e™ =(a,X; +a,X,)e”
pX, =a, X, +a,X,
pX, =a, X, +a,X,
(a11 - p) xl + a12x2 -
a21x1 + (azz - p)xz =0
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@e@ Vladanjei svojstva sustava
drugog reda

» dabi sustav karakteristi¢nih jednadzbi dao
rjeSenja za amplitude X, X, razli¢ite od
nule, mora determinanta sustava hiti
jednaka nuli,

(a11 - p) a,
8y (azz - p)

= to daje polinom drugog stupnja:
p’—Tp+A=0.

=0.

5’@ Vladanjei svojstva sustava
drugog reda

= odakle slijede prirodne frekvencije p, i p, za
koje e zadovoljava jednadzbu.

= rjeSenje se moZe napisati u obliku:

Xl(t) = Xneplt + Xlzepzt1

X, (t) = X,,e™ + X,,e™.
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5@ Vladanjei svojstva sustava
drugog reda
» nezavisne su samo dvije konstante i one se
odrede iz dva pocetna uvjeta.

» druge dvije konstante proizlaze iz prvih
uvrdtenjem u jednadzbe stanjazat = 0.

w _@mpXO+ax0  y _(R-3)%(0)-3%0)
11 p17p2 12 pl_pz

8K E-PI%O)  y _-8:X(0)+ (B -8,)%(0)
2 P— P, # P— P,

% Vladanjei svojstva sustava
drugog reda - primjeri

o o
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Qfﬁ Vladanjei svojstva sustava
drugog reda

2l i ]

T= —20:} karakteristi¢na jednadzba

A=} p’+2ap+a =0

= za
a<Wy,= p,=—0tjof-«a
%f_/

@y 52

ﬁ@ Vladanjei svojstva sustava
drugog reda
p=—a+joy
p,=—a- ja)d

= nekaje x,(0) = 0, zazadani primjer dijedi

% = —PX(0)+%(0) _ (+ jay)x(0)
YR 2ja,

« _(B-3)%(0)-%(0) _(-a+jo)x(©)
" P— P ijd

ﬁﬁ Vladanje i svojstva sustava
ZIESO
drugog reda

" paje

Xl(t) (a+ de)xl(o) e( 11+de)t ( o+ Ja)d)x1(0) —o—jog)t

2jw, 2jw,

Xl(t) — Xl(O)Ffm 0[ ejmdl +lejwdt _ 0( e’jmdt +le*iwu‘
2jw, 2 2jw, 2

x ()= [Zﬁn(wdt) + COS(wdt)j %(0)

d




% Vladanjei svojstva sustava
drugog reda

= kakoje  x,(t)=x(t)=

2

xz(t)=—j}—e‘msn(wdtmw)—wde'“‘sm(wdtm(O)

d

nza %<1
Wy

x,(t) = e cos(@y)%,(0)
%,(t) = —w,e “sin(a,t)x (0)

ﬁ@ Vladanjei svojstva sustava
drugog reda

X, (t) = & cos(m,t) %, (0) = cos(@,t) = xl()é%

X (1) =@, sin(@,1)% (0) = sin(e,t) = —wxz—(t)

e“x(0)
" paje

(xl(t) j{ x,(t) Tz
€% (0 ) | -o,e"x(0)

% Vladanjei svojstva sustava
drugog reda

»za ¢=-01 @,=04= w,=0,3873

x(0)=3 x(0)=0

-a} 0 Re
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@ﬁ@ Vladanjei svojstva sustava
drugog reda
mza a=-01 ,=04= w,=0,3873
x(0)=-3 x(0)=-1,

=

x1

5@ Vladanjei svojstva sustava
drugog reda
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% Vladanjei svojstva sustava
drugog reda

iHa bl 2l
% |8 8p] %] [~ -2¢
T=-2c - karakteristi¢na jednadzba
A=} p’+2ap+af =0

"za a>w,= p,=-at\o' -]

X
%

|

% Vladanjei svojstva sustava
drugog reda
= ducg rednihi razlicitinp, i p,,
a  p,p,<0

Im 4

stabilni ¢vor

p p O

AN
X

Vladanjei svojstva sustava
zzso1 - drugog reda
a=0,75 @,=0,4; x(0)=-3 x,(0)=-1
a>ay= p,=—at o’ - =-0,75+0,6344
p, = -0,1156
p, =-1,3844
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@H@ Vladanjei svojstva sustava
ZIESO
drugog reda
o=w,=04=p,=-a=-04
%(0)=-3 x(0)=-%




5@ Vladanjei svojstva sustava ﬁﬁ@ Vladanjei svojstva sustava ﬁ@ Vladanjei svojstva sustava

drugog reda drugog reda drugog reda
a=w,=0,4=p,=-a=-04 = sucg reanihi razlicitih p, i p, p=0% p=02
X0 =L x(0)=% b)  p,p.>0 hestabilni Cvor %(0)=0.01 x,(0)=0.0%

Im &
w2
1
2 1
1 /
" 1
- o /
\ 0
1

& 0 P P2 Re 0 wy . o
-0.
o
+ -4 -3 -2 -1 o 1 2
1 “ 80 100 b -4

o 20 20 60
64 65 Time (second)

@'ﬁ Vladanjei svojstva sustava ﬁ@ Vladanjei svojstva sustava % Vladanjei svojstva sustava
drugog reda drugog reda drugog reda
; ; » karakteristi¢najednadzbaje = Vezaizmedu X, (t) i X(t).
o [ }ﬁ{ [ P ®_ =X, -p 1 2 0 +Ja=1+ = Jednadzbu krivulje F(x,, X,) = 0 moZemo
=p°—-a= =+Ja=zt«a 1 X)) =
T{ W o(Ijt a - p‘ p-a P S8 80 dobiti eliminacijom vremena.
ped —X2 =ax : = Uzmimo pocetno stanje x,(0), (x,(0) = 0)
a0 a1 x®7 | @y | (o) x ¥ ( % Y
] [0 1][x] >70 % %) ¢ %o @) \aox@) 7"
{}:{ OH } a,=aa,=0 ash(at) ch(at) % %
el L& BIL%) 19 a--a = X(t) = D(t)x, , gdjeje d(t) — prijelazna matrica.
@@ Vladanjei svojstva sustava Q‘ﬁﬁg Vladanjei svojstva sustava %ﬁ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda drugog reda drugog reda
m = Primjer: za a<0 P, =tJ-&f =+, = Primjer: za a<0 P, =+-0f =+j0,4
" 2 2 = Zatvorenakrivulja— periodi¢an %(0)=-0.8, x,(0)=-
{LJ ( % J =1 proces. Traektorijaobilazi oko
x,(0) @,%,(0) tocke ravnoteze — fokus.
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0 x NIRRT
X —e Za t—e u Nestabilan sustav. Ravnoteza oy " _// ' 1
X, > za t—oe  X=0senedosegne- sedio
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