Povratna veza — automati bez ulaza
ZESOI (primjeri a,b i ¢ - zakljucak)
= zakljucujemo da automati u primjerimabi c
ne mogu biti spojeni u povratnu vezu kako je
to prikazano

= jedinamoguénost ovako konstruirane povratne
veze je za automat U primjeru a

{ne}/ne

(da}/ng@p
{da}/da

{ne}/da

] Povratna veza — izlaz odreden
ZESOl stanjem

{ne}/ne

{da}/ne
{da}/da

= VO jeujednoi primjer automata za koji
vrijedi dajeizlaz odreden stanjem jer je
jednak za oba moguca ulazna znaka

{ne}/da

» dakley(n)=nezax(n)=1i y(n)=da zax(n)=2

g% Povratna veza — izlaz odreden
ZESOl stanjem
= kazemo da automat A imaizlaz odreden
stanjem ako za svako dostupno stanje
X(n)e Sanja,
postoji jedinstveni izlazni znak y(n)=b koji ovisi
samo 0 x(n) ane ovisi 0 ulaznom znaku

= dakle
idaz, (x(n),u(n))=b

» o¢igledno je daje automat s povratnom vezom
dobro-formiran

Povratna veza — izlaz odreden
ZESOl! stanjem

= zaovaj specijani sluég automat opisujemo

Stanja = Stanja,
Ulazi ={djeluj, odsutan}
|Zlazi = |Zazi,
pocetnoStanje= pocetnoStanje,
FunkcijaPrijelaza(x(n),u(n)) =
FunkcijaPrijelaza, (x(n),b),
gdjeje b jedinstveni izlazni znak u stanju x(n) ako u(n) = djeluj
(x(n), y(n)) ako u(n)=odsutan

Povratna veza — izlaz odreden
ZESO stanjem

= ako se automat sizlazom odredenim stanjem
kombinira s bilo kojim drugim automatom u
$poj s povratnom vezom rezultirgjuci spoj ¢e
biti dobro-formiran

= primjer: kombinacija automata iz prethodnih
primjeraai b

» automat A imaizlaz odreden stanjem a
automat B ne

» ukupna kombinacija je dobro-formirana

Povratna veza — izlaz odreden

Azsol stanjem
{ne}/ne {djeluj}/ne
{ne}/da “
{da}/ne {n‘i? {da,
{dieljuj, {da}/da — {dieluj}/ne ne}
odsutan} [N
—

{djeljuj,
cin) @)
{ne}/da

{dieluj}/da
{da}/ne

{da}/ne
{dieluj}/da

S Povratna veza — izlaz odreden
ZES01 stanjem

{da}/ne

{dieljuj, {da}/da
odsutan}
— trenutno | (naredno stanje, iZaz) za
stanje ulaz
dieluj odsutan

{ne}/da
(1.1) ((22),ne) | ((1,1),0dsutan)

(22) |[((21),da) | ((2.2),0dsutan)
(12) [((1.2).,ne) | ((1.2),0dsutan)
(21) |[((21).da) | ((2.1),0dsutan)

{da}/ne
{da}/ne

ZEsol  Povratna veza — automati s ulazom

i . (Stanja,Ulazi, 1Zazi, FunkcijaPrijelaza, pocetnoStanje) . X
Ulazi|Ulaz | |Zaz | Zazi
(Sanja,,Ulaz,, zaz,, FunkcijaPrijelaza,, pocetnoStanje,)

plaziAz |Zazi,, cUlaz,, Iﬂazig

= razmatramo dakle automat s dva ulazai dva
izlaza u spoju s povratnom vezom pri ¢emu je
drugi izlaz spojen nadrugi ulaz

= Zelimo definirati sloZeni automat oznaten petorkom
(Stanja, Ulaz, 12azi, FunkcijaPrijelaza,
pocetnoStanje) svjetloplavim blokom

Z=so1  Povratna veza — automati s ulazom
= ulaziiizlazi automata A su oblika
Ulazi, =Ulaz , xUlaz,,
|dazi, = 1daz,, x|2az,,
= jzlaznafunkcijaod A je
izZlaz, : Stanja, xUlazi, — |Zazi,
= odnosno

iZaz, = (iZaz,,,idaz,,)




Zesol Povratna veza — automati s ulazom
= gdie

izZlaz,, : Stanja, xUlazi, — |Zazi,,
dajeizlazni znak naprvomizlazu a
izZlaz,, : Sanja, xUlazi, — 1Zaz,,

na drugom
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Zesol  Povratna veza — automati s ulazom

= nekasuzaautomat A u n-tom koraku x(n) e Stanja,
i trenutni vanjski ulazni znak u,(n) € Ulaz ,,

= nasproblem je odrediti “nepoznati” izlazni znak
(yi(n),y,(n)) e Izazi, tako davrijedi
idaz, (x(n), (u,(n), ¥,(n))) = (¥,(n), y, (1))

= znak y,(n) sepojavljuje naobje strane jer je drugi
ulaz u,(n) u automat jednak y,(n)

1

Zesol  Povratna veza — automati s ulazom
= jzlaznu jednadZbu moZzemo pisati
idaz, (x(n), (u(n), ¥,(n))) = y,(n)
idaz,, (x(n), (uy(n), ¥,(M))) = ¥,(n)
u ovim jednadzbamax(n) i u,(n) su poznati a
y1(N) i y,(n) su nepoznati

= drugajednadzba ukazuje da ¢e jedinstveno rjeSenje
biti moguce samo za dobro-formirane automate

Zesel  Povratna veza — automati s ulazom

X (Stanja,Ulazi, Izlazi, FunkcijaPrijelaza, pocetnoStanje) .
Ulaz ,, |Zazi,

(Sanja,,Ulaz ,, 1zaz ,, FunkcijaPrijelaza,, pocetnoStanje, )

plaziAz Idazi,, = Ulazi,, IzIaziJ

= kaZemo da¢e automat s povratnom vezom biti
dobro-formiran ako za svako dostupno stanje

x(n)e Stanja, i zasvaki vanjski znak u,(n)e Ulaz

postoji jedinstveni izlazni simbol y,(n)e |zaz,,
koji zadovoljava jednadzbu

izaz,,(x(n), (u(n), () = ¥,(n) s

Zzsol  Povratna veza — automati s ulazom

= za dobro-formirani automat vrijedi

Stanja= Sanja,

Ulazi =Ulazi,,

Idaz = |dazi,,

pocetnoStanje = pocetnoStanje,

FunkcijaPrijelaza(x(n),u(n)) = (narednoStanje(x(n),u(n)),izlaz(x(n), u(n))):

narednoStanje( x(n), u(n)) = narednoStanje, (x(n), (u(n), y,(n))) i

izaz(x(n),u(n)) =izaz, (x(n),(u(n),y,(n))) gdiejey,(n) jedinstveno
rjeSenje jednadzbe izlaz,, (x(n), (u(n), y,(n))) = y,(n)
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@ﬁ@ Povratna veza — automati s
ZESO]
ulazom

= primjer

u |y Vne Realni,
X(n+1) = 0.5x(n) +u,(n) +u,(n)

u.

2, y(n)=x(n)
e

= A imadvaulazai jedanizlaz
Ulazi, = Realni x Realni, lzaz, = Realni
i stanja Stanja, = Realni

5@ Povratna veza — automati s

ZESON
ulazom

= prematome A imabeskonacni ulazni i izlazni
alfabet te beskonatno mnogo stanja

= U n-tom koraku oznatavamo par ulaznih
vrijednosti s (u,(n), u,(n)), trenutno stanje sa
x(n), naredno stanje sax(n+1) i izlaz sy(n)
= funkcijaprijelazajetada
(x(n+1), y(n)) = FunkcijaPrijelaza(x(n), (u,(n),u,(n)))
= (0.5x(n) +u,(n) +u,(n), x(n))
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5@ Povratna veza — automati s
ZESO]
ulazom

= ekvivalentno piSemo

x(n+1) = narednoStanje, (x(n), (u,(n), u,(n)))
= 0.5x(n) +u,(n) +u,(n)

y(n) =izdaz, (x(n), (U (n), u,(n))) = x(n)

= oCigledno je da ovaj automat imaizlaz
odreden stanjem
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ﬁ@ Povratna veza — automati s

ZESO
ulazom
= povratnaveza povezujeizlaz i drugi ulaz,
u,(n) = y(n) paje izaz, (x(n),(u,(n),u,(n)) = u,(n)

= jz¢egadijedi  x(n)=u,(n)
= kako jeu,(n) = u(n)
= potpuni je opis automata s povratnom vezom

Ulazi = Realni, |Zaz =Realni, Sanja= Realni
FunkcijaPrijelaza(x(n),u(n)) =
=(0.5x(n) +u(n) + x(n), x(n)) = (1.5x(n) + u(n), x(n))

18




gj% Povratna veza — automati s

@@ Automati s beskonacnim brojem

ZESOI ZESO] ; ZESel Automati
ulazom . _Stanja , . :
« finano » uandizi konagnih automata pokazano je = posebno se razmatraju sustavi s
u | u | vne rean, , kako je moguce potpuno opi sati pona@nje Sanja = RealniN
L | XD =05K) () () sustava uz poznavanje ulaznog niza Ulazi = RealniM
r' Y =xo A znakova te konagnog broja stanja sustava 17z = Realnik
(koje predstavlja proSlost sustava) az = n
= vaznu ulogu imaju sustavi s beskonacnim s Realni Realni x
. brojem stanja Z | TReani | MIMOssaviopisni ooyt | £
u vne ?ef'ln's y * razmatramo sustave za koje: § — Je;?ade"?‘!“a — §
Xt =LK () * prostor stanja te ulazni i iZlazni alfabeti su numericki I rerencija e I
y(m) =x(n) skupovi 8| Reani| Sanja=ReaniN | Realni 8
10 = FunkcijaPrijelaza je linerarna 2 o L
ZESOl Automati ZESOl Automati ZESOI Automati
= dakle, sustav ima M razli¢itih ulazai K . yaSan:
razli¢itih izlaza vazno:

ovakvi sustavi nazivaju se MIMO sustavi —
Multiple-Input, Multiple-Output

kadaje M = K = 1 sustav se naziva SISO
sustav — Single-Input, Single-Output

stanje je N-torka s N realnih elemenata

N se naziva dimenzijom sustava

22

= primjer: stereo audio sustav je MIMO
sustav s M=K=2 a novi audio sustavi
kuénog kinasu MIMO sustavi s M=K=5
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zane Prirodni,

u(n)e Realni x(n)e Realni® y(n)e Realni®
ali su ovo nizovi

ue [Prirodni0 — Realni" }

Xe [PrirodniO - Realni“}

ye [Prirodni0 - RealniK]

ESOl Automati
= definiramo MIMO diskretni sustav kao
beskonagni automat
D =(Sanja,Ulaz, 1zZaz,

FunkcijaPrijelaza, pocethoStanje)
uz Sanja - prostor stanja

Ulaz - ulazni prostor
|Zdazi —izlazni prostor
pocetnoSanje — pocetno stanje
FunkcijaPrijelaza: StanjaxUlaz
— Sanjaxlzdaz =

) Automati
ZESO]

» ovdjeje FunkcijaPrijelaza
FunkcijaPrijelaza: Realni™ x Realni"

— Realni™ x Realni®

= FunkcijaPrijelaza serazlaze nadvije
funkcije narednoStanjei idaz

narednoStanje: Realni™ x Realni™ — Realni®
izlaz: Realni™ x Realni™ — Realni
Vxe Realni™,Yue Realni",
FunkcijaPrijelaza(x,u) = (narednoStanje(x, u),izlaz(x, u})

L2 Automati
ZESOl
= zadani ulazni niz u(0), u(1), .... M-torki iz
skupa RealniM, sustav rekurzivno generira
odziv stanja, dakle niz, x(0), x(1), .... N-torki
iz skupaRealniNi odziv izlaza y(0), y(2), ....
K-torki iz skupa Realnik kako dijedi
x(0) = pocetnoStanje
jednadZba prijelaza u naredno stanje je
Vne Cjelobrojni,n>0, X(n+1) = narednoStanje(x(n),u(n))
izlaznajednadzba je
Vne Cjelobrojni,n>0, y(n)=izdaz(x(n),u(n))

27




‘ Automati
ZESO]

» u dosadasnjim razmatranjima automatan je
predstavljao korak u kojem promatramo
automat

= ako se korak n promotri kao neki trenutak
vremenanT, gdjeje T razmak izmedu koraka
tada n nazivamo vremenskim indeksom (ili
opet korakom)

= govorimo o vremenski diskretnim sustavima

= u(n), y(n) imaju realne, fizikalne vrijednosti za
svaki korak ni ovdje se ne koristi znak odsutan

) Oznake

ZESOl

= vremenski indeks (ili korak) njeiz skupa
cjelobrojnih brojeva paje u(n) vremenski
diskretan signd

» vedinaautorai vizuano naglaSava diskretnost
signala ozna¢avajuci gakao u[n]

= precizna definicija domene potpuno definira
signa (i sustav) no ovagj vizualni dodatak daje
bolju preglednost u izrazima u kojima domena
moZze biti i diskretnai realna
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o) Automati

ZES0l

= ako FunkcijaPrijelaza ovisi o vremenskom
indeksu n tada govorimo o vremenski
promjenljivom sustavu, ina¢e se radi o
vremenski stalnom sustavu

» jsto tako FunkcijaPrijelaza odreduje linearnost
odnosno nelinearnost sustava

il Linear nost
ZESO]

= funkcijaf: RealniN—~RealniMje linearna ako
Vae Realni,Vue Realni™,Vve Realni™ vrijedi
f (au) = af (u) homogenost
f(u+v)=f(u)+ f(v) aditivnost
= ovadva svojstva zajedno su ekvivaentni
Svojstvu superpozcije
Va,be Realni,Vu,ve Realni" vrijedi
f (au+bv) = af (u) + bf (v)

) Linearnost

ZESOl

= svakamatrica definiralinearnu funkciju na
dijededi ntin
nekaje A matricadimenzije Mx N tada je
funkcija

f :Realni™ — Realni" definiranas
Vxe Realni™, f(x)=Ax
= pokaZimo da svaka linearna funkcija moZe biti

prikazana s ovakvom matri¢nom
multiplikacijom kao &to to vrijedi za skalarni

‘ Linearnost
ESQ!
= definirgju se vektori
1 0 0
0 1 0
%: e - L eN - e
0 0 1

= uz pomo¢ njih mozemo prikazati bilo koji
vektor xe Realni™ kao sumu

X= X6+ X + e + X\ €y
gdjejex (skalar) i-ti element vektorax

a slutg Vxe Realni, f(x)=ax 2 5
e Linearnost ‘ Linearnost el Linearnost
ZESO] ZESO] ZESO]
= koristeci svojstvo superpozicije « pagornjajednadzba Y, a, a, - a,l[x
y=f(X)=xf(e)+xf(e)+..... + X, (&) y=f(X)=xf(e)+xf(e)+..... + X%, T (&) A &y Ay o Ay || X%

= piSemo stupcani vektor f(e)e Realni" keo
&
fe)=|

Ay,

prelazi u

Y1 a, a, a
y=| 2 =X % +X, %z | + X, %n

Ym 8y 1 Ay 2 Ay N

y: =

Ym Ayi 8yz - Aun [ X
odnosno y= Ax
gdje je A matrica dimenzije MxN

A=[a;1<i<M,1<j<N]




S'%@ Linearni vremenski diskretni sustavi
ZES0I

= razmotrimo diskretni sustav opisan s
Stanja= Realni",Ulazi = Realni", |z azi = Realni®
i jednadZbama
Vne Cjelobrojni,
x[n+1] = narednoStanje( x[n],u[n])

y[n]=idaz(x[n],u[n])
= zasustav kaZemo da je linearan ako je pocetno

stanje N-torka nulai ako su funkcije
narednoStanjei izlaz linearne a7

ﬁﬁ@ Linearni vremenski diskretni sustavi
ZES0l
= ako su funkcije narednoSanjei iZazlinearnei
vremenski stalne (ne mijenjaju se s vremenom)
govorimo o vremenski stalnom linearnom
diskretnom sustavu — LTI (linear time —
invariant system)
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%’5@ Linearni vremenski diskretni sustavi
ZESOI

= razmotrimo ponovo jednadZbu stanja
x[n+1] = narednoStanje( x[n],u[n])

= ako uredeni par (x[n],u[n]) zamislimo kao
(N+M)-torku u kojoj prvih N elemenata
predstavljax[n] i preostalih M elemenata
predstavljaju u[n] tada bilo koju linearnu
funkciju narednoStanje mozemo prikazati kao
narednoStanje(x[n],u[n]) = P(x[n],u[n])
gdje je P matrica dimenzije Nx(N+M)

Linearni vremenski diskretni sustavi
ZESO) - [A,B,C,D] prikaz

= kako se prvih N stupacaod P (oznagimo ih s A)
mnoZi sax[n] a preostalih M stupaca
(oznacimo ih s B) su[n] vrijedi
narednoStanje(x[n],u[n]) = Ax[n]+ Bu[n]

gdjeje A matricadimenzije NxN a B dimenzije
NxM
= di¢no vrijedi zaizlaznu funkciju

iziaz(x[n],u[n]) =Cx[n]+Du[n]
gdiejeC dimenzije K x N aD dimenzije K xM 4

» Linearni vremenski diskretni sustavi
ZESO) - [A,B,C,D] prikaz

= model s varijablama stanja diskretnog
vremenski stalnog linearnog sustava je dakle
Stanja= Realni",Ulazi = Realni" , |zaz = Realni®

x[n+1] = Ax[n]+ Bu[n]
y[n]=Cx[n]+ Du[n]

* ovg nacin prikaza sustavanazivasei [ A, B,C, D]
prikaz
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= Linearni vremenski diskretni sustavi
2ES00 [AB,C,D] prikaz - primjer
= nekaje zadan diskretni sustav s [A,B,C,D]

prikazom

Sanja = Realni®,Ulaz = Realni, X[ [0
%,[n] [+]| O |u[n]
%[n]] b

x[n]

|Zazi = Realni
x[n+1]= Ax[n]+ Bu[n]
ylnl=[-a -a %]{Xz[n]}[bb]u[n]
x[n]

y[n]=Cx[n]+ Dul[n]

0 1 0
0 1
8 -8

X [n+1]
X, [n+1]
o X, [n+1]

= dakle N=3, M=1, K=11j. sustav je treceg redai
imajedan ulaz i jedanizlaz

= raspiSimo jednadZbu narednog stanjai izlaznu
Jajnadibu 2

Linearni vremenski diskretni sustavi
FESOI [A,B,C,D] prikaz - primjer
X [n+1]=x,[n]
X, [n+1]=x,[n]
X, [n+1]=~a,x [n] - a,x, [n] - ax; [n]+byu[n]
y[n]=-a,x [n]-a,x,[n]-ax,[n]+bu[n]
= prikaZimo zadani sustav uz pomo¢ modela ulaz
izlaz &to postizemo eliminacijom X, X, i Xg
= jztrecei Cetvrte jednadzbe dlijedi
x[n+1] = y{r]
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» Linearni vremenski diskretni sustavi
ZES0 [A,B,C,D] prikaz - primjer
= iz X[n+1] = y[n] dlijedi
x[n]=y[n-1]= x,[n+1]=y[n-1]=
x[n]=y[n-2]= x[n+1]=y[n-2]=
% [n]=y[n-3]
= uvrstimo li X;, X, 1 X5 u ¢etvrtu jednadzbu dlijedi
y[n]=-a,y[n-3]-a,y[n-2]-ay[n-1]+ bu[n]
= odnosno

y[n]+ay[n-1]+a,y[n-2]+a,y[n-3]=hu[n],

= Linearni vremenski diskretni sustavi
ZEs0l [AB,C,D] prikaz - primjer
= zadani primjer pokazano je da sustav moze biti
zadan modelom s varijablama stanja dakle
jednadZbom stanjai izlaznom jednadZbom

{xl[n-v-l] 0 1 o1[x[n]][o
X, [n+1] [= 0 1 |[%[n]|+|0|u[n]
x[n+l]] [-a, -3, -a|[x[n]] [b
XJW
vlnl=[-a, -a, -a]|x[n]|+[b]u[n]
%[n]
= ili modelom ulaz-izlaz dakle jednadZzbom

diferencija
y[n]+ay[n-1]+a,y[n-2]+a,y[n-3]=hu[n],




- Linearni vremenski kontinuirani sustavi
ZESO [A,B,C,D] prikaz - primjer

= pokazano je davremenski kontinuirani sustav
moZemo prikazati s diferencijalnom
jednadZzbom (model ulaz —izlaz)

y(t) + dz y(t) + dly(t) + do y(t) = Cou(t)
= dabi rijeSili ovu jednadzbu trebamo poznavati
y(0), y(0) i ¥(0)

= ako pocetne uvjete interpretiramo kao pocetna
stanjamoguc¢ je slijededi izbor stanja zadanog
kontinuiranog sustava
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<< Linearni vremenski kontinuirani sustavi
2290l [A,B,C,D] prikaz - primjer

X (0 =y, %) =y), x(t)=y(t)

= deriviranjem Xy, X,, Xg

% (1) = y(t) = % (t) = %,(t)

% (1) = Y(t) = X, (1) = %,(t)

Xa(t) = V(1) = %,(t) = —dox, (t) — d, %, (t) — d,x; (t) + cou(t)
y(t) = %, (t) +0- X, (t) + 0- X,(t) + 0- u(t)

a7

2 Linearni vremenski kontinuirani sustavi
2301 [A,B,C,D] prikaz - primjer

= piSemo pomocu matrica

% (t) 0 1 0 x| |0
X,(t) [=| O 0 1 || %,(t) [+] O |u(t)
Xs(t) _do _dl _dz Xs(t) G

% (t)
y)=[1 0 0] x(t) |+[O]ut)

(1)

. Linearni vremenski kontinuirani sustavi
ZES01 [A,B,C,D] prikaz - primjer

= dakle jednadzba stanjai izlazna jednadZba

Stanja= Realni™ ,Ulaz = Realni", 1Zazi = Realni®
%(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
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: Usporedba diskretnih i kontinuiranih
ZES0l sustava
[A,B,C,D] prikaz - primjer
= usporedimo

y[n]+ay[n-1]+ay[n-2]+ay[n-3[=hu[n] y(t)+d,y(t)+d,y(t)+d, y(t) = cou(t)

lxj[nJrl] o 1 07x[n]] o %(t) 0 1 oxm][o
%, [n+1] { 0 0 1| x[n|+ O}U[n] %,(t) |= 0o 1 sz(l)}{o}u
x[n+1]] [-a -a, -a || x[n]| b 0] [-dy —d -d,[[x0] [o
x[n] % (t)
y[nl=[-a -a aa]{xz[n] +[byJu[n] yn=[1 0 OJ{XQO)}[OJu«)
%[n] %(t)

X(t) = AX(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

x[n+1]= Ax[n]+Bu[n]
y[n]=Cx[n]+ Du[n]

(t)
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» Linearni vremenski diskretni sustavi
ZES0l - primjer
= primjer generiranjajeke (eho efekta) signala
koja se moZe posti¢i realizacijom jednadzbe
diferencija
y[n]=u[n]+ay[n-N]

= nekaje
0 zan<0
N=4, =06, u[n]={1 zan=0,1
0 zan>1

Linearni vremenski diskretni sustavi
ZESOI primjer
» jednadzbaje dakle

y[n]=u[n]+0.6y[n-4]

= ratunamo korak po korak
y[0]=u[n]+0.6y[-4]=1+0,6*0=1
y[1]=u[1]+0.6y[-3]=1+0,6*0=1
y[2]=u[2]+0.6y[-2]=0+0,6*0=0
y[3]=u[3]+0.6y[-1]=0+0,6¥0=0
y[4]=u[4]+0.6y[0]=0+0,6%1=0.6
y[5]=u[5]+0.6y[1]=0+0,6*1=0.6
y[6]=u[6]+0.6y[2]=0+0,6*0=0

5 353 3353 5 5
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3 Linearni vremenski diskretni sustavi
ZES0l primjer
= odziv mozZemo prikazati slikom

Odzivsustava
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» Linearni vremenski diskretni sustavi
ZESG! primjer
= konstruirgimo model s varijablama stanja
= polaznajednadzbaje
y[n]=u[n]+0.6y[n-4]
= napi&imo je u ovom obliku
y[n]=0.6y[n—4]+0y[n-3]
+0y[n-2]+0y[n-1]+u[n]
= pogodno je izabrati
x [n]=y[n-4], %, [n]=y[n-3]
x[n]=y[n-2], x,[n]=y[n-1]




Linearni vremenski diskretni sustavi
ZES00 primjer

y[n]=0.6x[n]+u[n]

=y[n-4]= x[n+1]=y[n-3]=x,[n]
=y[n-3]= x[n+1]=y[n-2]=x[n]
=y[n-2]= x,[n+1]=y[n-1]=x,[n]

iz ovoga dijede jednadZbe stanjai izlazna
jednadzba
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Linearni vremenski diskretni sustavi

ZESel primjer
= dakleiz

x[n]=y[n-4]= x[n+1]=y[n-3]=x[n]

% [n]=y[n-3]= x[n+1]= y[n-2]=x[n]

x[n]=y[n-2]=x[n+1]=y[n-1]=x[n]
%[n]=y[n=1]= x,[n+1]= y[n] = 0.6x [n]+u[n]

X [n+1]=x,[n]

X, [n+1]=x[n]

=% [n+1]=x,[n]

X, [n+1]=0.6x [n]+u[n]
y[n]=0.6x[n]+u[n] %

Linearni vremenski diskretni sustavi
=801 primjer
= dakle opet su moguc¢a dva prikaza
model svarijablama stanja

x [n+1] 0 1 0 0] x[n]| [0

x[n+1]| | 0 0 1 0fx[n]| |0

x[n+1|7| 0 0 0 1|[x[n|"o uln]
00 x[n]| |1

x,[n+1]| 0.6 0
x[n]
%[n]
y[n]=[06 0 0 0] % [n] +[1]u[n]
%[n]

model ulaz - izlaz
y[n]-0.6y[n—4]=u[n]
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%jekagovornog signalay(n) =u(n)+0.6y(n—N)
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Characteristics of a potential hire
how much can the university curriculum influence 7

cores on a solid curriculum
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a0l Vremenski diskretni signali

= vremenski diskretni signali definirani su samo u
diskretnim trenucima vremena

» nekaje signal nekiDiskretanSgnal vremenski
diskretni signal i moZzemo ga prikazati

nekiDiskretanSignal: DiskretnoVrijeme—Realni

gdjeje DiskretnoVrijeme=[0,1/11025, .... , 99225/11025]
skup diskretnih trenutaka vremena u kojem je definiran
signa

*

: Diskretni signali i otipkavanje
ZESOl

(uzorkovanje)
= vremenski kontinuirani signal Glazba otipkan
frekvencijom otipkavanja 10 kHz (interval
otipkavanja T=0.0001 sekundi) definiran je
samo u diskretnim trenucima vremena

OtipkanaGlazba:{0,0.0001,0.0002,....,9.9999,10} — Tlak
s pridruZivanjem
OtipkanaGlazba(t) = Glazba(t)
Vte {0,0.0001,0.0002,....,9.9999,10}
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Fesol Diskretni signali

= bez obzira na nacin generiranja vremenski
diskretnog signala on je definiran u diskretnim
trenucimavremenat =nT, dakle n-ti uzorak
signala pojavljuje se u trenutku nT sekundi u
odnosu navrijeme 0
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250l Diskretni signali
= primjer
u: Cjelobrojni — Realni
gdie Vne Cjelobrojni, u[n]=cos(2zFnT)

ili npr. zaF = 2000 Hz i T=1/10000 sekundi

u: Cjelobrojni — Realni
gdje Vne Cjelobrojni, u[n]=cos(0.47zn)




Zesol Vremenski diskretni signali
= vremenski diskretni signali mogu biti prikazani i
kao niz brojeva - uzorcima
{u[n]} ={....1.41,1.78,2.05,2.19, 2.18,....}

= ovdje su prikazani uzorci
u[-2]=141 u[-1]=178,

u[0]=2.05,
u[l]=219, u[2]=2.18,
» podcrtani uzorak oznatava uzorak zan=0

%gﬂ Graficki prikaz vremenski
diskretnog signala

wemenski diskretan signal
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Seson Vremenski diskretni signali

= X[n] oznatava n-ti uzorak niza{x[n]} bez
obzira na nacin generiranja diskretnog
signala

= {x[n]} jereani niz ako je n-ti uzorak x[n]
realan zasvaki n

» inateje{x[n]} kompleksni niz

ol Kompleksni diskretni signal

= kompleksni niz {x[n]} se moZe napisati kao:
{Xn}={xe[nl} + j{Xu[nl}
gdie su x.[N] i X,[N] realni i imaginarni dio
od x[n]
= konjugirano kompleksni niz je
{X[n}={xn]} = {Xm[n]}
= gesto seviticaste zagrade ispustaju u
oznaavanju niza
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S0 Primjeri diskretnih signala

= {u[n]}={cos(0.3n)} jereani niz

&44
of
ot
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Zeo1  Primjeri diskretnih signala

= {Zn]}={d%¥ je kompleksan niz
* moZe se napisati:
{Z[n]} ={ cos(0.3n)+jsin(0.3n)}=
={ cos(0.3n)} +j{sin(0.3n)},
gdje je {z[n]} ={ cos(0.3n)}
{Z[n]}={sin(0.3n)}

ZESO Primjeri diskretnih signala
* {Zn]}={€°3} ={cos(0.3n)} +{{sin(0.3n)}

el Al
ol 1

(i,

A
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sl Diskretni signali

= vremenski diskretan signal je konatne
duljine (finite length) ako je definiran za
konacni vremenski interval
N;<n<N,
gdieje —o< N, i N, <+ i N, <N,
= Duljinaili trajanje niza kona¢ne duljine je:
N=N,-N+1
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ol Diskretni signali

» niz {u[n]}={cos(0.3n)} je beskonatnog
trajanja

» y[n]=n?; -3<n<4 jeniz konatne duljine
4-(-3)+1=8




ﬁﬁ Osnovne operacije na nizovima i
ZESOI -
elementi diskretnog sustava
zbroj dvanizay =u+vili

u
{yInl} ={ulnl} +{v[nl} E ) y

jeniz sopéim lanom /"

= zbrgjanje nizova

%ﬁi Osnovne operacije na nizovima i
elementi diskretnog sustava

* mnoZenje s konstantom

y=auili
{y[n} = a{ulnl} = {auln} u y
y[n] =au[n] zasvaki ne Z.

Osnovne memorijskei
predikcijske operacije

ZESQN

= pomak niza— jedini¢ni pomak dajeiz
ulaznog niza, niz pomaknut za jedan korak.
unatrag (kaSnjenjei paméenje)  unaprijed (predikcija)

yinl =uln] +vin] zasvekine Z. = funkcijski blok u gl y u E y
= produkt nizova u y="f[ulili u y

produkt dvanizay = uv ili {yInl} =f[{u[n]}] f i 1

(V10 = {ulrl} * (i} y yInl = f[uln]] zasvakine Z. y=E uili{y[n} =E~{ulnl}, y=Euili{y[n]} =E{uln]},

R i i revezijaviemena -, o=@

v yin=ul-n] —uin- -
2 74 y[n =u[n-1] n>0. y[n =uln+1] n>0. s

ZESOl Pomak niza ZE50] Pomak niza Zzsol Primjer osnovnih operacija

= operacija pomaka niza unaprijed traZi
nekauzalan sustav paje neostvarivau
realnim sustavima.
= zato se sluZimo redovito jedinicama za
kasSnjenje, odnosno operacijom E2.
u[n]|
[

ik
012345 n 01234

y[n=un-1n>0

il

n 0123456 n

’y[n]u[m—l]nzo
I
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= uliteraturi je uobi¢ajeno oznacavati blok za
jedini¢no kadnjenje saz! umjesto sE*
= kadnjenje za N koraka je operacija
y[nl=u[n—N]

7

= zadanasu dvanizaduljine5 zadanaza0<n<4

{a[n]}={56-20-1}

{b[n]}={4-2-241}

= generiranje novih nizova primjenom osnovnih
operacija

{c[n}={a[n]*b[n]}={20-1240-1}

{din]}={a[n]+b[n]}={9 4 -4 4 0}

{€e[n]}=0.5*{a[n]}={2.53-10-0.5}

Primjer prikaza sustava uz pomo¢

Zesol osnovnih operacija
u[n] Ed u[n-1] - u[n-2] 1 u[n-3]
) o ay ag
@ " "y

yln] = euln] + ogun—1] + e,u[n— 2] + er,u[N -3
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ﬁﬁg Klasifikacija nizova prema
ZES01 . . .
simetricnosti
= konjugirano simetri¢ni niz
u[n]=u’[-n]
zarealni u[n] radi se o parnom nizu
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% Klasifikacija nizova prema
ZESO . . .
simetricnosti
= konjugirano antisimetri¢ni niz
u[n]=-u'[-n]
zarealni u[n] radi se 0 neparnom nizu

81




S135)

Klasifikacijanizova prema
ZES0I . . .
simetricnosti
= svaki kompleksan niz moze biti prikazan
kao zbroj njegovog konjugiranog

simetri¢nog i konjugiranog antisimetri¢nog

dijela
u[n]=ucn]+ug[n]
gdiesu

Ugs[N]=0.5(u[n] +u’[-n])
Uga[N]=0.5(u[n]-u"[-n])
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s

i Klasifikacija nizova prema
ZESOl . . .
simetricnosti
= svaki pak realan niz moZe biti prikazan kao
Zbroj njegovog parnog i neparnog dijela
u[n]=uy[n]+u,[n]
gdje su
u,[n]=0.5(uln]+u[-n])
u,[n]=0.5(u[n]-u[-n])
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‘ Periodi¢ni nizovi
ZESOl
= zaperiodi¢an niz vrijedi
u[n]= d[n+kN]
N je period ponavljanja,g@najmanji N
koji zadovoljava u[n]= u[n+kN]
je osnovni period

ZES0] Osnovni nizovi

= jedini¢ni niz (niz sjedini¢nim ¢lanomiili
uzorkom, Kroneckerov delta, 6 — niz).
»$6=..,0010,0,..

1 za n=0
Vne Cjelobrojni, n]=
< : an] {O za nz0

o[n]
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Zesol Osnovni nizovi
= jedini¢na stepenica, jedinicni skok
" 4=..00111, ..

1
Vne Cjelobrojni, n]=
< ) ol {O za n<0
$ uln]

za n=0
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Zesol Osnovni nizovi

® jedini¢énarampa
"r=..,001234..

_ . n za nz0
Vne Cjelobrojni, r[n]=
0 za n<O

rin]
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ZESOI Osnovni nizovi

= jedini¢na parabola m-tog stupnja
P,=..0,01" 2" 3" ..

nN" za n=0,neZ

oan-|
P[] 0 za n<O
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S0l Osnovni nizovi
= reani sinusni (kosinusni) niz:

Vne Cjelobrojni, xn]= X cos(w,n+ @)

gdje je X amplituda, a, [radijana/uzorku] kutna
frekvencijaa o [radijana] faza od x[n]

= koristi sei varijablaf, [perioda/uzorku]
definirana kao:

0, = 2nf,
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1 Osnovni nizovi
ZESO]

= graficki prikaz:  cos(Zn—2%)

o=
] ® 9 0 12
\ \ 1
\ [ f=—
[ & 0 24

KKKKKK




ZESOI Osnovni nizovi
= kompleksna eksponencijala
Vne Cjelobrojni, Xn]=
gdjesu A i a realni i kompleksni brojevi

» ako oznagimo: ¢ = i) A=|Ae”
tada mozemo piseti
Xn] =|Alelel™ %" = x [n]+ jx,[n]
gdie je
X [n] =|Ale™ cos(a,n+ )
%[N = | Al €™ sin(apn + @)
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Seson Kompleksni eksponencijalni niz

= suglasno prethodnim izrazima zaX.[n] i %[N
kompleksne eksponencijale su sinusiodalni
nizovi ¢ija se amplituda prigusuje (6,<0),
raspiruje (c,>0) ili je konstantna (,=0).

= primjer kompleksne eksponencijae

x[n] = e(‘%o”%)”
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Primjer kompleksnog
ZESOl eksponencijalnog niza

Realni dio = exp((-1/10)*n)"cos((il7)*n)]

ié 0 TT?gMLLL&O????%Obébbooooooooooooooooo.,

0 5 10 15 20 25 30 35 40

" TWTT

Korak n
Imaginami dio = exp((-1/10)*n)*sin((pi/7)*n)

o 09????00 000000000000
T s

e . L | - . . ﬁﬁ%@ Periodi¢nost sinusno
ZESOI Realni eksponencijalni niz zeso)  Periodi¢nost kosinusnog niza ZESOl T 9
niza: primjer
» primjer realnog eksponencijalnog niza: " niz u[n]=cos(w,n+¢) je periodican ako . z
Wne Cjdlobrojni., u[n] = vrijedi u[n] = cos(@,n + ) = cos(@,(n+N) + ) zaniz u[n] = 18003( n-%)
padlijedi: Wy=2%=>N=2%=15 za k=1
cos(a,(n+N)+¢) = ey
= cos(@yn+ @) cos(ayN) —sin(ay,n+ @) sin(a,N)
HH WH aovo ¢e biti jednako cos(gyn+¢) za i “ ‘J “ ‘J “
. 0 _ ; . I 1
5 JjT[TITTTTITTTTD’???&V?WZOD s T T T [ T I I T 17 m TR S n(a)o N) O I COqa)ON) 1 ato ]e Za. L l
L oN=27k ili Z-N g g -X +
% o, k N s | %
, Periodicnost sinusnog S| x(n)=cos(on), neZ
ZESOI niza:primjer ZESO Svojstva sinusnog niza TS0l g =716  ©=0,=516

= ako 27 wy=N /k zacjelobrojneki N tada
¢eperiod biti visekratnik od 277 @,
= inaceje niz aperiodi¢an, primjer:
u[n] =1.8cos(-Z n—Z)

1.8c0s(Sa(S)/15)"pn-pilT)

KKKKKK
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zaw =7+ Aizlazi
X(n) = cos(nt + A)n = cos(-2n +  + A)n
=cos(-m + A)n = cos (1 - A)n
zaovg niz se ne moze razlikovati dali je kutna
frekvencijaniza

0,=nt+A ilio,=n-A

98
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=4 . . . %% x(n) =cos(wn), ne Z / . . )
Zzso) - Svojstva Sinusnog hiza ZEs0l 0=, =7/ 6 w=,= 11/ 6 ZEs0l Svojstva sinusnog niza
" zaw =2n—Aizlazi iz prethodnog dlijedi da su sve sinusoide
X(n) = cos(2n —A)n = cos(—A)n = cos(An) frekvencije @, = @+ 2kn  -7< @y<w
identi¢ne (i ne moZzemo ih razlikovati) jer
= zazadani niz se ne moze razlikovati je li kutna vrijedi
frekvencija ok B o
o, =2n—Ailio,=A cos((a, + 2kr)n+ @) = cos((w,n+ @) + 2kzn) =
= cos(@pn+9)
zato su sve cos((ay, + 2km)n + @) "dias’
. . kosinusoide cos(a, n + ¢)
ZE80] Svojstva sinusnog niza

sve diskretne sinusoide s frekvencijom
- 1
o<z ili |f]<Z
2

su jednoznacno definirane
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