ZEs0) Podsjetimo se...

» zadnji putarazmatrali:
= Z - transformaciju

ZESOI

= danas ¢emo razmotriti:
= Razlaganje sustavai prijelaz u model s varijablama
stanja— diskretnih sustava

= Razlaganje sustavai prijelaz u model svarijablama
stanja— kontinuiranih sustava

= Odziv kontinuiraih sustava L — transformacijom
= Odziv diskretnih sustava z — transformacijom
= Sustav s povratnom vezom

= Frekvencijska analiza vremenski kontinuiranih
periodi¢nih signala

% Transfer funkcija linearnog,
ESO)] .
vremenski stalnog sustava
= funkcijaH(s) zove se transfer funkcijaili
prijenosna funkcija sustava.
= definiranaje za miran sustav kao:
H9=YO _LYOL -0 zat<o.
U(s) L{u()}
» ako znamo H(s), sustav mozemo predstaviti
kao blok:

zzso1 Transfer funkcija sloZenih sustava

= paraelni spoj podsustava:

H(s) = Y(s)
Ha(s) + Ha(s) E

Y(8) =Yy() +Y,(8) =[H,(5) + H,()]U (s) =H(s)U (9)
H(s) = H,(s) + H,(s)
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o1 Transfer funkcija sloZenih sustava

= kaskadni spoj podsustava:
ue YOS _ YO Hyghy(s) | 1O

Y(8) = H,(s)V(s) = H,()H,()U (5)
H(s) = H,(s)H,(s)

z=so1 Transfer funkcija sloZenih sustava

» prstenasti spoj podsustava— sustav s
povratnom vezom:

ue|__ Hi() L Y(9)
1+ H,(9)H,(9)
E(s)=U ()~ H,(9)¥(s)
Y(8) = Hy(9E(s) = Hy(9)[U(8)~ H,(9Y(9)] = Y(9)
Y(S)(L+Hy()H,(9) = Hy (U (9)
H,(s)
1+ H,(9H,(s)

H(s) =

@ﬁ@ Transfer funkcija sloZzenih sustava
ZESQl

= korigtenjem pokazanih pravila za kaskadu,
prsten i paralelni spoj, sloZzene blok dijagrame
mozemo sazeti i tako odrediti transfer funkciju
cijelog sustava

= primjer: odrediti transfer funkciju sustava
saZimanjem blok dijagrama

= transformirgj

I Hi(9) 1I Ha(s) mo oznageni
U A Yo dioblok
JH—(s)| dijagrama.

L= 7

o1 Transfer funkcija sloZenih sustava

= dobivamo rezultat:

| F® [ H }?%
{ha9

L=

» nacrtgjmo ponovo isti blok dijagram

zesol  Transfer funkcija slozenih sustava
= dobivamo:

Hi(s)

{9 |—{ Ha9

» nadobivenom blok dijagramu prepoznajemo:
= kaskadu,
= SpOj S povratnom vezom.

» kaskada se moZe nadomjestiti blokom ¢ijaje
transfer funkcija: H H,




zeson Transfer funkcija slozenih sustava

= ranije je pokazano da za spoj s povratnom
vezom vrijedi:

u(s Y(s)

ue H,(s) Y
1+ H,(9H, (9

= unaSem primjeru bit ¢e:

Y

L e
U<S>Y<S>_ REIR
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Zeso1 Transfer funkcija sloZenih sustava

= prematome, nas blok dijagram moZemo saZeti:

Ha(s) Hx(9)

1
1+H,(s) |—|H3(s)

= desnu stranu blok dijagrama cini paralelni spoj
podsustava pa ga mozemo nadomjestit
podsustavom ¢ija je prijenosna funkcija:
H,H, + H,. u
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z=so1 Transfer funkcija sloZenih sustava

= daljnjim saZimanjem dobivamo kaskadu:

1
1+H,(s)

— Hu(S) Hx(s) + Hs(s) —

= cijeli sustav prikazan jednim blokom ima oblik:

Hy(s) Hy(s) + Hy(S)
1+ H,(s)
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zesen Transfer funkcija slozenih sustava

= jedan ¢esto korigten element sustavaje
integrator
= transfer funkcijaintegratora:

U 1 |¥9  p(g=1
S

Opis linearnih sustava i njihov odziv

. gdje smo do sada?

ZESOL . . . " . ]
Sanja= Realni",Ulazi = Realni", |Zlazi = Realni Sanja= Realni",Ulazi = Realni" , |Zazi = Realni
Vne Cjelobrojni, x[n+1]= Ax[n]+Bu[n] Vte Realni,  x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y[n]=Cx[n]+Dul[n] (1) = Cx(t) + Du(t)

x[n]= A"x[0]+ ni A""Bu[m|, n>0 X(t) =€"x(0)+ J‘eA"’”BU(T)dT

cx[0]+Dul0], n=0 y(t) = Ce"x(0) + lJ‘Ce"“”’Bu(r)err Du(t)
yinl= CA”x[O]+{”Z’CA""'”Bu[m]}+ pu[n], n>0 °
y[n]:ih[n—m]u[m], nz0 y(l):a[h(l—r)u(r)dr,
a Yy +a,.y" O+ +ayt) =

=bu™ () +b,, U™ (t)...+bu(t)

2bs

a,y{n]+ay[n-1+a,y[n-2]+..+a,y[n-N]=
=hy[n]+bu[n-1]+bu[n-2]+...+b,u[n-M]

% Razlaganje sustava i prijelaz u model s
#2500 varijablama stanja — diskretni sustavi

= diskretni sustav opisujemo jednadzbom diferencija
N M
yinl=-> a,yin-mj+> buln-m
m=1 m=0
= ili z- transformacijom prijenosnom funkcijom:
M

Zb Zm = polinomi od z* u
" brojniku i nazivniku

S Y(@)=H(@U(2)= '”mez i U@ Y(9=H(EU (9 =4 U H (Z) = m=f’)\‘ ' '
v 5 1+Ya " " Sustavima nulei
el polove
13 14 15
Direktna realizacija diskretnih ) Direktna | realllzacua 5@ Dlrlektnall rgﬁmacua
! g H(2= z" H(2)=—3 g H,(2)=—= (9= z"
ZEsol Sustava ZES0l 2 13 a,2" ZEsol ez @Y
S o ulr] Bo yinl
> bz" -
H(@)=—25——=H,@H,(2) <
1+) a,z" z
m=1 > 0
* nuleod H(2): = polovi od H(2): +
by,
M 1 7
—m
H(2)=) b,z H,(D)=—x—— b
m=0 1+>a,z" z
m=L 1 v By 18




. Direktna Il realizacija

Zb z"

m

H(z)=—0— N=M

Zesol " S,
(F) m=1

u[n]
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Direktna Il realizacija—

ZES@{Q jednac}ibe stanja

yin]
X [n+1]=x[n]
%, [n+1]=x[n]

unl

xaln+2]=x, 1]

[n+1 n] za'N+11 J[n
yin] =] +

=)

+ZN:(bN+1—j —byay,. ;) x[n]

Direktna Il realizacija —

- jednadzbe stanja

x[n+1] 0 1 0 - 01 %x[n] | O

%, [n+1] 0 0 1 ------ 0 || %[n] 0

IC R N I H Y

x4l | 0 0 e o 1 x.[nl| o

X [n+1] | [-ay -8y, ------ -a, -a | x[n] | |2
x[n]
%[n]

Y[nlz[(bN _boaN) (bN—l_boaN—l) """ (bl_boai)] E +b0u[n]
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S Kaskadna realizacija diskretnih
ZESel sustava
= razlaganje transfer funkcije H(z) na sekcije
niZeg reda
= polinomi u brojniku i nazivniku prikazuju se
kao produkti polinoma niZeg reda

TP ) B _B() B2 B
A2) A2 AR A2
= razlicite kaskadne realizacije (36) postiZe se

razli¢itim uparivanjem polovai nulaili/i
izmjenom redoslijeda sekcija u kaskadi
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Sﬁﬁ Kaskadna realizacija diskretnih

8@ | [ B@ || B@ 80 | [ 8@ ][ B@
AQ [ A@ |7 AQ A@ || A@ | A@
| B@ ]| B@ &(z)% B@ || B@ || B@
A@ | A@ A@ || AG | A0
# 8@ || B@][ BO 8@ || B.@ || 8@
A@ | A@ [ A@ A@ | A@ | AG

= razli¢ite ekvivalentne kaskadne redizacije
razli¢itim uparivanjem polova
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35  Kaskadna realizacija diskretnih
ZESO]I Sjstava

B(@ B,(2) B,(2) B9 B2 B,(9)
A9 A A2 A2 A2 A2

-

% B,(2) B(2 &(z)% # B(z)H &(z)H B.(2)
AQ [ AG @ @ A2 [ A

# 8@ || B@ ][ B@® 8@ | ] 8@ ]| B@
A(2) A(2) A(2) A(2) A(2) A(2)

-

» razli¢ite ekvivalentne kaskadne redizacije
promjenom redoslijeda sekcija
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K Kaskadna realizacija diskretnih
ZES0] sus[ava

= razlaganje transfer funkcije H(2) na sekcije prvog
i drugog reda

L 1+8,24+ 8, 27
H(2)=b-||H (2 H. (2)= 4 2]
% 11:! : 12 4oy, 7 +ay 27
1+
H, @)=
I+, z
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K Kaskadna realizacija diskretnih

ZES0] sustava
= %y
el e yl[nlz[n] Hd yzﬂn%n'] """ YLTJI[[:]] }
yini
(T)
u [n] yi[n]
S
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Kaskadna realizacija diskretnih
sustava

)(11[n+1]= le[n]

X21[n+1] :_a21X11[n]_a11X21[n]+i[’E]‘
u[n]

X21[n+l] =—a21xu[n]—aux21[n]+u[n]

Y1 [n] = (ﬂn - 0’21))(11 [n] + (:Bu - 0!11)X21 [n] + i[ﬂ
uln]

27




, Kaskadna realizacija diskretnih
ZE@@D sustava

Xz [N+1] =X, [n]
xn Xoo [N+1] =01, %, [N] - alzxzz[n]"'uz[n]
‘722 ﬁzz y[n]
Xzz[n+1] (/621 a21)xu[n]+(ﬁu_au)xm[n]_azz)ﬁz[n]_alzxzz[n]*'u[n]
yz[n]=(ﬁzz70{22)X12[n]'*'(ﬁlz*aiz)xzz[n]"'&[fl

wn]
Y, [n] = (ﬁn —(121))(11[n] + (ﬁu _an)le [n]
+(ﬂ22—0(22))(12[71]+(ﬂ12—(Xlz)Xzz[n]+U[n]
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Kaskadna realizacija diskretnih
sustava

T

X [n+1] =% [n]

Yo [N+1] = —05 % [N] =05 %, [n]+L[r]]

le.[n+1]:(ﬁ21_O’n)xu[n]+(ﬁ11_0’11)le[n]+(ﬂ22_azz)xiz[n]+
+ (B = 05) %5 [N] _aZLle[n]_ale2L[n]+u[n]
Yo [n] = (ﬂZL _D[ZL)le [n]+ (ﬂu _alL)XZL [n]+L[ﬂ]
yin] Yealn]
Y[N] = (B = 01) % [N+ (B = 041) %o [N] + (B = 23) %, [M] +
+ (B2 = 00) %, [N] et (B =00 )% [N]+ (B 0 )%, [N]+u[n]
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Kaskadna realizacija diskretnih

ZESO sustava

X [n+1] o T 0 0 0 0 I xn]] [0
xzi[n+l] f’an —0y 0 0 0 0 le[n] 1
x,[n+1]| | O 0 0 1 0 0 || %,[n]| |0
xoln+l]| 7| Buman Bumen  em w0 0 |xn]|"|1
% [n+1] 0 0 0 0 {0 1ixn]| |0
o4l [ Bu=o Bu= Bo—n Ba—@ —@n -] x[n]] [2

y[n]:[ﬁm’am ﬁn’au ﬂQz’azz ﬂlz’au ﬁzz’an ﬂ“—aﬁ] X]z[n] +b0u[n]

%, [n]
%s[n]
%[n]

; Paralelna realizacija diskretnih
ZESO)| sustava

» razlaganje transfer funkcije H(2) na zbroj
sekcijanizeg redadakle,  un

za N>M

M
> bz"

H(z=—=%——=d+) H,(2)
1+Y a,z j 5
m=1
gD H@
aN 31

S Paralelna realizacija diskretnih
ZESO) sustava

= razlaganje transfer funkcije H(z) na zbroj
sekcija prvog reda,

> i N
za N>M o P
_ N
H(z)=d+> H,(2 :
=1
d:&, H,(2)= L
aN 1_ p]
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Paralelna realizacija diskretnih

S50l sustava
= nekaje H(2) " P>
N
> b,z" ?
m A
H(Z):—mz?\‘ 1
1+ a,z" o
m=1 1 Ay
N <]
H(z)=d+> H,(2 Pow
j=1 i [
Le >
d=2% W)= ~
ay 1- p, 4
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; Paralelna realizacija diskretnih
ZES0) sustava

= jednadZbe stanjasu

x[n+1]= px [n]+u[n]
% [n+1]= p,%[n]+u[n]
X,[n+1]= px[n]+u[n]

Xy [n+1] = pyxy [n]+u[n]

y[n]= pAX ]+ P A [N] .ot Py A ]+
+d+A+A+o +A)u[N]
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, Paralelna realizacija diskretnih
ZESO) sustava
x[n+1]

X, [n+1]
%[n+1] |

+A)u[n]

x.[1]

35

‘ Paralelna realizacija diskretnih
ZESG)| sustava

= uopéem slucgiu neki od polovamogu hiti
kompleksni u tom slucaju su i A takoder
kompleksni

= Zelimo li izbjeci mnoZenja s kompleksnim
brojevima kombiniramo konjugirano kompleksne
korijene kako bi formirali podsustav s dva pola

36




g@ Paralelna realizacija diskretnih
ZESQ sustava

= razlaganje transfer funkcije H(2) na sekcije drugog

reda Zb zm
H(z)=—"%—— =&+2Hj(z)
1+)az" & A
Hj(Z)= ﬂ0j+ﬂlj27

vy 7'+, 7°

= za N neparan barem jedan realni pol
tada je u prijenosnoj funkciji sekcije ay = ;= 0
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Paralelna realizacija diskretnih
ZES0l sustava

yjinl

= zareani pol oy = f3;= 0
By; u [

l+oy7*

yiinl

H;(29)=

Paralelna realizacija diskretnih
ZES0] sustava

= nekaje zadani sustav
H(z) = b0+blz +bzz‘2+b32 +hb,z” +bsz‘5

l+az'+a,z’+a,z7°%+a,2" +a,2”°

» N je neparan barem je jedan pol realan
= neka je jedan pol realan a preostali neka su
konjugirano kompleksni polovi
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@7@ Paralelna realizacija diskretnih

= razlaganje na parcijalne razlomke je oblika

H(Z):%‘F ﬁOl + 1802+ﬂ12z_1 + ﬂ03+ﬂ132_1

~1 ~1 ~2 ~1 ~2
I+, 77 l+o,Z7 + 0,77 1+a,Z +a,Z

= blok dijagram je

Paralelna realizacija diskretnih
Fesol sustava
% [n+1]=-ax [n]+u[n]
X [N+1] =%, [n]

%o [N +1] = 01, %, [N] = 3, %, [] + U]
%5 [N+1] = %5 n]
X5 [N+1] = ~055%5 [ N] ~ 045%5 [N] + U]

yin)

y[n] ==X [n] = Bt Xeo ]+ (B = Bra0iz) %o [M] =
= Bt Xea [N+ (Ba = Poatiz) Xea [ 1] +
+(by/85+ By + By + B u[n]

4

g% Paralelna realizacija diskretnih

ZES0] sustava
0 0 x[n] 1]
i oo X[n]| |0
-a, 0 X, [N] |+ 1 fu[n]
S5 | o
0 —Oly  — Xzs[n] 1_
x[n]
% [n]
Y[n]:[_ﬂman Bt (ﬂu_ﬂmaiz) ~Baha (ﬂm_ﬂozam)] xzz[n] +
%s[N]
| %s[n]

+(%+ﬂm+ﬂoz+ﬁm]u[n]
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%‘% Razlaganje sustava i prijelaz u model s
ZBSO varijablama stanja — kontinuirani sustavi

= kontinuirani sustav opisujemo diferencijalnom
jednadZbom

ioam OlmY(t) Zo md "u(t)

= ili £ - transformacijom prijenosnom funkcijom:

ibmsm * polinomi od su
H(s) = =0 brojniku i nazivniku
> a,s" * sustav imanulei
polove

@@ﬁ Razlaganje sustava i prijelaz u model s
ZBSO varijablama stanja — kontinuirani sustavi

= zaN=M mozemo prikazati y(t) kao

y(t) = {Z md u(t) Z dmy(t)}

m=1

= definicijom funkcijskog bloka za deriviranje D
du(y

u(t) dt
D

moguce je nacrtati blok dijagram za direktnu
realizaciju w“

Direktna | realizacija — kontinuirani
780 sustavi




qg?f@ Razlaganje sustava i prijelaz u model s
ZES00 yarijablama stanja — kontinuirani sustavi
= zbog problema u realizaciji sklopova za deriviranje

u razlaganju kontinuiranih sustava koristi se
funkcijski blok zaintegriranje

o Ju

S

ifu(r)d‘r= ]u(r)y(t—r)drz u(t) = u(t) = L[ Dj[u(r)/z(tfz')d‘r} = %U (s)

t

J.(;[u(a)da}dr = (u(t) = p(t)) = u(t) = L[l[ ]u(o)da]d‘rj = éu (s)

% Razlaganje sustava i prijelaz u model s

ZESO1 varijablama stanja — kontinuirani sustavi

bys" +b, " " +.....+bs+h,

as" +a,,8" t+.....+as+a

= integrirgju¢i N puta diferencijalnu jednadzbu
dobivamo integralnu jednadzbu sustava ¢emu
odgovarai dijedecaformulacija prijenosne
funkcije

H(s)=

b, +by St +. s NP+ s
ay+ay S +..+tas ™ +as™
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Direktna | realizacija kontinuirani
S0l sustavi

Direktna Il realizacija kontinuirani
sustavi
yin]
% (1) = %,(t)
%, (t) = %(t)

XN—l(t) =Xy ®

§ 1 N
Xy (1) = a{u(t) —Zaj_lxl [n]}

j=1

Direktna Il realizacija kontinuiranih

ZES@H ) sustava ) o
0 1 0 - 0 0

% 0 0 1 - o | %0
% (t) : P : %(t)

: _ g g \\\\‘\“\‘ 5 g + 5 u[n]
xaw| | 00 T S EECIR
XN(t) _i _i R _M _k XN(t) il

Y ay ay ay | L3 ]
% ()
%(t)

B LV _b LN

Yo Hb" aNa"j [bl aNalJ [b”’l aNa”’lﬂ a0
Xy (t)
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g%%@ Kaskadna realizacija kontinuiranih

= razlaganje transfer funkcije H(s) na sekcije drugog
reda spojenih u kaskadu — iterativna metoda

s? +B,5+ B,

S*+ oy s+ oy,

H(s)=&-lej(s) H;(2) =

ay

gdieje L nagjvedi cijeli broj sadrzan u (N+1)/2
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% Kaskadna realizacija kontinuiranih

t)=u,(t t t t t
u ul()-Hl(s) ylouz(t) -HZ(S) u 3)&5_____ 'yi% )

% ()

52

’ Paralelna realizacija kontinuiranih
ZESOI sustava
= razlaganje transfer funkcije H(s) na zbroj
sekcija prvog reda (polovi realni) ili drugog reda
(kompleksni polovi)
za N>M uo

M
> b,s"

H(s) =m0 =d+ZHj(s)

N

PILIH !
m=0

Paralelna realizacija kontinuiranih
2SO0l sustava

ﬁljs+ﬁ01

Hi (="
s+ oy s+ ay,

= zareani pol
ﬂUj

S+,

Hj(s):




Odzv kontinuiraih sustava

ol >
L - transformacijom

Stanja= Realni",Ulazi = Realni", |Zlazi = Realni®
Vte Realni, x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

: Odziv kontinuiraih sustava
SEs01 L - transformacijom
= L transformacijajednadZzbi stanja sustava:
sX(s)—x(0) = AX(s)+BU(s)
(sl = A)X(s)=x(0)+BU(s)

©+(s~4)'BU
X (s) =D(s)x(0) + D(s)BU (s)

Odzv kontinuiraih sustava

ZES01 L - transformacijom
» matrica karakteristicnih frekvencijaje

o(s)=(sl —A)* _adi(sd-A)

det(sl - A)

= elementi matrice karakteristicnih frekvencija su

. . kararllq'(?atrriié?“nih razlomljene racionalne funkcije kompleksne
x(t) = €*x(0) + [€"“7Bu(z)dz = d(t)X(0) + [@(t—7)Bu(r)dz fravenja-  XO= )X(©)+L"{O(5)BU (3)} frekvencije
’ ’ resolventa fundamentalna = brojnik polinom n-1 stupnja
t matricad(t) = ert - Lo .
y(t) — CeAt X(O) + J‘CeA(tfr) BU(T)dT"r Du(t) T naZIVﬂIk n-tOg Supnja
; x(t) = @ (t)x(0) + jqn(t —7)Bu(r)dr
55 0 56 57
Odziv kontinuiraih sustava g% . .
i = Odziv kontinuiranih sustava > Odzv diskretnih sustava
ZESQI L - transformacijom ZESQ ZESQ

» det(sl-A) je karakteristi¢an polinom sustava
n-tog stupnjai mozemo gapisati kao produkt
korijenih faktora:

det(sl - A)=(s-p)" (5= )"~ (s=p,)" - (s=p,)"
:1:[(5‘ p,)"

= korijeni karakteristi¢nog polinomap, do p, su

L - transformacijom
= L transformacijaizlazne jednadzbe sustava:
Y(s) =CX(s)+DU(s)
Y(s) = CO(s)x(0) +{CP(s)B+ D}U(s)
* miran sustav: x(0) = 0:
Y(9) ={c(s| ~A) B+ D}u (8)=H (U (s)

z - transformacijom

Stanja= Realni",Ulazi = Realni™, 1Zaz = Realni®
Vne Cjelobrojni, x[n+1]= Ax[n]+ Bu[n]
y[n]=Cx[n]+ Du[n]

x[n]= A"x[0]+ E A™"Bu[m], n>0

m=0

vlastite vrijednosti matrice A odnosno vlastite Cx[0]+ Du(0] n=0
i n i i H 11 nl= n-1
frekvencije sustava ; elementi matrice H (s) su transfer funkcije ylnl CA'X[0] +{ CA™ "By [m]} +Duln], n>0
= m, .... viSestrukost j—tog korijena ij =n. izmedu pojedinih ulazai pojedinih izlaza &
! =1 8 sustava. 59 60
= Odazv diskretnih sustava Odazv diskretnih sustava
22500 Opg¢i kabelski blok dijagram diskretnog sustava ZESQ z - transformacijom ZES0l z - transformacijom

x[n+1] x[n]

u[r] I T l yir]
B ’GE : T C
A
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U@ =z{uln]}, Y(@=z{y[n]}, X(2=zZ{x[n]}
transformacija X[n+1]= Ax[n]+Buln]
jednadzbe stanja  2X(2)— 2x[0] = AX(2)+ BU (2)

(2 — A)X(2) = z[0]+ BU (2)

X(2=z(2d -A) 1x(O)+(zI —A)’1 BU(2)

transformacija
izlazne jednadzbe  Y[Nn]=Cx[n]+Dul[n]

Y(2)=Cz(2 - A" x[0]+{C(2 - A B+D}U(2)

izlaz mirnog sustava x[0] = O biti ¢e odreden sa
Y(29=H(@ U@

transfer matrica vremenski

= - -1
H@Z)=C@ -A)"B+D diskretnog sustava

&(2)=(d -~z rezolventa sustava




Seeop SUStav s povratnom vezom

i v X[n+1] X yiry

B [~(®— EL C [—
iy

G

X[n+1] = Ax[n]+Bu[n]
ufn]  =v[n]-Gx[n]
yin] = Cx[n]

Z2so1 Sustav s povratnom vezom
x[n+1] = Ax[n]+B(v[n]-Gx[n])
x[n+1]=(A-BG)x[n]+Bv[n]
x[n+1]= Ax[n]+ Bv[n]

A - matrica sustava uz zatvorene petlje povratne veze

njene karakteristi¢ne frekvencije g,
odreduju vladanje sustava

moZe se pokazati da za upravljivi sustav postoji najmanje
jednamatrica G takva da karakteristicne vrijednosti g
matrice A budu jednake zadanima
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Tesey POVratnaveza sizaza sustava
ulr] xn+1] x[n] yin]

@@—» B [—~(H)— E-lT c

L

X[n+1] = Ax[n]+Bu[n]
u[n] = v{n]-Ky[n]
yln] = Cx[n]
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Z=01 Povratna veza sizlaza sustava
x[n+1]= Ax[n]+B(v[n]-KCx[n])
x[n+1]=(A-BKC)x[n]+Bv[n]
x[n+1]= Ax[n]+ Bv[n]

A matricaovisi o matricamaA, B, Ci K. Ako je odziv

izvornog sustava nezadovoljavajuéi treba naci matricu
K dabi sustav imao Zeljeni odziv.

Pokazuje se da to nije uvijek moguce za bilo koje matrice
BiC.

Zato se pristuparedlizaciji povratne veze s varijabli
stanja = estimatori
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Opis linearnih sustava i njihov odziv
gdje smo do sada?

ZES Q)]

Sanja = Realni",Ulazi = Realni" , 1Zazi = Realni®
Vne Cjelobrojni, x[n+1]= Ax[n]+Bu[n]
y[n]=Cx[n]+Du[n]
ot
x[n]= A"x[0]+ > A™"Bu[m], n>0
b=

cx[0]+ Dulo], n=0
y[n]:{CA”x[oh{HZJCA"’MB“["‘]}*D”[n]' n>0

y[n]:é:ﬂh[n—m}i[m], nz0

a,y{n]+ay[n-1+ay[n-2]+..+a,y[n-N]=
=hyu[n]+buln-1+bu[n-2]+...+b,un-M]
> bz

Y(2)=H(@U (2 =—"%
1+yaz"

U(2)

X(2)=z(2 -A)" x(o)J;(z -A)'BU(2)
Y(2)=Cz(2 - A)*x[0]+{c (21 - A) *B+DJU(2)

Sanja = Realni",Ulazi = Realni" , IZaz = Realni®
Vte Realni,  X(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

.
X(t) =€*x(0)+ [e*?Bu(r)dr
3

y(t) = Ce"x(0) + ]Ce"“”’Bu(r)dH Du(t)

yit) = (J’h(l—r)u(r)dr,

ay” () +a,y" M)+ +ayl) =
=b,u™ () +b, U™ ).+ Bu(t)
Ybs
Y(9)=H(9U (9 =5
Yas

i
=]

U(s)

X(8)= (sl = A)*x(0)+(sl - A) ' BU(S)
Y(s) = CP(s)X(0) +{CP(s)B+D}U(s) 68

ZESQN

Frekvencijska analiza vremenski

kontinuiranih signala

Signali i sustavi

Zesor  Uvod

Linearna kombinacija kontinuiranih kompleksnih
eksponencijala generira kontinuirani signal x(t)

X(t) — Z CkeijOt Z Cke] 27kt
k=—co K=o
koji je periodi¢an s periodom
T,=1F,
§to upuéuje da linearna kombinacija kompleksnih
eksponencijalamoZze poduZiti u prikazu periodi¢nih
kontinuiranih signala

70

ZESOI

@ﬁﬁ Frekvencijska analiza vremenski

kontinuiranih periodi¢nih signala

dakle, koristenjem kompleksnih eksponencijala

{ejZHKFOt, k=0, £1, +2, ... }

moguce je razloZiti periodicni signal perioda T, pri ¢emu
F,odreduje osnovni period x(t) a koeficijenti { c,}
odreduju oblik signala. Ovakav matematicki prikaz
signaax(t) naziva se Fourierov red.

X(t) — i CkejZIIKFOt

k=—c0
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5‘%@ Frekvencijska analiza vremenski
ZIESO
kontinuiranih periodi¢nih signala

Takav razvoj u trigonometrijski red koristio je Jean
Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)

* politicki aktivan, dva putaizbjegao giljotinu, blizak
Napoleonu, bio prefect jedne francuske regije sa
siedistem u Grenobleu i baS u to vrijeme razvio svoje
ideje o trigonometrijskim redovima

* 21. prosinca 1807. prezentirao svoj rad o difuziji toplinei
pokazao kako red harmonijski vezanih sinusoida moZze biti
koristan u prikazu distribucije temperature kroz tijela

« tadatvrdi i da“bilo koji” periodi¢ni signal moze biti prikazan
s takovim redom.

2




ﬁ@ Frekvencijska analiza vremenski
ZESO)
kontinuiranih periodi¢nih signala

Koncept koristenja “trigonometrijskih suma’ poti¢e jos
od babilonaca koji su ove ideje koristili u predikciji
astronomskih dogadaja.

Istom konceptu se vraca Euler 1748 u istraZivanju gibanja
(titranja) Zice. Lagrange 1759 kritizira njegov pristup
tvrdeci da su trigonometrijski redovi limitirane
uporabivosti.

Fourier jeimao jasnu ideju (podrzanu od Laplacea no
vrlo kritiziranu od Lagrangea) medutim strogu je
matemati¢ku podlogu dao tek Dirichlet 1829. -

ZESOI

Dirichlet, Peter (1805-1859)

German mathematician who gave the
first set of conditions sufficient to
guarantee the convergence of a Fourier
series under the so-called Dirichlet
conditions. He also studied anaysis
and differential equations, giving his
name to the Dirichlet boundary
conditions. He produced Dirichlet's
theorem on primes, gavethefirst
proof of Bertrand's postulate, and
investigated Dirichlet series. Heis
said to have dlept with Gauss's
Disquisitiones Arithmeticae under his
pillow. In any case, he fleshed out
many of the concise and rigid proofs.
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é%@ Frekvencijska analiza vremenski
ZESO
kontinuiranih periodi¢nih signala

Izratunavanje koeficijenta{ ¢} zapocinjeiz

X(t) — i q(ejzl[kl:gl

k=—co
mnoZe seobjestranes e %" || jecijeli broj

integriraju se obje strane preko jednog perioda, dakle od
0do T, ili opéenitije od ty do t+T,

to+T, to+T,
J’ x(t)e JZ/[IFotdt J‘ e jZMFDI[Z Cke]ZIkFoljdt
fo

Kk=—c0
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@ﬁ@ Frekvencijska analiza vremenski
ZESO)
kontinuiranih periodi¢nih signala

desnu stranu transformiramo u

= O 27y (k-1)t gl 2okt [oTe
g2kt —
P I ZC{JZ%F(k—I)}

k=—co k=—co
-
lzraz u zagradi izragunat za gornju i donju granicu jednak
jenuli. S druge strane za k=l imamo
to+T,

dt=t"" =T,
[amger
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gﬁ@ Frekvencijska analiza vremenski
ZESO)
kontinuiranih periodi¢nih signala
slijedi
t0+Tp

[ xe " at=cT,

)
pajeizraz za Fourierove koeficijente

1 toJrTp
_ J27lFt
== [ xe "t

Pt

@ﬁ@ Frekvencijska analiza vremenski
ZESO
kontinuiranih periodi¢nih signala

buduci jet, proizvoljan, integral moZze biti izratunat
preko bilo kojeg intervaladuljine T,

paje konatno izraz za Fourierove koeficijente

_ 1 — j2mkigt
3 L x(t)e ot
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Qfﬁ Frekvencijska analiza vremenski
ZES0
kontinuiranih periodi¢nih signala

Uvjeti konvergencije za Fourierov red
Od posebne vaZnosti je klasa periodi¢nih signala za koje
vrijedi
2
[Ix@f dt<e

i zanjih su Fourierovi koeficijenti {c,} konagni

9

Frekvencijska analiza vremenski
Jasey kontinuiranih periodicnih signala
Postojanje Fourierovog reda za periodi¢ni niz osigurava
ispunjenje Dirichlet-ovih uvjeta:
1. signal x(t) imakonatni broj diskontinuiteta u bilo
kojem periodu
2. signd x(t) imakona¢ni broj maksimumai minimuma
u bilo kojem periodu
3. signal x(t) je apsolutno integrabilan u bilo kojem

periodu
[Ix®)dt <o

Svi periodi¢ni signali od prakti¢nog interesa
zadovoljavaju gornje uvjete 80

51@ Frekvencijska analiza vremenski
ZIESO
kontinuiranih periodi¢nih signala

Prematome za periodi¢ni signal x(t), koji zadovoljava
Dirichletove uvjete, vrijedi par jednadzbi:

X(t) — i CkejZIIkFUt

K=—co

_ 1 — j 2kt
T J’T x(t)e 12t

81




= Frekvencijska analizarealnih
ZESON vremenski kontinuiranih
periodi¢nih signala
Generalno govoreci, Fourierovi koeficijenti ¢, poprimaju
kompleksne vrijednosti.

zarealni periodi¢ni signal x(t) proizlazi dasu c¢,i ¢,
konjugirano kompleksni dakle,

3 Frekvencijska analiza realnih
ZE50 vremenski kontinuiranih
periodi¢nih signala

pazareani periodi¢ni signal x(t) Fourierov red mozemo
pisati u obliku:

x(t)=c,+ Zi\ck | cos(27kFt +6,)
k=1

> Frekvencijska analiza realnih
ZESOl vremenski kontinuiranih
periodicnih signala
cos(27kFt + 6,) = cos(27kFt) cosg, —sin(2zkFt)sing,

pazarealni periodi¢ni signal x(t) prethodni oblik
Fourierovog reda moZzemo transformirati u:

X(t) =a,+ 3 (&, cos2rkF b, sin 27kF )
k=1

C, :‘Ck‘ewk gdiejec, redan o
i postoji i tre¢i oblik Fourierovog reda zarealni periodicni gaelest &% =5
» signal x(t) atemelji se natransformaciji kosinusau a = Z\Ck\COSHk
c, =g |e’* gornjem prikazu b, =2|c|sing,
: Gustoca spektra snage Gustoca spektra snage Gustoca spektra snage
ZEsal periodicnih vremenski ZEs0l periodicnih vremenski ESO) periodicnih vremenski

kontinuiranih signala

periodi¢ni kontinuirani signal x(t) ima beskonacnu
energiju ali konatnu srednju snagu kojaje danas:

1 2
R=ﬁkmwm

kontinuiranih signala

mozemo pisati

1 S i | 27kFt
=g o Z e o

k=—c0

kontinuiranih signala

iz ovoga piSemo tzv. Parseval-owvu relaciju

. :
R=r [ ol = [gf
p ° k=—eo

kako je
. SN ok, S
X =x(1)-x (1) = [T _[r x(t)e ' kFtd[J =>laf ilustrirajmo fizikalno znacenje Parseval-ove relacije:
k=—co p P k=—co
Gustoca spektra snage Gustoca spektra snage Gustoca spektra snage
ZEsel periodicnih vremenski ZES0l periodicnih vremenski ESO)

kontinuiranih signala

neka se x(t) sastoji od samo jedne kompleksne
eksponencijale

ej 27kt

x(t) =6,

u tom slu¢aju svi su koeficijenti Fourierovog reda, osim
Gy, jednaki nuli

sukladno tomu srednja snaga signalaje

P.=lc/’

kontinuiranih signala

ocigledno je da [c,[? predstavlja snagu k-te harmonicke
komponente signala

ukupna srednja snaga periodi¢kog signalaje suma
srednjih snaga svih harmonika

prikazujemo |c,J? kao funkciju frekvencija ki, k=0,£1, +2,.....

dijagram pokazuje kako je snaga periodi¢nog signala
raspodijeljena po razlicitim frekvencijskim (spektralnim)
komponentama — dijagram se stoga naziva gustoca spektra

snage
89

gustoca spektra snage

2
lo,f

??Po ?T T‘P 0?9

L P L
-10Fo -5Fo -Fo 0 Fo 5Fo 10Fo




ZEsol Gustoca spektra snage
periodi¢ni signali imaju, dakle, diskretni ili linijski spektar
razmak izmedu dviju spektralnih linijajednak je
recipro¢noj vrijednosti osnovnog perioda T,

oblik spektratj. raspodjela snage signalaovisi 0
znatajkama signala u vremenskoj domeni

koeficijenti Fourierovog reda poprimaju kompleksne
vrijednosti paih mozemo pisati kaoc, =|c,|e'*

umjesto crtanja spektra snage mozemo crtati amplitudni
spektar {|c,J} odnosno fazni spektar { B}
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Soektar realnog periodickog
signala
zareani peiiodiéni X(t) vrijedi
_ — j 2kt
3 —T—prx(t)e 127 i

ZESol

- Ti [ x()[cos(2kRyt) - j Sn(2rkEyt)] ot
p P
Odnomgfk = Ti L X(t) [cos(—27zkR t) — j Sin(—27kF,t)] ot =

92

= Ti || x®[cos(2rkR,t) + jsin(2zkr)] ot =

Soektar realnog periodickog

ZESOI .
signala

dakle, zarealni periodi¢ni x(t) koeficijenti Fourierovog
reda { ¢} zadovoljavaju slijedeci uvjet:

C =Ck
iz Cega dijedi:

lc,|=|a| i ag(c)=-ag(c,)
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5’@ Primjer Fourierovog reda
ZESOI e .
periodi¢nog pravokutnog signala

()

A

ﬁ?@ Primjer Fourierovog reda
ZESOI . .
periodi¢nog pravokutnog signala

signal je periodic¢an s osnovnim periodom T,

513 Primjer Fourierovog reda
ZES0I e .
periodi¢nog pravokutnog signala

za k0 izradunavamo:
Tplz 7/2

signal je paran tj x(t)= x(-t) pamoZzemo izabrati interval _1 Cjendtg _ L 2 gy
integracije od -T/2do T,/2 G T, JJ./ , X(t)e dt T, J s Ae dt
zak=0+d |Jed| A e—j2;rkFOI 7/2 A ej/!kFor _ e—jzrkFor
Tpl2 7/2 =—— - i
G :i J‘ X(t)dt:i .[ Adt:& T, —JZ/[kFoL/2 RKT, j2
TP -T,/2 Tp -7/2 Tp
S . . Az sinzkF,r
0 C, predstavlja srednju vrijednost (istosmjernu komponentu) = T T k=£1%2,.......
-Tp 2 w2 T - Sgna' ax(t) . p T 0‘[ .
% Primjer Fourierovog reda 5@ Primjer Fourierovog reda k) i i
ES Ol J 9 ZES0N J g SEs0l Primjer Fourierovog reda

periodichog pravokutnog signala

X(t) jeparan = Fourierovi koeficijenti ¢, su realni
= fazni spektar =0zac, >0

= fazni spektar = zac, <0

zarealne ¢, umjesto pojedinacnih prikaza amplitudnog i
faznog spektra obicno se prikazuje samo jedan dijagram
koji oznagava pozitivne i negativne vrijednosti ¢,
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periodichog pravokutnog signala

Ck

AUT,

o e, il T T e, ool F
wr

-5/t —4/t 3/t -2/t -1/t Oy Ut 2/t 3t 4t Sk
Ty 98

periodi¢nog pravokutnog signala

promatraju se Fourierovi koeficijenti za
1. fiksiran T, i promjenljiv

nekaje

A=1

i

T, fiksiran = Fo=1/ T, fiksiran

mijenjamo T :

t=02T,; t=01T,; 1=005T,;
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o bl T % } A, Lol
T
- S/t —4/v -3/t 2% —1iv oj&,7 Uz 2t ¥t 4 5/
x(® C
A AUT,
T ="1/2

AT,

T, (-: 12kiz To 20 -t [} [ 2t
—-/2%/2 it

{U] k

A AUT,
T=1/2
AT,
a’TﬁW Hﬁh
R ST
o
K (:: 12z ) T 2 -l o, n 2t
x () Cx
A AuT,|
T=1/2="1/4
AuT,
il
0
T 7 T EY ) 1/
-2 U2 1

%% Primjer Fourierovog reda
periodi¢nog pravokutnog signala
zakljuéujemo:
» razmak izmedu sugjednih spektralnih linija je

konstantan F, tj. proporcionalan osnovnom periodu
signala

e razmak izmedu susednih spektralnih linija je neovisan
0T

e uzi pravokutni signal u vremenskoj domeni = Siri
spektar (snaga signala se Siri u frekvencijskom
podrugju)
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@f@ Primjer Fourierovog reda
ZESOI . .
periodi¢nog pravokutnog signala

« harmonici zakoje je snagajednaka nuli javljaju se na
frekvencijama kF, za koje vrijedi

snzkFir=0 =zkRr=mr m=%1+2,...

dakle
kfb=m/z m=11+2..

tako zaFy = 4Hzi 1= 0.2T, dijedi daspektralne
komponente na frekvencijama+20 Hz, +40 Hz, 60 Hz,
(8to odgovara Fourierovim koeficijentima c, za
k=45, £10, £15,.....,) su jednake nuli
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Primjer Fourierovog reda
periodi¢nog pravokutnog signala

promatraju se Fourierovi koeficijenti za

ZESQl

2. fiksiran T i promjenljiv T,
A=1
i
7 = fiksiran

Mijenjamo T,

Tp: 2T; Tp: 5r; Tp: 10r;

P I ?TT TT? 20
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