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ZESON Podsjetimo se...

= zadnji puta razmatrali:

konvolucijsku sumaciju — nastavak

odziv MIMO linearnih vremenski kontinuiranih sustava

impulsni odziv linearnih vremenski kontinuiranih
sustava

model ulaz-izlaz za vremenski diskretne sustave

impulsni odziv SISO diskretnih sustava

\Y4
ﬂs a danas

ZESQI
= danas ¢emo razmotriti:

= model ulaz-izlaz za vremenski kontinuirane sustave

Opis linearnih sustava i njihov odziv

\Y3

g‘s gdje smo do sada?

ZESON . ’ ) o . p
Stanja = Realni” ,Ulazi = Realni" , Izlazi = Realni Stanja = Realni” ,Ulazi = Realni" , Izlazi = Realni
Vne Cjelobrojni,  s[n+1]= As[n]+Bx[n] Vie Realni, i) = Aw(()+ Bx(r)

y[n]=Cs[n]+Dx[n] ()= Cw(t)+ Dx(1)
o .
s[n]=4"s[0]+ Y A" Bx[m], n>0 w(t)= e w(0) + [ " Bx(z)dT
= d
Cs[0]+Dx[0], n=0 Y(t)=Ce™ w((])+jCe"“’”Ex(r)dr+Dx(t)
[n] = o
2] CA's [ﬂ]+{ZCA""'”’B, [m]}+Dx[n], n>0

y[n]= ih[n—m}r[m], n20 () =j’h(1—r)x(r)dr,
ayy[n]+ayn=1]+ay[n=2]+...+a,y[n-N]=
=byx[n]+bx[n=1]+bx[n=2]+...+ b, x[n-M]

giS

ZESQI

Kontinuirani vremenski stalni
linearni sustavi

Model sustava s ulazno izlaznim varijablama

\Y3
513 Kontinuirani sustavi — model s
ZES0l : . ..

ulazno izlaznim varijablama

= kontinuirani sustav je opcenito opisan s vise
simultanih diferencijalnih jednadzbi.

= Cesto se viSe simultanih diferencijalnih
jednadzbi svodi na jednu jednadzbu viseg reda
koja veze jednu izlaznu i jednu ulaznu varijablu.

a, " (O +a, 3O+ +ay0) = ()=
=, x" () + b, 2" (0)....+ byx(r)

\Y3
515 Kontinuirani sustavi — model s
ZESel . . ..
ulazno izlaznim varijablama

= koeficijenti {a,;} 1 {b,}
= konstantni — vremenski stalan linearni
sustav
= funkcija vremena — vremenski promjenjivi
linearni sustav

= zavise od ulaznih ili izlaznih varijabli i
njihovih derivacija — nelinearni sustav

\Y
st Kontinuirani sustavi — model s
ZESO : . ..
ulazno izlaznim varijablama

= rjeSenje diferencijalne jednadzbe
ay"” ) +a, y'O+.. . +ayt)=f()=
=b, x" () +b, x" " (t)...+byx(t)

ima dvije komponente:
= y,(?) - rjeSenje homogene jednadzbe
* y,(9) - partikularno rjeSenje

»)=y,O+y,®)

A3
515 Klasicne metode rjesavanja
AESQl

* jednadzba postaje homogena za f{f) = 0:

n

dy
"dt

a +..+ a,y=0

= jednadzba je n - tog reda — ima n linearno
nezavisnih rjeSenja, pa se opée rjesenje
moze prikazati kao linearna kombinacija
pojedinacnih rjesenja.

@O =Ky (O)+K,y,(O)+...+K,y, ()

A\

zesol Klasicne metode rjesavanja

= pretpostavlja se rjesenje oblika: y(¢) = e?, pe C.
= supstitucijom se dobije izraz:

(a,p"+a, p"" +...+ap+a,)e” =0.

= karakteristicna jednadzba gornje diferencijalne
jednadzbe

anp"+an_]p”’1+...+a1p+a0 =0




A\

zesal  Klasicne metode rjesavanja

= opce rjesenje uz n razlicitih karakteristi¢nih
korijena

v =Ke" +Ke" +. . +Ke" =) Ke"
i=1

= opce rjeSenje uz k jednakih od ukupno n
korijena

y, () =Ke" +Kte" +...+ K t""e™

Pil Pul
+K,, e +..+Ke

\3
zZesol  Vremenski stalni sustavi

= opce rjeSenje uz korijene visestrukosti

my, My, ...,m,

)= ie”" i Kl.jtj’l
=1 =

gdje je

n'

A3

zZesol  Vremenski stalni sustavi

= rjeSenje homogene jednadzbe —
komplementarno rjeSenje ili slobodni odziv
sustava,
= postoji i kada nema pobude za K;# 0,

naziva se i vlastito gibanje ili titranje sustava jer opisuje
titranje energije u sustavu bez vanjskog poticaja.

komponente slobodnog odziva titraju isklju¢ivo
karakteristi¢nim frekvencijama sustava p;, koje zavise od
strukture i parametara sustava, a ne od pobude.

komplementarno rjeSenje prisutno je u opéem rjesenju
nehomogene jednadzbe.

st Amplitude viastitog titranja
ZESO
sustava
= opce rjesSenje diferencijalne jednadzbe za
slu¢aj nejednakih korijena je:

)= Ke" +y,(1)
i=1

= konstante K; odreduju se iz pocetnih uvjeta
danih preko vrijednosti funkcije i njenih
derivacijau t=0.

= uzastopnom derivacijom izraza za y(f) u =0
dobiva se sustav linearnih algebarskih
jednadzbi.

g@ggﬂ Amplitude viastitog titranja
sustava

¥0)-y,0)=K,+K,+...+K,
y(o)—i’p(O)ZP]Kl +p,K,+...p,K,

YO)=y, (0= p{ K+ K, kK,

= Van der Mondova determinanta sustava
sastavljena od potencija korijena p, , p/* ~ /.

;o‘;gﬂ Amplitude viastitog titranja
sustava

= uz konstantnu ili periodicku pobudu
partikularno rjeSenje se naziva stacionarno
stanje.

= komplementarno rjesenje iSCezava s
vremenom pa se naziva prijelazno ili
prolazno stanje.

g@gﬂ Amplitude viastitog titranja
sustava

= Prijelazno stanje sastoji se od titranja
vlastitim frekvencijama p, sustava.

= Amplitude titranja u prijelaznom stanju
odredene su razlikom pocetnog stanja
{»®(0)} 1 iznosa partikularnog rjesenja
{y,(0)} u trenutku z = 0.

\Y3
STS Amplitude viastitog titranja
ZESO P g Y
sustava
= Prvi specijalni slucaj: pocetni uvjeti jednaki
partikularnom rjeSenjuu =0

0= 3"(0)=0, i=012,....n-1.
= trivijalno rjeSenje, K;= 0.

= prijelaznog procesa nema, ve¢ stacionarno
stanje kre¢e odmah i ima frekvenciju pobude.

Zs;;gﬂ Amplitude viastitog titranja
sustava

= drugi specijalni slu¢aj: pocetni uvjeti jednaki 0
¥(0)=0, (0)=0,...,y""(0)=0.

= sustav je bez pocetne energije - miran sustav

* ozna¢imo s K, konstante koje slijede iz
pocetnih uvjeta kada je sustav miran




Zs@z‘og‘ﬂ Amplitude vlastitog titranja
sustava

= Treéi specijalni slucaj: () = 0 — nepobuden
sustav

y,(0)=0,3,()=0,..,»p, " (®)=0.

* oznacimo s K, konstante koje slijede iz
pocetnih uvjeta y;’)(O) =0.

s‘ifs Amplitude viastitog titranja
ZES00 sustava

* ukupno rjeSenje prikazano pomocu K, i K,;:
)= |:ZK0iep’t + zKpiep’t:|+yp (1)
i=1 i=1

*» dio s viastitim titranjem frekvencijom p; u
zagradi te prisilno titranje y,(f) frekvencijom
pobude.
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s‘i\‘s Amplitude viastitog titranja
ZE501 sustava
* ukupno rjeSenje prikazano pomocu K, i Kp;
mozZe biti prikazano i ovako

y(t) = ZKOie”"’ +|:ZK]”.€W +yp(t)}
i=1

i=1

odziv nepobudenog odziv mirnog sustava
sustava

» odziv nepobudenog sustava koji titra s p;

* u zagradi je odziv mirnog sustava koji titra s p; i
frekvencijom pobude.
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Sﬁ Prisilni odziv sustava
ZESEN

= Prisilni odziv sustava predstavlja partikularno

rjesenje nehomogene jednadzbe.
= Opcenito se moze dobiti Lagrangeovom metodom varijacije
parametara.

= Za pobudu eksponencijalnom funkcijom
raCunanje odziva je jednostavno jer se y,(f) moze
predstaviti eksponencijalom (deriviranjem se
mijenja samo kompleksna amplituda
eksponencijale).

= QOdredivanje kompleksne amplitude temelji se na
metodi neodredenih koeficijenata.

\3
SHS dziv sustava primjer
ZESOI 0 priny

» naci odziv sustava opisanog diferencijalnom
jednadzbom

$(t)+0,25(6)+0,16y(t) = x(t)
uz x(¢)=0,64s(t) i y(0) =—3; 7(0) =1

= karakteristicna jednadzba i karakteristi¢ne
frekvencije su

P+0,2p+0,16=0=> p,, = 0,1+ j0,3873
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\Y3
zs;s?u OdZziv sustava primjer
= pa je rjeSenje homogene jednadzbe
y (t):Ke(’°’1+f°’3873)’ + Ko 01-/03873)
h 1 2
= partikularno rjesenje je oblika
y,(0)=As(r) =4s(t)

= uvrStenjem u polaznu jednadzbu i

za y,(0)=0,p,(0)=0=
0,164=0,64= A=4

\Y
Sis dziv sustava primjer
ZESO 0 p Y
= totalno rjeSenje je
() = K]e(—0,1+j0,3873)t +K2e(—0,1—j0,3873)t +4s(1)
= konstante K1 K, odreduju se iz pocetnih
vrijednosti

= rjeSenje i njegova derivacija su
y(0) =K, e" + K,e™ +4s(t)
(1) = p K"+ p,K,e™

\3
Sls dziv sustava primjer
ZES0] 0 priny

=zat=0
y(0)=K +K,+4 }
0)=pK, +p,K,
K, =-3,5+2,1947 =4,1312¢/>*"
K, =-3,5-2,1947j=4,1312¢/>*"
= konaéno totalno rjeSenje je
y([) = 4’1312€f2.58|5670,llej0,38731 +4,131267]2.5815670,116—]'0,3873, + 4s([)

Y(t) =8,2624¢ ™" cos(0,3873¢ +2,5815) + 4s(t)
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M,
Sis dziv sustava primjer
ZESO] 0 priny

odziv sustava
8

[

amplituda
~
—

0 10 20 30 40 50 60 70 80
wijeme 27




s‘f\‘fs Odziv nepobudenog sustava primjer
ZESO
= totalno rjeSenje mozemo naci i kao zbroj
nepobudenog i odziv mirnog sustava

= odziv nepobudenog sustava je
_ (=0,1+,0,3873)¢ (~0,1-0,3873)¢
ynep(t) - K()le +KOZe

» konstante K, 1 K, odreduju se iz pocetnih
vrijednosti

* rjeSenje i njegova derivacija su
— yzy Pt
ynep (t) _KOIe 1 +KOZe ’

N,
S?S Zziv sustava primjer
o Odziv sustava primje

=zat=0
ynep(o):KOI +K02 —
ynep (0) = p Ky, + ppK,
K, =-1,5+1,6783) =2,2509¢’>*""
K,, =-1,5-1,6783 =2,2509¢/****

= konacno, rjeSenje nepobudenog sustava je

y (t) — 2 25096j2,3002870‘11610,38731‘ +2 2509efj2,3002670,ltefj0‘3873t
nep > >

Y1 (1) =4,5018¢”™" cos(0,3873¢ +2,3002)
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ZESQl

OdZziv sustava primjer

amplituda

odziv sustava
8
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‘fs Odziv mirnog sustava primjer SIS : : S : :
$ Odziv sustava primjer S Odziv sustava primjer
ZESQI ZESOI p Y ZESOI p Y
odziv mimog sustava
. . . | | 7z = 8
» odziv mirnog sustava je ar=0
(=0,140,3873)¢ (=0,1=/0,3873)¢ Fmin (0) = Kpl * sz +4 ¢
— V0,470, —U,1=J0,
y"”.m (l) B Kp]e * sze * 4S(t) ymim (O) = p]Kpl + pZKpZ /\
4
. \/
__ _ /2.8889 g /
* konstante K, 1 K,,, odreduju se iz pocetnih Ky ==2+0,5164/=2,0636¢ _ L,
vrijednosti K,,=-2-0,5164=2,0656¢ /" :
L derivaci = konacno, rjeSenje mirnog sustava je °
n
rjesenje 1 njegova eflvaclja Sl:, v ()= 2,0656¢">559g 0 gI0IT | 5 (165628589011 0387 +4s(1) B
ymim (t) = I(vplep1 + KpZepz + 4
-40 10 20 30 40 50 60 70 80

Vi (1) = lepleplt + szpzeW 31

i (£) = 4,1312¢71 c0s(0,38731 +2,8889) + 4s(1)

wrijeme

sfs Odziv nepobudenog sustava primjer
ZESO
= totalno rjeSenje mozemo naci i kao zbroj
nepobudenog i odziv mirnog sustava

y(t) = ynep (t) + ymim (t)
Y(t) = (=1,5+1,6783 j)e 03BN 4 (—1,5-1,6783 j)e! /O
+(=2,0+0,5164 /)03 4 (2,0-0,5164 j)e " OF P 1 4s(r)
Y(t) = (=3,5+2,1947 j)e 03 4 (=3,5-2,1947 j)e ™" 1 4g(t)
(1) =4,5018¢"" cos(0,3873¢ +2,3002) +
+4,1312¢™" cos(0,3873¢ +2,8889) + 4s(t)
y(t)=8, 2624¢"" c0s(0,3873¢+2,5815) +4s(¢)

\3
Sls dziv sustava primjer
ZES0I 0 priny

odziv sustava
8

g/

O\
|

/ O

amplituda
~

10 20 30 40 50 60 70 80
wrijeme 35

giS

ZESQI

Signali i sustavi

Sustavi drugog reda




‘?‘is Viadanje i svojstva kontinuiranih
ZESEN sustava drugog reda

= linearni vremenski stalan sustav drugog reda s
jednim ulazom i jednim izlazom opisan je s

Wl_la, ay||w n b
= . X
W, Ay Ay | (W b,
y:[cl cz][wlj|+dx
w,

= jednadzba stanja se moze transformirati u
diferencijalnu jednadzbu drugog reda:

w, —=Tw, + Aw, = u(?)
—Tw, + Aw, =v(2). "

STS Vladanje i svojstva kontinuiranih
sustava drugog reda

= pri tom su:
T'=a, +a,, trag matrice 4

A=a, a,—a,a,, determinanta od 4

u(t) =—a,bx+a,b,x+bx
W(t) =—a,b,x+a,bx+b,x
= Ako su obje konstante a,,= a,,; = 0 (matrica

A je dijagonalna) sustav je opisan s dvije
razvezane jednadzbe prvog reda.

Sﬁ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

= yobicajeno je jednadzbu drugog reda
nepobudenog sustava pisati u obliku:

V+2ay+a]y =0,

20.=—T, a je faktor prigusenja,

@; =A, 0, je frekvencija nepriguienog
titranja.

®» analizirajmo odziv ovog sustava

Sgg Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

= karakteristi¢na jednadzba je:
pP+2ap+w; =0,

= njezina rjeSenja su karakteristi¢ne ili
prirodne frekvencije sustava drugog reda.

—at\o’-@ za a>w,>0
P =—0at\o’ —w] =1-a za o=w,>0

—atjJoy -’ za 0<a<o, ,

Sgﬂ Vladanje i svojstva sustava

drugog reda
* rjeSenje je oblika:  y(¢) =Ye" +Y,e™

= proizvoljne konstante odreduju pocetni
uvjeti »(0) i ¥(0).

= rjeSenje se moze napisati u obliku:

()= Y0 p, =30 pi YO =¥,y
P~ D P, =P
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Sggﬂ Vladanje i svojstva sustava

drugog reda
= zavisno od veli¢ina ol 1 ®, postoji tzv.
= nadkriti¢no prigusenje o > 0,
= kriti¢no prigu$enje o = 0,
= podkriti¢no prigusenje o < 0,
= nepriguseni slucaj o =0.

s];gﬂ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda
=za: =0,75 @,=0,4

a>wm,= p, =—at o’ - =-0,75+0,6344
=-0,1156

,,,,,,,,,,,,,,,,,

=—1,3844
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s!;gﬂ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

"za o=@ =04=p,=-0=-0,4

nnnnnnn prigusenie
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Sgﬂ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

"za: ¢=0,1; @,=0,4

a<@,= p,=-a%tjo —o’ =-0,1% j0.3873

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘




Sﬁ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

"za a=0;0,=0,4= p,=%j\|w; =%0,4

nnnnnnnnnnnnnnnn
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wieme 4%

STSD Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

"za:o=-0,1;, w=0,4

a< @, = p,=-atjo—o’ =0,1% j0.3873

nestabian sustav

wieme 47

ﬂgﬂ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

SIMULINK primjer

gi;s Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

= rjeSenje homogene jednadzbe stanja moze
se dobiti pretpostavkom da eksponencijalne
funkcije w, =W,e?" , w, = W,e”
zadovoljavaju skup od dvije jednadzbe:
W = ayw, +a,w,

W, =aywW, +a,w,
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Sgﬂ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

= dobije se sustav karakteristicnih algebarskih
jednadzbi:
W, = a, W, +a,w, e pWe =(a, W, +a,W,)e"
Wy, = a, W, +a,w, pW,e’ =(a, W, +a,W,)e”
oW =a,\W, +a,W,
W, =a, W, +a,W,
(@, =)W, +a,W, =0
a, W, +(a,, —p)W, =0
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Szgﬂ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

= da bi sustav karakteristi¢nih jednadzbi dao
rjeSenja za amplitude W,, W, razlicite od
nule, mora determinanta sustava biti
jednaka nuli,
(a,-p) ap |
ay (ay—p)

= to daje polinom drugog stupnja:

p —-Tp+A=0.

Sg% Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

= odakle slijede prirodne frekvencije p, i p, za
koje e”’ zadovoljava jednadzbu.

= rjeSenje se moze napisati u obliku:

t s
w(D) =W, " +We™,
w, (1) = VVzleW + VszeW .

Sgﬂ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda
= nezavisne su samo dvije konstante i one se
odrede iz dva pocetna uvjeta.
= druge dvije konstante proizlaze iz prvih
uvrStenjem u jednadzbe stanja za ¢ = 0.
(@, = p)w (0) +a,w, (0) W, = (p = a,)w(0) = a,w, (0)
b= P, Pi= P

W, =

ay, W (0) + (a5, = p))w, (0) W = %M (0)+ (P —ay)w,(0)
2

W, =
. =P pP—D
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Sgﬂ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda - primjeri

dw, dw,




ngsﬂ Vladanje i svojstva sustava

drugog reda
wl |0 1 w| | 0 1 w,
W, - ay . w, N -w 2« . w,

;a?sﬂ Vladanje i svojstva sustava

drugog reda
p=-a+jo,
D, =—a—ja,

= neka je w,(0) = 0, za zadani primjer slijedi

— —P)W (0) + w, (0) — (a+ j(()d)Wl (0)

;SETSD Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

" paje
— (0{ + ]a)d )Wl (0) e(—a+/‘(u,,)l + (—0{ + jwd )Wl (0) e(—a—/‘wd )

wi(1) ; ;
2jw, 2jw,
) 1 ; 1
w, (t) =w (O)e*m a ejwzl’ + _e]wd‘ _ a e’/wu’ + _e’]wdf
2jw, 2 2jw, 2

T="2«a karakteristi¢na jednadzba
A=a] p’+2ap+a; =0 W,
b= P, 2jo,
" N . = L= a)w(0)-w,0) _ o+ jo,)w(0) w ()= e | L sin(w,r) +cos(@,t) |w,(0)
o<, = p,=—-oatj\0 -« 127 = : @,
’ [ —; P =D, 2](04

g’gﬂ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda
= kakoje = w,())=w({)=>

2
w, (1) = — 2= & sin(w, t)w, (0) — @, e sin(@,1)w, (0)

d

a
mza —<x1
a)d

w, (1) = e cos(w,t)w,(0)

w, (£) = —@,e"“sin(@,t)w, (0) .

nggﬂ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

w,(£) = e cos(@,t)w, (0) = cos(@,t) = — (t)i
w (0)e™
(1) = ~@,¢”sin (@, (0) = sin(a, 1) =—2)
—w,e WI(O)

" paje

wo Y wo ),
e "w,(0) —,e”*w,(0)
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;a‘;lﬁ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

=za a=-0,1
w=3; w,=0;

w, =0,4,= w, =0,3873;

Im 4

jay ) .
[ )

J @y -

nggﬂ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

=za 0=-0,1;, w,=0,4=w,=0,3873;

e
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