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ZESON Podsjetimo se...

= zadnji puta:
= nedeterministicke automate
= ckvivalenciju automata
= kaskadu automata

" povratnu vezu automata

\Y4
ﬂs a danas

ZESQ/l

= danas ¢emo razmotriti:

= automate s beskona¢nim brojem stanja
= uvod u vremenski diskretne linearne sustave

= diskretne signale

M,
STS Automati s beskonacnim brojem

ZESO .
stanja

* u analizi kona¢nih automata pokazano je
kako je moguce potpuno opisati ponasanje
sustava uz poznavanje ulaznog niza
znakova te konacnog broja stanja sustava
(koje predstavlja proslost sustava)

= vaznu ulogu imaju sustavi s beskona¢nim
brojem stanja

= razmatramo sustave za koje:

= prostor stanja te ulazni i izlazni alfabeti su numericki

skupovi
) = FunkcijaPrijelaza je linerarna 5
5iS 5iS SIS
ZESO! Automati ZES0l Automati ZESQ] Automati

= posebno se razmatraju sustavi s
Stanja = Realni¥
Ulazi = Realni™

Izlazi = Realnik

Realni Realni

= dakle, sustav ima M razli¢itih ulaza i K
razli¢itih izlaza

= ovakvi sustavi nazivaju se MIMO sustavi —
Multiple-Input, Multiple-Output

= kada je M = K =1 sustav se naziva SISO

= primjer: stereo audio sustav je MIMO
sustav s M=K=2 a novi audio sustavi
kuénog kina su MIMO sustavi s M=K=5

=, X, —Si - i -

= [ ———{ MIMO sustavi opisani ' % sustav — Single-Input, Single-Output

3 Realni . N Realni 3

Q jednadzbama 9 - .

~ diferencii > = stanje je N-torka s N realnih elemenata

I 1rerencija I

S | Realni Stanja = Realni¥ | Realni 3 » N se naziva dimenzijom sustava

SL—— ——/ & s ’

\, N \,
Sis _ S"Is _ Sﬁ Automati
ZEsel Automati ZESO] Automati ZES0]

= definiramo MIMO diskretni sustav kao = ovdje je FunkcijaPrijelaza
" vazno: beskonacni automat

za n€ Prirodni,

x(n)e Realni™  s(n)e Realni™ y(n)e Realni®

ali su ovo nizovi

Xe [Prirodnio - RealniM]
s€E [Priroclni[J - RealniN]

ye [Priroa’ni0 - Realm'K:|

D = (Stanja,Ulazi, Izlazi,

FunkcijaPrijelaza, pocetnoStanje)
uz Stanja - prostor stanja

Ulazi - ulazni prostor
Izlazi — izlazni prostor
pocetnoStanje — pocetno stanje
FunkcijaPrijelaza : StanjaxUlazi
— Stanjax Izlazi

8

FunkcijaPrijelaza : Realni™ x Realni™

— Realni” x Realni®

» FunkcijaPrijelaza se razlaze na dvije
funkcije narednoStanje i izlaz

narednoStanje : Realni™ x Realni* — Realni”

izlaz : Realni” x Realni® — Realni®
Vs e Realni® ,¥x e Realni™,

FunkcijaPrijelaza(s, x) = (narednoStanje(s, x),izlaz(s, x))




\3
ﬂs Automati
ESQI

= za dani ulazni niz x(0), x(1), .... M-torki iz
skupa Realni™, sustav rekurzivno generira
odziv stanja, dakle niz, s(0), s(1), .... N-torki
iz skupa Realni¥ i odziv izlaza y(0), y(1), ....
K-torki iz skupa RealniX kako slijedi
s(0) = pocetnoStanje
jednadzba prijelaza u naredno stanje je
Vne Cjelobrojni,n 20, s(n+1)=narednoStanje(s(n),x(n))
izlazna jednadZba je

Vne Cjelobrojni,n >0, y(n)=izlaz(s(n),x(n)) 10

\73
ﬂs Automati
ZESOI - B .
= u dosada$njim razmatranjima automata n je

predstavljao korak u kojem promatramo
automat

= ako se korak n promotri kao neki trenutak
vremena n7, gdje je T razmak izmedu koraka
tada n nazivamo vremenskim indeksom (ili
opet korakom)

= govorimo o vremenski diskretnim sustavima
= x(n), y(n) imaju realne, fizikalne vrijednosti za

svaki korak #n 1 ovdje se ne koristi znak odsutan
11

Si‘s Oznake

ZESQl

= vremenski indeks (ili korak) # je iz skupa
cjelobrojnih brojeva pa je x(n) vremenski
diskretan signal

= vecina autora i vizualno naglasava diskretnost
signala oznacavajuéi ga kao x[n]

= precizna definicija domene potpuno definira
signal (i sustav) no ovaj vizualni dodatak daje
bolju preglednost u izrazima u kojima domena
moze biti i diskretna i realna

st Automati
ZESOl

= ako FunkcijaPrijelaza ovisi o vremenskom
indeksu » tada govorimo o vremenski
promjenljivom sustavu, inace se radi o
vremenski stalnom sustavu

= isto tako FunkcijaPrijelaza odreduje linearnost
odnosno nelinearnost sustava

\3
Sis Linearnost
ZESOI

*» funkcija f*RealniN—Realni™je linearna ako

Vae Realni,Yue Realni" ,Y've Realni” vrijedi
f(au) =af (u) homogenost
f+v)=f(u)+ f(v) aditivnost
= ova dva svojstva zajedno su ekvivalentni
svojstvu superpozicije
Va,be Realni,Yu,ve Realni" vrijedi

Sflau+bv)=af (u)+bf(v)

M,
Sis Linearnost
ZES0]

= svaka matrica definira linearnu funkciju na
slijedeci nacin
neka je A matrica dimenzije M XN tada je
funkcija
f:Realni — Realni* definirana s
Vxe Realni™,  f(x)= Ax
= pokazimo da svaka linearna funkcija moze biti

prikazana s ovakvom matri¢cnom
multiplikacijom kao Sto to vrijedi za skalarni

. y sluaj Vxe Realni, f(x)=ax s
sj\és Linearnost sji/s Linearnost ﬁs Linearnost
ZESO ZESO ZESO
= definiraju se vektori = koriste¢i svojstvo superpozicije » pa gornja jednadzba
N Y= F) =0 (@)X, f (@) F ot 2, f(e) =) =0 (@)X, f (@) F ot ¥, f(e)
o : T 0 T : = piSemo stup&ani vektor f(e,)e Realni" kao prelazi u
= uz pomo¢ njih mozemo prikazati bilo koji a; M A ai, Ay
-N
vektor x_e Realni” kao sumu o= a, . Vs x, a,, i, a,, L i, a, y
X =X6 4 X8, F o, +xy€y i
gdje je x; (skalar) i-ti element vektora x a, Yu Ay Ay Ay N

o]




\7%
5?5 Linearnost
ZESQI
B a, a, a N X
| Y] G G Gy || %2
y_ =
Yu Ay Ayp - Ay oy [ Xy

odnosno y = Ax
gdje je A matrica dimenzije M XN
A=[ai)j,1SiSM,ISjSN]

\Y3
sjl‘(s Linearni vremenski diskretni sustavi
ZESO

= razmotrimo diskretni sustav opisan s
Stanja = Realni" ,Ulazi = Realni" , Izlazi = Realni®

i jednadzbama
Vne Cjelobrojni,

s[n+1] = narednoStanje(s[n],x[n])
y|n]=izlaz(s[n],x[n)])
= za sustav kazemo da je linearan ako je pocetno

stanje N-torka nula i ako su funkcije
narednoStanje 1 izlaz linearne 20

A\
51‘5 Linearni vremenski diskretni sustavi
ZESO
= ako su funkcije narednoStanje 1 izlaz linearne 1

vremenski stalne (ne mijenjaju se s vremenom)
govorimo o vremenski stalnom linearnom
diskretnom sustavu — LTI (linear time —
invariant system)

\Y
s#s Linearni vremenski diskretni sustavi
ZES0]

= razmotrimo ponovo jednadzbu stanja
s [n + 1] = narednoStanje(s [n] , X [n])

= ako uredeni par (s[n],x[n]) zamislimo kao
(N+M)-torku u kojoj prvih N elemenata
predstavlja s[n] i preostalih M elemenata
predstavljaju x[#] tada bilo koju linearnu
funkciju narednoStanje mozemo prikazati kao

narednoStanje(s[n],x[n]) = P(s[n],x[n])
gdje je P matrica dimenzije NX(N+M)

s*?és Linearni vremenski diskretni sustavi
ZESQ] - [4,B,C,D] prikaz

= kako se prvih N stupaca od P (oznac¢imo ih s A)
mnozi sa s[n] a preostalih M stupaca
(oznacimo ih s B) s x[n] vrijedi
narednoStanje(s [n] ,x[n]) =As [n] + Bx[n]
gdje je A matrica dimenzije NN a B dimenzije
NxM
= sli¢no vrijedi za izlaznu funkciju
izlaz(s[n],x[n]) = Cs[n]+ Dx[n]
gdje je C dimenzije KX N a D dimenzije KXM

s‘fv.{s Linearni vremenski diskretni sustavi
ZESQ! - [4,B,C,D] prikaz

= model s varijablama stanja diskretnog
vremenski stalnog linearnog sustava je dakle
Stanja = Realni" ,Ulazi = Realni" , Izlazi = Realni®

s[n+1] = As[n]+Bx[n]
y[n] = Cs[n]+Dx[n]

= ovaj nacin prikaza sustava naziva se i [A,B, C ,D]
prikaz

Linearni vremenski diskretni sustavi

ESOI [4,B,C,D] prikaz - primjer
= neka je zadan diskretni sustav s [4,8,C,D]
prikazom

Stanja = Realni® ,Ulazi = Realni,

0 1 0 [ s,[n] 0
0 1 Hx,[ﬂ]:lJr[O}x[n]
-4, =4, a5 [n]] [

5i[n]
ylnl=l-a; —a, —a]|s,[n]|+[b]x[n]
s[n]
= dakle N=3, M=1, K=1 tj. sustav je treCeg reda i
ima jedan ulaz i jedan izlaz

Izlazi = Realni
s[n+1] = As[n]+Bx[n]
y[n] = Cs[n]+Dx[n]

sy[n+1]

sl[n+l]}
s, [n+1]|=

= raspiSimo jednadZzbu narednog stanja i izlaznu
jednadzbu 2

\Y)

Linearni vremenski diskretni sustavi
ZESON [4,B,C,D] prikaz - primjer
s/[n+1]=s,[n]
s [n+1]=s;[n]
3 [n + 1] =458 [n] 4,5, [n] &5 [n] + box[n]
y[n]=—ays,[n]-ays, [n]-as; [n]+byx[n]
= prikazimo zadani sustav uz pomo¢ modela ulaz
izlaz §to postizemo eliminacijom s, 5,1 55
® iz trece i Cetvrte jednadzbe slijedi
s;lm+1] = y[n]

26

A\

Linearni vremenski diskretni sustavi
ZESO) [4,B,C,D] prikaz - primjer

" iz s;[n+1] = y[n] slijedi
S, [n]zy[n—l] =, [n+1] =y[n—1] =
S, [n] =y[n—2] =, [n+l]=y[n—2]:>
s,[n]=y[n-3]
= uvrstimo li s, 5,1 55 u Cetvrtu jednadZbu slijedi
y[n]=—a3y[n—3]—a2y[n—2]—a1y[n—1]+b0x[n]
= odnosno

y[n]+a1y[n—1]+a2y[n—2]+a3y[n—3] =b0x[n]z7




> Linearni vremenski diskretni sustavi

PESOI [4,B,C,D] prikaz - primjer
= za dani primjer pokazano je da sustav moze biti

zadan modelom s varijablama stanja dakle
jednadZbom stanja i izlaznom jednadzbom

0 1 0 [ s[n] 0
= 0 1 0 [x[n]
—a; —a, —4 by

S5, [Yl]
8]

5[]

s, [n] [+[B,]x[n]

53[”]
= ili modelom ulaz-izlaz dakle jednadzbom
diferencija

y[n]+aly[n—1]+a2y[n—2]+a3y[n—3] =b0x[n]28

s [n+1]
s, [n+1]
s;[n+1]

+

ylnl=l-a, -a, -a]

A@ Linearni vremenski kontinuirani sustavi

ZESO [4,B,C,D] prikaz - primjer

= pokazano je da vremenski kontinuirani sustav
mozemo prikazati s diferencijalnom
jednadzbom (model ulaz — izlaz)

V@) +d,y(t)+d y(1)+d,y(1) = c,x(2)
= da bi rijesili ovu jednadZbu trebamo poznavati
(0), 7(0) 1 ¥(0)
= ako pocetne uvjete interpretiramo kao pocetna

stanja moguc je slijedeci izbor stanja zadanog
kontinuiranog sustava B

N/ . . . . . . .
STS Linearni vremenski kontinuirani sustavi
ZES0] [4,B,C,D] prikaz - primjer

wi()=y(0), w(O)=y(0), w(@)=3()

= deriviranjem wy, w,, W

Wi(1) = y() = wi (1) = wy (1)

W, () = J(2) = W, (1) = wy (1)

Wy (1) = V(1) = Wy (1) = —dyw, (1) — dw, (1) — d w3 (1) + ¢ x (1)
V() =—d,w,(t) —d,w,(t) —d,w;(¢) +c,x(t)

Linearni vremenski kontinuirani sustavi
ZESeN [4,B,C,D] prikaz - primjer

= piSemo pomocu matrica

W, (?) 0 1 0 || w(®) 0

wy (@) |=| 0 0 I || w,(®) |[+] 0 |x(2)

W (1) —d, —d, —d, || w(1) =)
W](t)

YOy =[=d, —d; —d] w,() |+[eo]x(0)
w;(7)

i Linearni vremenski kontinuirani sustavi

ZES0] [4,B,C,D] prikaz - primjer
= dakle jednadzba stanja i izlazna jednadzba

Stanja = Realni” ,Ulazi = Realni™ , Izlazi = Realni®
w(t) = Aw(t) + Bx(t)
y(t)=Cw(t)+ Dx(t)

32

5%3 Usporedba diskretnih i kontinuiranih
ZESO1 sustava
[4,B,C,D] prikaz - primjer
= usporedimo

y[nl+ay[n=1]+ay[n=2]+ay[n=3]=bx[n] 5i()+d, i) +d () +doy(t) = c,x(t)

s, [n+1] 0 1 0 s, [n] 0 W(t) 0 1 0 ([ w() 0
s,[n+1] |= 0 1 || sy[n] |+] 0 |x[n] | (o) |= 0 1 [l wy(@) |+| 0 |x(t)
s;[n+1] -a, -a, -a||s[n]| |b, W (1) —d, —d, -d, || w(t) [N

s [n] w,(t)
y[nl=l-a - —a]|s,[n]|+[B]x[n] v =[-dy —d, ~ds]|w.(0) | +[e,]x()
s3[n] wy (1)

s[n+1]= 4s[n]+ Bx[n] W(t) = Aw(t) + Bx(1)
y[l1]:Cs[n]+Dx[n] »(6)=Cw(t) + Dx(r)

sv\.%s Linearni vremenski diskretni sustavi
ZESO] - primjer
= primjer generiranja jeke (eho efekta) signala
koja se moze postici realizacijom jednadzbe
diferencija

y[n]=x[n]+ay[n-N]

= neka je
0 zan<0
N=4, «a=0.6, x[n]z 1 zan=0,1
0 zan>l1

sv‘.?s Linearni vremenski diskretni sustavi
ZESQ) primjer
= jednadzba je dakle

y[n]zx[n]+0.6y[n—4]

= racunamo korak po korak

0 y[O]:x[n]+0.6y[4l]:1+0,6*0:l
1 y[1]=x[1]+0.6y[-3]=1+0,6*0=1
2 y[2]=x[2]+0.6y[-2]=0+0,6%0=0
3 y[3]=x[3]+0.6y[-1]=0+0,6*0=0
4 y[4]=x[4]+0.6y[0]=0+0,6%1=0.6
5 y[5]=x[5]+0.6¥[1]=0+0,6*1=0.6
6 »[6]=x[6]+0.6y[2]=0+0,6*0=0
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s*;‘.‘s Linearni vremenski diskretni sustavi
ZBS01 primjer

= odziv mozemo prikazati slikom

Odzivsustava

PPoc92,




ﬁ Linearni vremenski diskretni sustavi
ZES0l primjer
= konstruirajmo model s varijablama stanja
= polazna jednadzba je
y[n] = x[n]+0.6y[n—4]
= napiSimo je u ovom obliku
y[n]=0.6y[n—4]+0y[n-3]

+0y[n—2]+0y[n—1]+x[n]
= pogodno je izabrati

sin]=yln=4].5[n]=y
s;[n]=y[n=2],s,[n]=> [n] v

I |
=
e

7‘5 Linearni vremenski diskretni sustavi
ZESO1 primjer
= slijedi

y[n]=0.6s,[n]+x[n]

s, n]=y[n-4]= s [n+1]=y[n-3]=s,[n]
[ =5 -3] = s [n 1] y[n—2] =[]
=y [r-2)= s [n+1]= y[n-1]= s, [n]

s,[n]=y[n-1]= s, [n+1]=y[n]=0.6s,[n]+x[n]
= iz ovoga slijede jednadzbe stanja i izlazna
jednadzba

ﬁ Linearni vremenski diskretni sustavi

ZESON primjer
= dakle iz
.vl[n]:y[n—4]:>sl[11+1]:}*[11—3]:.v3[)1]
s,[n]=y[n-3]=s,[n+1]=y[n-2]=s,[n] -
sy[n]=y[n-2]= s, [n+1]=y[n-1]=s5,[n]
sy[n]=y[n-1]=s,[n+1]=y[n]=0.65,[n]+x[n]

S, [n+l] =5, [n]
s,[n+1]=s,[n]

=45, [n+1]=s5,[n]
s,[n+1]=0.6s,[n]+x[n]
y[n]=0.6s,[n]+x[n]
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7;5 Linearni vremenski diskretni sustavi
ZES0] primjer
= dakle opet su moguca dva prikaza
model s varijablama stanja

0 10 s,[n]] [o
0 01 s,[n]| |0
“lo o0 1fs]lfo )

06 0 0 s4[n) 1

y[n] [06 00 0] +[1]X[n]

s, [n+1]
s, [n+1]
s, [n+1]
s;[n+1]

0
0
1
0

5[]
5[n]
5 [n]
5¢[”]

model ulaz - izlaz

S‘iﬁ jeka govornog signala y(n) = x(1n) +0.6y(n—N)

ZE™
‘Q z,i i e IS

- ¢

& il
< 14 ¢ Ll i i

A\

ZESQ) Vremenski diskretni signali

= vremenski diskretni signali definirani su samo u
diskretnim trenucima vremena

= neka je signal nekiDiskretanSignal vremenski
diskretni signal i mozemo ga prikazati

nekiDiskretanSignal:DiskretnoVrijeme— Realni

gdje je DiskretnoVrijeme=[0,1/11025, ....,
skup diskretnih trenutaka vremena u kojem je definiran

99225/11025]

y[n]-0.6y[n—-4]=x[n] B ' | signal )
sﬁ A3 \V)
Diskretni signali i otipkavanje . .. . . .. .
ZES@N & P Yy ZESQ) Diskretni signali ZESQ) Diskretni signali
(uzorkovanje)
= vremenski kontinuirani signal Glazba otipkan " primjer

frekvencijom otipkavanja 10 kHz (interval
otipkavanja T=0.0001 sekundi) definiran je
samo u diskretnim trenucima vremena

OtipkanaGlazba :{0,0.0001,0.0002,....,9.9999,10} — Tlak
s pridruzivanjem
OtipkanaGlazba(t) = Glazba(t)
Vte {0,0.0001,0.0002,....,9.9999,10}

* bez obzira na nacin generiranja vremenski
diskretnog signala on je definiran u diskretnim
trenucima vremena ¢ =n7T, dakle n-ti uzorak
signala pojavljuje se u trenutku #7 sekundi u
odnosu na vrijeme 0

44

x: Cjelobrojni — Realni
gdje Vne Cjelobrojni, x[n]|=cos2zFnT)

ili npr. za F=2000 Hz i T=1/10000 sekundi

x: Cjelobrojni — Realni
gdje Vne Cjelobrojni, x[n]=cos(0.47n)




A\
ZESEN Vremenski diskretni signali

» vremenski diskretni signali mogu biti prikazani i
kao niz brojeva - uzorcima
{x[n]} ={....1.41,1.78,2.05,2.19,2.18,....}

= ovdje su prikazani uzorci
x[-2]=141, x[-1]=1.78,

%gﬂ Graficki prikaz vremenski
diskretnog signala

wemenski diskretan signal

§iS

ZESQ) Vremenski diskretni signali

» x[n] oznacava n-ti uzorak niza {x[n]} bez
obzira na nacin generiranja diskretnog
signala

= {x[n]} je realni niz ako je n-ti uzorak x[n]
realan za svaki n

x[0]=2.05, ] * inace je {x[n]} kompleksni niz
oo
x[l]=219, x[2]=218, Yo s s 4 2 o 2 4 6 8 10
= podcrtani uzorak oznacava uzorak za n =0
46 47 48
Y \Y) s"’\v{ﬁ
zesol  Kompleksni diskretni signal ZESQN Primjeri diskretnih signala ZESQ) Primjeri diskretnih signala

= kompleksni niz {x[n]} se moze napisati kao:
{x[nli={x[n]} + j{xin[n]}

gdje su x,[n] 1x,,[n] realni i imaginarni dio
od x[n]

= konjugirano kompleksni niz je
&= {xelnl} - jiximn]}
= Cesto se vitiCaste zagrade ispustaju u
oznacavanju niza

49

= {x[n]}={cos(0.3n)} je realni niz

c0s(0.30)

o=
of
T

xxxxxx

50

» {z[n]}={e"3¥"} je kompleksan niz
" moZe se napisati:
{z[n]}={c0s(0.3n)+jsin(0.3n)}=
={co0s(0.3n)}+j{sin(0.3n)},
gdje je {z,.[n]}={cos(0.3n)}
(Zin[n]}={sin(0.3n)}

\Y

ZESEN Primjeri diskretnih signala

= {z[n]}={el®3"} ={cos(0.3n)}+j{sin(0.3n)}

Eowe
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ZESQ) Diskretni signali

= vremenski diskretan signal je konac¢ne
duljine (finite length) ako je definiran za
konac¢ni vremenski interval

N <n<N,
gdjeje —o< N, i N,<+c0 i N, <N,
= Duljina ili trajanje niza kona€ne duljine je:
N=N,-N,+1I

53

§iS

S0l Diskretni signali
= niz {x[n]}={cos(0.3n)} je beskonacnog
trajanja

» x[n]=n?; —3<n <4 je niz konac¢ne duljine
4-(-3)+1=8
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Zs;‘@g Osnovne operacije na nizovima i
elementi diskretnog sustava
= produkt nizova

@ y
produkt dva niza y = uv ili

inl} = {uln]} * {vn]} y

je niz s opé¢im ¢lanom

= zbrajanje nizova u
zbroj dvanizay =u +vili

lnl} = {uln]} + {v[nl}
je niz s opéim ¢lanom
y[n]=u[n] +v[n) za svakin € Z. v

u

y[n] =u[n]v[n] zasvakin e Z.

\Y4
g@ggﬂ Osnovne operacije na nizovima i
elementi diskretnog sustava

* mnozenje s konstantom

y=axili
D)} = alxin]} = {ax(n} al !
y[n] =ax[n] zasvakin € Z.
= funkcijski blok
y=/Ix]ili x

Wlnl} =/ [x[n]}]
y[n] =f[x[n]] za svakin € Z.

reverzija vremena

\Y3
STS Osnovne memorijske i
ZESel 0 .
predikcijske operacije

= pomak niza — jedini¢ni pomak daje iz
ulaznog niza, niz pomaknut za jedan korak.

unatrag (kaSnjenje i pamc¢enje)  unaprijed (predikcija)

E—l y E y

X X

y=E'xili p{n]} =E"{x[n]}, y=Exili {n]} =E {x[n]},
yln] = (E "), yn] = (Ex)[nl,

v yln]=x[-n] _ _
. « y[n]=x[n-1]1n>0. y[n]=x[n+1]n20. -
5iS $iS $iS
ZESEN Pomak niza ZESQN Pomak niza ZESO) Primjer osnovnih operacija

= operacija pomaka niza unaprijed trazi
nekauzalan sustav pa je neostvariva u
realnim sustavima.
= zato se sluzimo redovito jedinicama za
kasnjenje, odnosno operacijom E-,
x[n],
0

:

,y[n]x[n+1])120 y[n]=x[n—=1]n>0

1 ,1|||1

[
45 n 01234 n 0123456 n

|
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= u literaturi je uobicajeno oznacavati blok za
jedini¢no ka$njenje sa z! umjesto s E!
= kasnjenje za N koraka je operacija

ylnl=uln —N]

59

= zadana su dva niza duljine 5 zadanaza0 <n <4

{a[n]}={56-20-1}

{b[n]}={4-2-241}

= generiranje novih nizova primjenom osnovnih
operacija

{c[n]}={a[n]*b[n]}={20-124 0 -1}

{d[n]}={a[n]+b[n]}={9 4 -4 4 0}

{e[n]}=0.5*{a[n]}={2.53-10-0.5}

s%.%s Primjer prikaza sustava uz pomoc¢

ZES0ll osnovnih operacija
x[n] x[n-1] x[n-2] x[n-3]
E-l E-l E-l
% % o a3
o ) *

yln]= ax[n]+ o x[n—1]+ a,x[n — 2]+ ot x[n - 3]
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\Y)
g@ggﬂ Klasifikacija nizova prema
simetri¢nosti

= konjugirano simetri¢ni niz

xX[n]=x[-n]

za realni x[n] radi se o parnom nizu

i I hw
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\Y3
;a;gﬂ Klasifikacija nizova prema
simetri¢nosti

= konjugirano antisimetri¢ni niz
x[n]= -x"[-n]
za realni x[n] radi se o neparnom nizu




A\
g@g‘gﬂ Klasifikacija nizova prema
simetri¢nosti
= svaki kompleksan niz moze biti prikazan

kao zbroj njegovog konjugiranog
simetri¢nog i konjugiranog antisimetricnog

\Y
g@ggﬂ Klasifikacija nizova prema
simetri¢nosti

= svaki pak realan niz moze biti prikazan kao
zbroj njegovog parnog i neparnog dijela

v . v e . .
s‘fs Periodi¢ni nizovi
ZESO
= za periodiCan niz vrijedi
x[n]= x[n+kN]
N je period ponavljanja, k€ Z
= najmanji N koji zadovoljava x[n]= x[n+kN]

dijela x[n]=x,[n]+x,[n]
x[n]=x_[n]+x,,[n] gdje su je osnovni period -
gdje su x,[n]=0.5(x[n]+x[-n]) L .
X,,[n]=0.5(x[n]+x"[-n]) x,[n]=0.5(x[n]-x[-n]) /I T | R R
x,,[n]=0.5(x[n]-x"[-n]) p ’{ . ’ }
ZES Osnovni nizovi ZESO] Osnovni nizovi ZESO] Osnovni nizovi

®= jedini¢ni niz (niz s jedini¢nim ¢lanom ili
uzorkom, Kroneckerov delta, & — niz).
=6=..0,0,1,0,0, ..

* jedini¢na stepenica, jedini¢ni skok
"u=.,0,0,1,1,1,..

* jedini¢na rampa
"r=.,0,0,1,2,3,4,..

) o n za n=0
Vne Cjelobrojni, r[n]=

I za n=0 Vne Cjelobrojni bz n20 0 <0
. .. - S = Z
Vne Cjelobrojni, o[n]= ne Gjelobrojni, - uln] 0 za n<0 an
0 za n#0 A
uln Ml
o[n] .
2 1 b1 2 n & o 1 2 3 4 n o o 1 2 3 4 n ®
\Y \3 %
... ... S Osnovni nizovi

ZES0] Osnovni nizovi ZESO[ Osnovni nizovi ZESOI

= jedini¢na parabola m—tog stupnja
P,=..,0,0,1"2" 3" ..

{nm za n=20,neZ

P,[n] 0 za n<0

= realni sinusni (kosinusni) niz:
Vne Cjelobrojni, x[n]= X cos(wyn+ @)
gdje je X amplituda, @, [radijana/uzorku] kutna
frekvencija a @ [radijana] faza od x[n]
= koristi se i varijabla £, [perioda/uzorku]
definirana kao:
o, = 27tf;
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= graficki prikaz: COS(% n— E)

z Y
0.4 0_7

e L
g 1
54 | ] fo‘a




giS

ZESO) Osnovni nizovi
= kompleksna eksponencijala
Vne Cjelobrojni, x[n]= Ac"
gdje su A i a realni i kompleksni brojevi
» ako oznadimo: a=e @) 4= |4’
tada mozemo pisati

x[n] :‘A‘e”’e([’“‘/%)" =x,[n]+ jx,,[n]

\Y4

zesol  Kompleksni eksponencijalni niz

* suglasno prethodnim izrazima za x, [#] 1 x;,,[7]
kompleksne eksponencijale su sinusiodalni
nizovi ¢ija se amplituda prigusuje (6,<0),
raspiruje (6,>0) ili je konstantna (¢,=0).

= primjer kompleksne eksponencijale

s‘i‘a‘ Primjer kompleksnog
E501 eksponencijalnog niza

Realni dio = exp(-1/10)"n)*cos((pi/7)"n)]

Amplituda

bo?TT?P00666600000000000000000~

ﬁ“fw

[ 5 10 15 20 25 30 35 40

TWT?

Koral
Imaginami dio = exp((-1/10)")"sin((pil7)'n)

Amplituda

ede Je x[n] = el Ak o T e
x,[n]= ‘A‘ e cos(@yn+ @) % 5 10 15 20 25 30 % 4
x,,[n]= ‘A‘ e”" sin(@,n + @) . 2 2
Y M AV
. L T . . sis Periodicnost sinusnog
ZESEN Realni eksponencijalni niz zesol  Periodic¢nost kosinusnog niza ZESQ)

= primjer realnog eksponencijalnog niza:
Vne Cjelobrojni,, u[n]l=Ua"

" niz u[n]=cos(w,n+ @) je periodi¢an ako
vrijedi u[n] = cos(w,n + @) = cos(@,(n+ N)+ @)

niza:primjer

* zaniz u[n]=1.8cos(3£n—=

. pa slijedi: w, = %r —~N= % =15 za k
w211 15
" : cos(w,(n+N)+¢)=
L = cos(w,n+ @) cos(w,N)—sin(@,n + @) sin(w,N)
N W H a ovo Ce biti jednako cos(w,n+¢) za il il Bl il il |
. . sin(@,N)=0 i cos(w,N)=1 atoje za: TP !
UL ‘DHHUTNITTTTZTF??szvw;w s T T T T [ T [ ]ﬁ [ ( 0 ) ( V) ]
o N . .
N=2zk ili === ili f=— L
. , mk ili P ili f n N "
sv\.%s Periodicnost sinusnog sv‘.%s s%‘g x(n)=cos(wn), nez
ZES0] niza:primjer ZESOl! Svojstva sinusnog niza ZESOI o=0=T16  ©=0=516

= ako 2w/ w=N /k za cjelobrojne ki N tada
¢e period biti viSekratnik od 247/ @),

= inace je niz aperiodiCan, primjer:
uln]=1.8cos(XLp )

1.8c05((sn(S) 15)"pi*n-pil7)

za =T+ A izlazi
x(n) = cos(m+ A)n =cos(-2n+ T + A)n
=cos(-m + A)n=cos (n - A)n
za ovaj niz se ne moze razlikovati da li je kutna
frekvencija niza
o, =n+A ilio,=n-A
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zesol  Svojstva sinusnog niza

» za ® =21 — A izlazi
x(n) = cos(2m — A)n = cos(— A)n = cos(An)

= za zadani niz se ne moze razlikovati je li kutna
frekvencija

o, =2n—Ailio,=A

x(n) = cos (wn),
o=0,=T/6

w=0,=11n/6

§iS

ZES0N Svojstva sinusnog niza
iz prethodnog slijedi da su sve sinusoide
frekvencije @ = @y+2kn -z<@, <=
identi¢ne (i ne mozemo ih razlikovati) jer
vrijedi
cos((@w, +2km)n+ @) = cos((w,n+ @)+ 2kmn) =

= cos(w,n+ @)

zato su sve cos((@, + 2kn)n + ¢) ~alias”

N kosinusoide cos(@,n + @) “
cos(amn), @ z cos(an), @ 37
\ T v L w== . w="—
= 2 4
s‘is . . . cos(mn), @ 6 s‘is
ZESQI SVO_]StVCl Stnusnog niza ZESOI v Ty an
[ 1 [
. . . .. . [ [ [T
sve diskretne sinusoide s frekvencijom e e e
G T
.. T e e T T
|a)|Sﬂ' ili |f|S—
2 cos(wn), w=rx cos(wn), = 5—”
4

su jednoznacno definirane

V4
w==
4

\Y
st Prikaz niza uz pomoé dn)
ZESQN

= svaki niz moze biti prikazan uz pomo¢ sume
jedini¢nih impulsa

x[n]=0.76[n+3]+0.25[n+1]+0.58[n —1]- 0.28[n — 2]
+0.78[n— 4]+ 0.38[n—5]-0.35[n—17]




