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Frekvencijska analiza viemenski
kontinuiranih signala

Signali i sustavi

Zesor Uvod

Linearna kombinacija kontinuiranih kompleksnih
eksponencijala generira kontinuirani signal x(¢)

X(t) — che/‘kﬂot — zcke/'ZﬂkFot
k=—co k=oo
koji je periodi¢an s periodom
T, =1/F,
$to upucuje da linearna kombinacija kompleksnih

eksponencijala moze posluziti u prikazu periodi¢nih
kontinuiranih signala

5@ Frekvencijska analiza vremenski
ZESel
kontinuiranih periodicnih signala

dakle, koristenjem kompleksnih eksponencijala

{eﬂ”kp"/, k=0,£1,%£2,..... }

moguce je razloZiti periodi¢ni signal perioda 7, pri cemu
F,, odreduje osnovni period x(¢) a koeficijenti {c,}
odreduju oblik signala. Ovakav matematicki prikaz
signala x(¢) naziva se Fourierov red.

() = zckejZﬂkFﬂz

J=—oo

gﬁ Frekvencijska analiza vremenski
ZESOI
kontinuiranih periodicnih signala

Takav razvoj u trigonometrijski red koristio je Jean
Baptlste Joseph Fourier (1768-1830)

* politicki aktivan, dva puta izbjegao giljotinu, blizak
Napoleonu, bio prefect jedne francuske regije sa
sjedistem u Grenobleu i ba§ u to vrijeme razvio svoje
ideje o trigonometrijskim redovima

\\

* 21. prosinca 1807. prezentirao svoj rad o difuziji topline i
pokazao kako red harmonijski vezanih sinusoida moze biti
koristan u prikazu distribucije temperature kroz tijela.

« tada tvrdi i da “bilo koji” periodi¢ni signal moze biti prikazan
s takovim redom.
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5@ Frekvencijska analiza vremenski
ZESQ
kontinuiranih periodicnih signala

Koncept koristenja “trigonometrijskih suma” potice jo§
od babilonaca koji su ove ideje koristili u predikeiji
astronomskih dogadaja.

Istom konceptu se vra¢a Euler 1748 u istrazivanju gibanja
(titranja) zice. Lagrange 1759 kritizira njegov pristup
tvrdeéi da su trigonometrijski redovi limitirane
uporabivosti.

Fourier je imao jasnu ideju (podrzanu od Laplacea no
vrlo kritiziranu od Lagrangea) medutim strogu je
matemati¢ku podlogu dao tek Dirichlet 1829. s

ZESQI

Dirichlet, Peter (1805-1859)

German mathematician who gave the
first set of conditions sufficient to
guarantee the convergence of a Fourier
series under the so-called Dirichlet
conditions. He also studied analysis
and differential equations, giving his
name to the Dirichlet boundary
conditions. He produced Dirichlet's
theorem on primes, gave the first
proof of Bertrand's postulate, and
investigated Dirichlet series. He is
said to have slept with Gauss's
Disquisitiones Arithmeticae under his
pillow. In any case, he fleshed out
many of the concise and rigid proofs.

5@ Frekvencijska analiza vremenski
ZESOI
kontinuiranih periodicnih signala

Izracunavanje koeficijenta {c,} zapocinje iz

j 27Tk
x(t) = che’ bl
f—
—Jj2rFlt

mnoze se obje stranes e , 1 je cijeli broj

integriraju se obje strane preko jednog perioda, dakle od
0do T, ili opcenitije od £, do #;+7,,

tg+T), o+, oo
- j2niF, - j27iF, j27kF,
fx(t)e St = J.e 2 "'( E ce’ ™ °’jdt

f 1 k=—co

5@ Frekvencijska analiza vremenski
ZESQl
kontinuiranih periodicnih signala

desnu stranu transformiramo u

2y (k=I)t j|’ﬂ+T:

to+T, .
o/ Dt gy €
e I =2 LZ;z'F(k )

k=—o0 k=—c0
-
Izraz u zagradi izracunat za gornju i donju granicu jednak
je nuli. S druge strang za &=/ imamo

1+T,
o+,

jdt=tl

fy

=T

P

5@ Frekvencijska analiza vremenski
ZEST
kontinuiranih periodicnih signala
slijedi
fo+T,

.[x(t)e’jz”F”“dt =cT,

1o
pa je izraz za Fourierove koeficijente
to+7,

== Ix(t)e‘jz”%’dt

Y2




% Frekvencijska analiza vremenski
ZESO]
kontinuiranih periodicnih signala

bududi je ¢, proizvoljan, integral moze biti izracunat
preko bilo kojeg intervala duljine 7,

pa je kona¢no izraz za Fourierove koeficijente

_ 1 —j2rkFyt
¢ = FJ.Tp x(t)e dt
P

5@ Frekvencijska analiza vremenski
ZES Ol
kontinuiranih periodicnih signala

Uvjeti konvergencije za Fourierov red

Od posebne vaznosti je klasa periodi¢nih signala za koje
vrijedi

Ir\x(t)\zdt <oo

i za njih su Fourierovi koeficijenti {c,} konacni

Frekvencijska analiza vremenski
7esan kontinuiranih periodicnih signala

Postojanje Fourierovog reda za periodi¢ni niz osigurava

ispunjenje Dirichlet-ovih uvjeta:

1. signal x(#) ima konac¢ni broj diskontinuiteta u bilo
kojem periodu

2. signal x(f) ima konac¢ni broj maksimuma i minimuma
u bilo kojem periodu

3. signal x(7) je apsolutno integrabilan u bilo kojem
periodu

[ Fe(oldr <o

Svi periodicni signali od prakti¢nog interesa
zadovoljavaju gornje uvjete 1

gﬁ Frekvencijska analiza vremenski
ZESO
kontinuiranih periodicnih signala

Prema tome za periodi¢ni signal x(¢), koji zadovoljava
Dirichletove uvjete, vrijedi par jednadzbi:

x(t) — chejZHkFur

f=—oo

_ 1 —j27kFyt
¢, = ?p .[rp x(t)e dt

Frekvencijska analiza realnih
ZESON vremenski kontinuiranih
periodicnih signala
Generalno govoreci, Fourierovi koeficijenti ¢, poprimaju
kompleksne vrijednosti.

za realni periodicni signal x() proizlazi da su c;ic,
konjugirano kompleksni dakle,

1 (7%
= ‘Ck‘e

— —J 0
L =lade

. Frekvencijska analiza realnih
ZESQN vremenski kontinuiranih
periodicnih signala

pa za realni periodi¢ni signal x(f) Fourierov red mozemo
pisati u obliku:

x(®)=c, +2i\ck\cos(2zzkf;r +6,)
k=1

gdje jec, realan

postoji i tre¢i oblik Fourierovog reda za realni periodi¢ni
signal x(¢) a temelji se na transformaciji kosinusa u
gornjem prikazu

Frekvencijska analiza realnih
ZESEN vremenski kontinuiranih
periodicnih signala
cos(2rkEt +6,) = cosQrkFt) cos 8, —sin(2rkFt)sin 6,
pa za realni periodi¢ni signal x(¢) prethodni oblik
Fourierovog reda mozemo transformirati u:

x(t)=a,+ Y. (a, cos 27k Fyt b, sin 27k F,t)
k=1

gdjejesu q,=c¢,
a, =2

c,|cosd,

b, = Z‘Ck ‘ siné,

Gustoca spektra snage
ZESQN periodicnih vremenski
kontinuiranih signala

periodi¢ni kontinuirani signal x(#) ima beskonac¢nu
energiju ali kona¢nu srednju snagu koja je dana s:

1
= [ @ dt
P P

kako je
() = x(t)-x" (¢)

: Gustoca spektra snage
ZESON periodicnih vremenski
kontinuiranih signala

mozemo pisati

L St

p—

= Zc,{ I x(t)e _IZMF‘”dtJ— Z‘ck‘

k=—oo0 k=—c0




Gustoca spektra snage
ZESEN periodicnih vremenski
kontinuiranih signala

iz ovoga piSemo tzv. Parseval-ovu relaciju

| .
P, =;pj,p @ di = 3 Jeif

f=—oo

ilustrirajmo fizikalno znacenje Parseval-ove relacije:

Gustoca spektra snage
ZESQN periodicnih vremenski
kontinuiranih signala

neka se x(7) sastoji od samo jedne kompleksne
eksponencijale

x(t)= ckejlzrkl"ot

u tom slu¢aju svi su koeficijenti Fourierovog reda, osim
¢, jednaki nuli

sukladno tomu srednja snaga signala je

: Gustoca spektra snage
ZESQN periodicnih vremenski
kontinuiranih signala

ocigledno je da |c;? predstavlja snagu k-te harmonicke
komponente signala

ukupna srednja snaga periodi¢kog signala je suma

srednjih snaga svih harmonika

prikazujemo |c,? kao funkciju frekvencija kF, k=0,£1, £2,.....
dijagram pokazuje kako je snaga periodi¢nog signala
raspodijeljena po razli¢itim frekvencijskim (spektralnim)
komponentama — dijagram se stoga naziva gustoca spektra

k= ‘Ck‘z
x snage
19 20 21
Gustoca spektra snage , 5@ Spektar realnog periodickog
ZESEN ZESQN Gustoca spektra snage ZESQN ,
- gustoca‘ spektr‘a snage Slg}’lala
tad periodi¢ni signali imaju, dakle, diskretni ili linijski spektar . . L
za realni periodi¢ni x(¢) vrijedi
razmak izmedu dviju spektralnih linija jednak je 1 _ kEyt
mak rzmedu ; . c =fj x(t)e 7 gy

recipro¢noj vrijednosti osnovnog perioda 7, kool
P

oblik spektra tj. raspodjela snage signala ovisi o 1

znadajkama signala u vremenskoj domeni = T IT x(¢ )[COS(ZIZ'kF0 t)— jsin(2zkF, 0)dt

koeficijenti Fourierovog reda poprimaju kompleksne q ?

. S » - odnosno: | .
vrijednosti pa ih mozemo pisati kao e, = IT X( t)[cos (27K F 1) — j sin(—27kF, t)]d -
994 ° ? 599, umjesto crtanja spektra snage mozemo crtati amplitudni T,
ors o o s . spektar {|c;|} odnosno fazni spektar {6, 1 . .
T
2 23 p 7 24
o Spektar realnog periodickog > Primjer Fourierovog reda o> Primjer Fourierovog reda

signala

dakle, za realni periodi¢ni x(¢) koeficijenti Fourierovog
reda {c,}zadovoljavaju slijedec¢i uvjet:
Cp =6

iz Cega slijedi:

e =le| i argle,)=-arg(c,)

periodicnog pravokutnog signala

x(t)

A

-Tp -2 T2 Tp
26

periodicnog pravokutnog signala

signal je periodi¢an s osnovnim periodom 7,

signal je paran tj x(f)= x(-f) pa mozemo izabrati interval
integracije od -7,/2 do 7,/2

za k=0 slijedi:
T,/2 /2
| 1 A
= [xdi=—- [4di="7
Tp -T,/2 Tp -7/2 T/}

¢, predstavlja srednju vrijednost (istosmjernu komponentu)

signala x(¢) ”




Primjer Fourierovog reda

Primjer Fourierovog reda

Primjer Fourierovog reda

ZESO . gev . ZESO  gev . ZESO  gev .
periodicnog pravokutnog signala periodicnog pravokutnog signala periodicnog pravokutnog signala
C
za k#0 izraunavamo: x(#) je paran = Fourierovi koeficijenti c, su realni AT -
e
T,/2 /2 .
¢ = i jx(t)eijz”kF"'dt _ i rJ-Aefﬂ”kF"rdt _ = fazni spektar=02za ¢, > 0
p -T2 T, :h» = fazni spektar = za ¢, <0
A4 e i . e za realne ¢, umjesto pojedinagnih prikaza amplitudnog i
T, — j27kF, L/z TFKT, 2 ]f(a;pog sp?ktra ob{(t:.rlo se prlkat;uje samo (Jleda? dijagram
. oji oznadava pozitivne i negativne vrijednosti ¢, Lo » ?TTT(L : i " o F
_ATSINRET i I
Tp ”kE)T =5/t -4/t =3/t =2/t -1/t 0‘ 1/t 2/t 3/t 4/t Sit
28 29 “TP 30
o [ {0} i
S0l Primjer Fourierovog reda =12
periodicnog pravokutnog signala
promatraju se Fourierovi koeficijenti za Pty T T ool £ qTTﬁﬂ mﬁ‘f@ | o
. . L op LLLL iﬂi 18 RN OIS
1' ﬁkSITan ]jﬁ 1 prOm_]enl_]lV T T vz w2 T -5/t -4/t 3T -2t -1/t Oy 1/t 2/t 3T 4T St ’ Ty (4/2 2 T —2m -l ) I 2t
neka je B7AF)
A=1 A (1) . °k . x(t) . S
i T=1/2 T=12=1/4
T, fiksiran = F,=1/ T, fiksiran
4 0 P AUT, AUT,
e il | M.
i i \
1=027,; 1=0.7,; t1=005T,; 0 e g
. T (:«( a 1r/zz) To EV I oy, U 2 ) El -l T B o\mv 1t )
o Primjer Fourierovog reda %@ Primjer Fourierovog reda o Primjer Fourierovog reda
periodicnog pravokutnog signala periodicnog pravokutnog signala periodicnog pravokutnog signala
zakljuCujemo: + harmonici za koje je snaga jednaka nuli javljaju se na

+ razmak izmedu susjednih spektralnih linija je
konstantan F,, tj. proporcionalan osnovnom periodu
signala

+ razmak izmedu susjednih spektralnih linija je neovisan
01T

* uzi pravokutni signal u vremenskoj domeni = S§iri
spektar (snaga signala se $iri u frekvencijskom
podrucju)

frekvencijama kF, za koje vrijedi
sinzkFit=0 = #mkFt=mr m=%112,....

dakle
kFy=m/t m=%13%2,.. ..

tako za F,=4Hz i 1= 0.27, slijedi da spektralne
komponente na frekvencijama +20 Hz, +40 Hz, £60 Hz,
(8to odgovara Fourierovim koeficijentima ¢, za

k=15, £10, £15,..... ,) su jednake nuli
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promatraju se Fourierovi koeficijenti za

2. fiksiran T i1 promjenljiv 7,

A=1

i
7 = fiksiran

Mijenjamo 7);:

Tp=21:; T =57, Tp= 107;
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Fourierova transformacija
kontinuiranog aperiodicnog
signala

Fourierova transformacija
Zesel  konmtinuiranog aperiodicnog
signala

x(#) aperiodicni signal kona¢nog trajanja

kreiramo periodicni signal peiroda 7, periodi¢nim
ponavljanjem signala x(¢)

40

x(t)

ZESOI

x,()
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: Fourierova transformacija
ZEsel  kontinuiranog aperiodicnog
signala

vrijedi da je: x(¢) = Tlim xp(t)

ova interpretacija kao i prethodni primjer ukazuju da bi
spektar x(#) mogli dobiti iz spektra x,(1) uz T, — oo

Fourierova transformacija
Zesel  konmtinuiranog aperiodicnog
signala

prikaz x,(#) uz pomo¢ Fourierovog reda je:

x, (t) = chejmm Fy=—

k=—oco
gdje je
/2

T,
¢, = Ti pr (H)e ™ gy

P -T,/2
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Fourierova transformacija
ZEsel  konmtinuiranog aperiodicnog

signala
buduéi je x(¢) = x,(¢) za -T,/2 < t < T,/2 mozemo pisati:
T,/2
17 2Tk
¢ =— JAx(t)e_"z”kr‘”dt
T 7
p -T,/2

vrijedi takoder da je x(f) =0 za |t | >T,/2 = granice
integrala mogu biti zamijenjene s - o< odnosno o<

¢ = TL J. x(f)e ™ gy

P
44

: Fourierova transformacija
ZEsol  konmtinuiranog aperiodicnog
signala

Definiramo funkciju X(F) koju nazivamo Fourierovom
transformacijom x(7):

X(F)= Tx(l)e‘jz””dt

X(F) je funkcija kontinuirane varijable F’

X(F) mozemo povezati s prije izvedenim ¢, na slijedeci
nacin:




Fourierova transformacija
ZEsel  konmtinuiranog aperiodicnog
signala
T i 1 T —j 27k
iz X(F)= [ x(0)e ™ dt i ¢, = [x(ye” dt =

p

1
I =FX(kE)) o T =X(kE)
P
prema tome Fourierovi koeficijenti ¢, su uzorci X(F)

uzeti na frekvencijama kF), te zatim pomnoZeni s F,
ili sa /T,
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Fourierova transformacija
ZEsel  kontinuiranog aperiodicnog
signala

Fourierov red za x,(r) sada moZemo pisati

1< - 1
=—"> X(kE)e"*™ F =—
x, (1) Tpk; ( o)e 0 T,

prije je kazano da je x(¢) = ;im x,(t)

promotrimo gornji Fourierov red kada 7, — oo j. F,— 0
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: Fourierova transformacija
ZEsel  kontinuiranog aperiodicnog
signala

pisemo xp(f) = i F, .X(kFo)e/mFQf

f=—co

interpretirajmo gornju sumaciju graficki

X(F)e™™m dakle, gornja sumacija
predstavlja povrSinju
ispod krivulje X (F)e/*™"
X (kFy) e koja moze biti izraCunata
F 1pomocu integrala

K, (kDR

Fourierova transformacija
Zesel  konmtinuiranog aperiodicnog
signala

prema tome kada 7, — o tada se x,(¢) reducira na x(¢)
i slijedi

Z%ILI:L x, ()= x(t)= leﬂ Z X(kE))ejszmFO

=0

x(t) = T X(F)e™dF

gornji izraz se naziva inverzna Fourierova transformacija
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Fourierova transformacija
ZEsel  konmtinuiranog aperiodicnog
signala

konacno piSemo transformacijski par:

X(F)= Tx(z)e*ﬂ””dt

—oo

x(t) = TX(F)efZ”F’dF
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: Fourierova transformacija
ZEsel  kontinuiranog aperiodicnog
signala

Uobicajeno je Fourirerovu transformaciju prikazati preko
kruzne frekvencije Q = 2nF, uz dF=d Q /2n =

X(Q)= Tx(t)e*f“'dx

—oo

x(t)= i TX(Q)e’Q’dQ

Fourierova transformacija
Zesel  konmtinuiranog aperiodicnog
signala
Fourirerova transformacija egzistira ako je signal x(¢)
konacne energije tj. ako je

[P dt <o

—oco

alternativni skup uvjeta za egzistenciju Fourirerove
transformacije su i ovdje Dirichletovi uvjeti:

Fourierova transformacija
ZEsel  konmtinuiranog aperiodicnog
signala

Dirichletovi uvjeti za egzistenciju Fourirerove
transformacije:

1. Signal x(¢) ima kona¢ni broj kona¢nih diskontinuiteta

2. Signal x(¢) ima konac¢ni broj maksimuma i minimuma
3. Signal x(?) je apsolutno integrabilan
ﬂx(t)\dt <oo
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: Gustoca spektra energije
ZESON aperiodicnih viemenski
kontinuiranih signala

energija aperiodickog kontinuiranog signala x(z), ¢ija je
Fourierova transformacija X(F) je:

E = T\x(z)\zdt

kako je
(@) =x(0)-x" ()

slijedi:




Gustoca spektra energije
ZESEN aperiodicnih viemenski
kontinuiranih signala

E, = [|xofdr=[x()-x (i =

= Tx(t)[ ]:X*(F)ef'z”F'dF}dt =

= TX*(F)dF{ j x(t)efz”F’dt} = T\X(F)\zdF

Gustoca spektra energije
ZESQN aperiodicnih viemenski
kontinuiranih signala

dakle vrijedi:

E = T\x(z)fdz: T\X(F)\zdF

Sto je Parseval-ova relacija za aperidodicke kontinuirane

signale konacne energije 1 izrazava princip ouvanja
energije u vremenskoj i frekvencijskoj domeni
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: Gustoca spektra energije
ZESQN aperiodicnih viemenski
kontinuiranih signala

spektar signala X(F) opcenito je kompleksna funkcija pa
je uobicajen njegov prikaz u polarnom obliku

X(F)=|X(F)e”™"
gdje je |X(F)| amplitudni spektar a 9(F) fazni spektar

s druge strane integrand | X(F)? u prethodnom integralu
predstavlja distribuciju energije u signalu kao funkciju
frekvencije.

Gustoca spektra energije
ZESEN aperiodicnih viemenski
kontinuiranih signala
zato se S (F)
2
S, =|X(F)

naziva gustoca spektra energije signala x(¢)

kako je prije pokazano integral S, (F) preko svih
frekvencija daje totalnu energiju signala

S.(F) ne sadrzi informaciju o faznom spektru pa nije
moguce rekonstruirati signal opisan s S, (F)
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5@ Spektar realnih aperiodicnih
2SO0l : o
vremenski kontinuiranih signala

za realni signal x(7) slijedi iz para za Fourierovu
transformaciju:

(X (=F)|=[X(F)
arg(X (-F))=—arg(X(F))
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Primjer Fourierove transformacije
Zesol  aperiodickog pravokutnog signala

Zadan je pravokutni signal za koji treba odrediti Fourierovu
transformaciju:

x(t)

A |sz/2
x(n=
0 |f>z/2

Primjer Fourierove transformacije
Zeson  aperiodickog pravokutnog signala

Vremenski kontinuirani signal x(¢) je aperiodski i
zadovoljava Dirichletove uvjete pa izraunavamo
Fourierovu transformaciju
7/2
X(F)= jAe*-f gt =AT

-7/2

sintFt
nFtT

x
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Primjer Fourierove transformacije
Zesol  aperiodickog pravokutnog signala

Ocigledno je da je X(F) realna (x(¢) je paran) pa je dovoljno
crtati samo jedan dijagram.

Koeficijenti Fourierovog reda (linijski spektar) periodickog
pravokutnog signala takoder su bili oblika sinx/x.

X(F) je zapravo dodirnica linijskog spektra periodi¢kog
signala koji je nastao periodi¢nim ponavljanjem (s
periodom 7}, ) aperiodickog signala x(7)
T/2
X(F)= jAe*"Z””d: =AT

-7/2

sintFt
wFt
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%@ Primjer Fourierove transformacije
aperiodickog pravokutnog signala

Drugim rije¢ima Fourierovi koeficijenti ¢, periodickog

signala x,(¢) su jednostavno uzorci X(£) na frekvencijama
kFy=k/T, dakle:

1 1 k
=—XkF)=—X| —
Sk T (kF) T {T]

P P P
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