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Frekvencijska analiza vremenski
diskretnih signala

Signali i sustavi

Frekvencijska analiza diskretnih
aperiodicnih signala

aperiodi¢ni diskretni signal moZemo generirati iz
kontinuiranog aperiodi¢nog signala otipkavanjem

postupak uzimanja uzoraka ili otipkavanja kontinuiranog
signala mozemo matematicki modelirati kao pridruzivanje

funkciji x(f) niza impulsa, ¢iji intenzitet je proporcionalan
trenutnim vrijednostima kontinuiranog signala

x(O=Sr{x(0)}

Frekvencijska analiza diskretnih
aperiodicnih signala
Mozemo to interpretirati kao modulaciju impulsnog

niza §,(t) = i J(t—nT) funkcijom x(z) , tj.

n=—co

x,(t) = x(t)i d(t—nT)
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Frekvencijska analiza diskretnih
aperiodicnih signala

zbog svojstva delta funkcije da vadi vrijednost
kontinuirane funkcije x(#) na mjestu diskontinuiteta

t—nT=0,t.t,=nT, moze se napisati i u obliku:

x,(¢) = ix(nT)é‘(t—nT)

n=—co

Frekvencijska analiza diskretnih
aperiodicnih signala

usporedimo spektre ovih signala
za signal x(¢) vrijedi par:
X(F)= '[x(t)e’jz”ﬂdt

—oco

x(f) = TX(F)ejZ”F'dF

Frekvencijska analiza diskretnih
aperiodicnih signala
Periodi¢an niz J; nastao ponavljanjem delta funkcije svakih

T, kao svaka periodi¢na funkcija se dade predstaviti
Fourierovim redom, gdje su Fourierovi koeficijenti dani s:

V' o i, | 1
¢ =— j S(e ™ igr=—, F =—.
T—T/2 r T

F je frekvencija otipkavanja

= . 1 & .
slijedi: — 6,(1) = )¢’ =— 3 /Y

f=—oo T Jfr=—oo0

Frekvencijska analiza diskretnih
aperiodicnih signala

spektar otipkanog signala x(¢) dan je s:
o0 +

» 'y 1 & _
X (F)= | x, (e dt = [x(t)] — Y. "™ 7" dt
I [0z 2
zamjenom redoslijeda sumacije i integracije dobivamo:

X, (F) =% > jx(t)e*f““*“ "dt

k=—oo oo

—oo

integral je spektar signala x(f) , ali pomaknut za kF, pa
izlazi:

X(F)=— S X(F=kE)=F, Y X(F~KF,)
j— oo 7

Frekvencijska analiza diskretnih
aperiodicnih signala

pokazano je da je spektar otipkanog dakle diskretnog
signala periodi¢an pa Fourierovu transformaciju
diskretnog signala x[n] konacne energije mozemo
pisati:

X = ix[n]e_jw"

n=—co

Frekvencijska analiza diskretnih
aperiodicnih signala

vazno je primijetiti da je X(e/®) periodi¢an s periodom 27

X(ej(w-v-erk)) — ix[n]eq(wﬂlrk)n — ix[n]e—/wnef/brkn —

n=—oo n=—co

= Zx[n]e_“”" =X()
ovo je posljedica Cinjenice da je za diskretni signal
frekvencijsko podrucje limitirano samo na interval
(-m, m) ili (0, 27) i da su sve frekvencije izvan tog
intervala ekvivalentne frekvencijama unutar intervala




Frekvencijska analiza diskretnih
aperiodicnih signala

X = Z x[nle”"

N=—c0

gornji izraz predstavlja prikaz X(e/®) uz pomo¢
Foureirovog reda pa uzorci x[n] predstavljaju
Foureierove koeficijente

izraGunavanje x[n] iz X(e/®)

Fourierova transformacija
diskretnih aperiodicnih signala

X)) = Zx[n]e‘j‘””

N=—oc0

izraCunavanje x[n] iz X(e/®) zapo€inje mnoZenje obje
strane s ¢®” i integracijom preko intervala (-, m):

TX(ejw Ye'"dw = ]T ix[n]ejw"}ejwmd(o

- _gln=—c

Fourierova transformacija
diskretnih aperiodicnih signala

TX(ejw Ve " dw = H ix[n]e‘jw"}ej”mda)

desna strana se preureduje i izraCunava:

i ] z o) g 2rx[m] m=n
= 0 m#n

pa je konacno:

x[m]= zlﬂ_J;X(ejw Ve " dw

Fourierova transformacija
diskretnih aperiodicnih signala

zakljucno, par za Fourierovu transformaciju
aperiodi¢nih diskretnih signala je

oo

X = Z x[nle”"

Nn=—co

15
x[n]l=— | X(’)e’"dw
[n] 2E£< )

Gustoca spektra energije
aperiodicnih viemenski
diskretnih signala

energija aperiodickog diskretnog signala x[n], ¢ija je
Fourierova transformacija X(e/¢) je:

E,= Ynf

N=—c0

uz

‘x[n]‘2 =x[n]-x"[n]

izrazimo energiju £, pomocu spektralne karakteristike
X(e jw)

Gustoca spektra energije
aperiodicnih viemenski
diskretnih signala

n=—oco n=—oco

Ex = i)&{l’l]_x*[n]: i x[n]|:21ﬂ. J’X*(ejw)ejw,,dw:|

1 T %0 jo - —jon
E = j” X (e )Lz_wx[n]e }da)

E = zlﬂjrx*(ef“))((ef‘”)dw=2lﬂi)( (ef‘”)\zdw
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Gustoca spektra energije
aperiodicnih viemenski

diskretnih signala
dakle vrijedi:

n=—oo

E =S n] = i ﬂX(e”")‘zda)

Sto je Parseval-ova relacija za aperidodi¢ne diskretne
signala konacne energije

Gustoca spektra energije
aperiodicnih viemenski
diskretnih signala

kao i u slucaju aperiodskih kontinuiranih signala i ovdje
je uobicajen prikaz spektra u polarnom obliku:

X(e")=|X(e" e
a

S =[x

predstavlja raspodjelu energije kao funkcija frekvencije i
naziva se gustoca spektra energije

Spektar realnih aperiodicnih
vremenski diskretnih signala
nadalje za realni signal vrijedi:
X()=X"(e')
¢emu je ekvivalentno

X(e)|=[x(e"™)] i argx(e”)=-argXx(e”)

odnosno
Sxx (e_jw) = SX.X‘ (ejw)




Primjer Fourierove transformacije
aperiodickog pravokutnog signala
Zadan je pravokutni signal za koji treba odrediti Fourierovu
transformaciju: A4 0<n<L-1
x[n]=
0 zaostalen

ol

L=5

Primjer Fourierove transformacije
aperiodickog pravokutnog signala

Fourierova transformacija ovog signala je:

oo

X = Zx[n]e_jw" = Lz_i Ae "
n=0

e
—iwl .
1-e/? o@D sin(wL/2)

=4——=4
l—e™® w/2
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Primjer Fourierove transformacije
aperiodickog pravokutnog signala

Amplitudni spektar je:

4L 0=0
X’ =1, [sin(@L/2
‘ ( )‘ |4 sin(wL/2) za ostale @
w/2
fazni spektar je:
o w sin(wL/2
arg‘X(e’ )‘ =argA——(L-1)+ arg¥
2 w/2
Napomena: faza realne veli¢ine je nula kada je ona
pozitivna a 7 kada je veli¢ina negativna a

Primjer Fourierove transformacije
aperiodickog pravokutnog signala

Amplitudni spektar [X(e")]

; /
1
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<AL 11 [T
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Primjer Fourierove transformacije
aperiodickog pravokutnog signala

Realni dio X&)

Il
NIV VNIV VNIV

A% AV EAvA AYAN Eav4

Amplituda

3 2 E] 0 1 2 3

o
Imaginaii dio X(e") L=5

Amplituda

v [ [
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Primjer Fourierove transformacije
aperiodickog pravokutnog signala

Amplitudni spektar [X(e")]

I
ol B

Amplituda
—

5 > ) 0 1 2 3
Fazni spektaargiH(E)] L=14
ol il ik Eb
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Primjer Fourierove transformacije
aperiodickog pravokutnog signala

Realni dio X(e)

< anfUliAn AMILAA anflliAnan,
T Aiiipd AT
) 2 El ) 1 2 3
Imaginatal Jio X(e) L=14
: Ll w W

Veza Fourierove transformacije i
z - transforamcije

Z — transformacija je definirana kao

X(2)= ix[n]z’" ROC:7, < ‘Z‘ <n

n=—co

kompleksna varijabla z izrazena u polarnom obliku:
z=re’
gdje je

r=‘z‘ & w=arg(z)
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Veza Fourierove transformacije i
z - transforamcije

Unutar podrucja konvergencije X(z) mozemo supstituirati
z=re/?u izraz za z — transformaciju pa slijedi:

X(2) = Z x[nlr e "

n=—c0

z=re’?

ovaj izraz mozemo interpretirati kao Fourierovu
transformaciju niza x[n]r =
alternativno ako X(z) konvergira za |z|=1 tada je

X@)| = S nk™" = X(e")

Dakle Fourierovu transformaciju mozemo interpretirati kao
z - transformaciju izraGunatu na jedini¢noj kruznici 7




Fourierova transformacija
diskretnih periodicnih signala

Fourierova transformacija
diskretnih periodicnih signala

Fourierov red za kontinuirani periodi¢ni signal x(?) ,
perioda 7, je:

x(t) — chejZﬂtht

f=—co

signal x(¢) moze biti prikazan s beskonacnim brojem
frekvencijskih komponenti
spektar je diskretan pri ¢emu je razmak izmedu susjednih
komponenti 1/7,,
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Fourierova transformacija
diskretnih periodicnih signala

diskretni periodi¢ni signal x[n] ima periodi¢ni spektar
(zbog diskretnosti signala u vremenskoj domeni) koji se
ponavlja svakih 2w = podrucje frekvencija (-, 7) ili (0,
2m)

diskretni periodi¢ni signal x[#] ima diskretan spektar
(zbog periodicnosti signala u vremenskoj domenti) pri
¢emu je razmak izmedu susjednih frekvencijskih
komponenti 27m/N radijana = Fourierov red za periodi¢ni
diskretni signal sadrzavati ¢e najvise N frekvencijskih
komponenti

Fourierova transformacija
diskretnih periodicnih signala

Za diskretni periodi¢ni signal x[n] perioda N vrijedi:
x[n]=x[n+N] zasvaki n

Fourierov red periodi¢nog signala sadrzi N harmonicki
vezanih kompleksnih eksponencijalnih funkcija:

/N =0,1,...,N—1

Fourierova transformacija
diskretnih periodicnih signala

Fourierov red za diskretini periodi¢ni signal:
N-1
j2mkn/ N
x[n]=che’ e n=0,1,..,N-1
k=0
izvod izraza za Foureriove koeficijente c;:

obje strane se mnoZe s eksponencijalom e727!"N g zatim
se produkti zbrajaju od n=0 do n=N-1

N-1 N-IN-1

—j2xin/N j27(k=ln/ N
Stk =3 S e
n=0 n=0 k=0
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Fourierova transformacija
diskretnih periodicnih signala

zamijenimo redoslijed sumacije:

N-1 N-1 N-1

—j2rin/ N j2r(k—ln/ N
St e S
n=0 k=0 n=0

uz sumaciju

N1
ze/'Z/r(k—I)n/N _ N
0

n=0

k—1=0,=N,+2N,.....
za ostale

desna se strana reducira na Nc; pa slijedi:

Fourierova transformacija
diskretnih periodicnih signala
1 N-1

c,=ﬁ2x[n]e*f2’””/'” 1=0,1,..,N-1

n=0

$to je izraz za Fourierove koeficijente signala x[n]

Fourierova transformacija
diskretnih periodicnih signala
zakljucno, par za Fourierovu transformaciju
periodi¢nih diskretnih signala je

N-1
¢ = %Zx[n]e*ﬂ”k"w k=0,1,..,N-1

n=0

N-1
Anl=Y c ™™™ n=0,1,..,N-1

k=0
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Fourierova transformacija
diskretnih periodicnih signala

jednadzba [ S
! x[n]= che’z”’”’/‘v n=0,1,..,N-1
k=0

se u engleskoj terminologiji naziva discrete-time
Fourier series (DTFS)

Fourierovi koeficijenti ¢;, k=0, 1,2, ....,N-1,
omogucavaju prikaz x[n] u frekvencijskoj domeni, tako
da ¢, predstavljaju amplitudu i fazu vezanu uz
frekvencijske komponente

gdjeje w, =27xk/N




Fourierova transformacija
diskretnih periodicnih signala

slijedi vazno svojstvo periodic¢nosti ¢,

N-1

1 —j2n(k+N)n/N 1 & —j2rkn/ N
Cory =~ D xnJe TN = N xple N = ¢
Nn:() Nn:O

prema tome {c,} je periodi¢ni niz s osnovnim
periodom N

prema tome:

Fourierova transformacija
diskretnih periodicnih signala

spektar signala x[n), koji je periodican s
periodom N, je periodican niz s periodom N =
bilo kojih N susjednih uzoraka signala ili
njegova spektra su dovoljni za potpuni opis
signala u vremenskoj ili frekvencijskoj domeni

Gustoca spektra snage vremenski
diskretnih periodicnih signala

za periodi¢ni diskretni signal x[n], perioda N, srednja
snaga je definirana kao:

N-1

P = Sl

n=0

i ovdje Ce srednja snaga biti prikazana pomocu
Fourierovih keficijenata

Gustoca spektra snage vremenski
diskretnih periodicnih signala
N-1

P = %gﬂn] X'[n]= JIVZX[H](che'/Z”"”/NJ =

n=0 n=0

N-1 1 N-1
_ * —j2mkn/ N
P=% ci| 2 xnk
k=0 N n=0
N-1 N-1 2
p= ch G = Z‘Ck‘
k=0 k=0

pa finalno zaklju¢ujemo:
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Gustoca spektra snage vremenski
diskretnih periodicnih signala

1 N-1 5 N-1 5
P= S il = Y
n=0 k=0

predstavlja Parseval-ovu relaciju za diskretne periodi¢ne
signale

Parseval-ova relacija pokazuje da je za diskretne

periodi¢ne signale srednja snaga signala jednaka sumi

snaga svake pojedine frekvencijske komponente

niz |¢;> za k=0, 1, ..., N-1 predstavlja distribuciju snage

kao funkciju frekvencije i naziva se gustoc¢a spektra snage
41

Spektar realnog periodickog
diskretnog signala

za realni periodi¢ni x[n] koeficijenti Fourierovog reda
{c;}zadovoljavaju slijedeci uvjet:

C . =C
iz Cega slijedi:
el =le| i arg(e,) =-arg(c,)

a zbog ¢, = ¢,y slijedi

cN—k‘ i arg(c,)=—arg(cy_,)

‘ck‘ =

Primjer Fourierove transformacije
periodickog pravokutnog signala

zadan je periodi¢ni pravokutni diskretni signal kao na
slici: o

i
>
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Primjer Fourierove transformacije
periodickog pravokutnog signala

izraCunavaju se ¢,

N-1 L-1
c, =%Zx[n]e<f”“”v =%2Ae’-’2”k”w k=01,..,N-1
n=0

n=0

AL

AL?I —Jj2r. n N
c, =NZ(e 7 k/N) =\ 4 = pi2mIN
n=0 S v k:1,2,...,N_1
N 1-¢7"™"
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Primjer Fourierove transformacije
periodickog pravokutnog signala

AL
: N k=0, N,£2N,.....
%= ﬁe/f'k(H)/N sin(zkL/N) zaostalek
N sin(wk/ N)
primjeri:




Kerakn

amplitudni spektar clk]

amplitudni spektar k]

H [ - o 16 L=1
o1 N=16 os N=16 N=16
TT e T[ (T iRl TES (Tﬁ -1 g O R A=l A=l
T S e R
1 %o %0 : :
ol Jel I1° 1% I
A[el 7 %L S[TCTe I° SIIT® B i
s s s '
I . ) } T i
o \\ f \\ aperiodican periodi¢an Svojstva Fourierove
VN TUVIVEY LM L=5 N : transformacije diskretnih signala
FazmispefarargiHE) L. c _ —iQ _ —j27mkFyt
' | aperiodi¢ni o X(Q)= fx(t Jedt G J;p x(n)e ™ dt prije je izvedena transformacija za aperiodiéni
N \ signal x[n] 2 1 % P diskretni signal (DTFT)
i = __b jQt _ J2mkFyt . — _i
e - 5 =5 £ X(Qe'™dQ | x(1) —k;cke X(™)= Fialnly= > xnle”™"
n=—oco
1 Vi
oo N-1 — -1 j@ — JjoN ,jon
L=5 . o 1 jamknN x[n]=F{X ()} =— j X (&)’ dew
periodicni IS X(")= Zx[n]e " = N”Z:(;x[n]e 27 =
1 1 O I PR signal x[n] g . . - ovdje se razmatraju neka svojstva DTFT pogodna u
‘ 2 x[n]= e jX(ejw e’ dw x[n]= zckeﬂﬂknw nizu prakti¢nih primjena
7 - k=0
T
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sli¢na razmatranja vrijede i za kontinuirane signale

Svojstva Fourierove
transformacije diskretnih signala

svojstvo linearnosti
ako je X,(e/®) = F{x,[n]} i Xy(e/®) = F{x,[n]} tada je
X(e/) = F{ax [n] + B x,[n]} = aXi(w) + B X (@)

oo

X (') = Flom[n]+ fe,[n]} = D (ox,[n]+ Br,[n])e "

n=—o0

= ixl[n]e’j“’" +p ixz[n]e’j”’" =

Nn=—o0 n=—oc0

= X, (") + X, (")

Svojstva Fourierove
transformacije diskretnih signala

pomak u vremenskoj domeni

ako je X(e/®) = F{x[n]} tada je
F {x[n-k]} = e7@k X(e @)
Fi{x[n—kl}= Y x{n—kle”’”" =

n=—co

= ‘n—k = m‘ = ix[m]e’/”’('"”‘) =

m=—oco

— e—jwk Zx[m]e—jwm :e—jka(ejw)

m=—co 53

Svojstva Fourierove
transformacije diskretnih signala

x[n)




Svojstva Fourierove
transformacije diskretnih signala

amplitudni spektar - izvomi amplitudni spektar - pomaknutog niza za k=8
4 05 0 05 1 4 05 0 05 1

fazni spektar - izvom

fazni spektar - pomaknutog niza za k=8
4

2 AR

Svojstva Fourierove

transformacije diskretnih signala
pomak u frekvencijskoj domeni

ako je X(e/®) = F{x[n]} tada je
F{ejwo"x[n]} — X(ej(ﬁ)*wo))

ejwnnx[n]e—jwn —

[
M

Fie™"xinl}

— Zx[n]e—j(w—(ﬂo)” :X(ej(CU—%))

Svojstva Fourierove
transformacije diskretnih signala

Ix[nll Ix[ne"™|
4 4
3 3
1 TT TT 1 TT TT
0 5 10 15 B 0 5 10 1
; arglx[n]) ) argx[nje™")

. _2 VTTL s

7 55 n:_m 56 57
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Svojstva Fourierove
transformacije diskretnih signala
modulacija

Svojstva Fourierove
transformacije diskretnih signala

x1[n]

) e A . ) ) 0 20 30 40 50 60
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x1[n] amplitudni spektar prog signala x1[n]
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amplitudni spektar pnog signala
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primjer

x,[n]=cos[5n]
x,[n] = cos[&n]

x,[n]-x,[n] = cos[4 n]-cos[Zn] =

x,[n]-x,[n]= %{cos[%’ n]-cos[3£ n]} =
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amplitudni spektar 128 uzoraka x1[n]=cos[r/16*n] . . . .
Svojstva Fourierove Svojstva Fourierove
01/01662:5 transformacije diskretnih signala transformacije diskretnih signala
’ inverzija vremenske osi " dobi
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izvomi signal x[n] x[-n]
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