ZESQI

Signali i sustavi

Vremenski diskretni

ZES0l Diskretni sustavi
= diskretni sustav transformira ulazni niz u[n]
u izlazni niz y[n]

= diskretni sustav s jednim ulazom i jednim
izlazom:

ZESel Primjeri diskretnih sustava

= sustav za izraCunavanje srednje vrijednosti
susjednih M uzoraka (M-point moving-
average system)
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eSOl Primjer:  Stednja na bankovnoj knjizici

r - godi$nja kamata
r/ m - dnevna kamata

-
yln]= yln—-1]+ ;y[ﬂ —1]+uln]
y[n] - stanje racuna n-tog dana

y[n-1] - stanje raCuna [n-1]-og dana

u[n] - uplata u[n] >0 ili isplata u[n] <O n-tog dana

ZEs0l Primjer:  Stednja na bankovnoj knjizici ...

Blok dijagram ove jednadzbe je:

Rjesavanje korak po korak (numericki)

ZESO Primjer:  Stednja na bankovnoj knjizici ...

Yn]=ayln—1]+uln]

Y[0]=ary[-1]+u[0]

1= ay[0]+u[1] = &’ y[—1]+ o[ 0] +u[l]
y2]=oy[1]+u[2]= 0{3y[—1] + 0{211[0] +ou[1]+u[2]

V[3]1= ay[2]+u[3] = o' y[~1]+ &’ u[ 0] + & ’u[1] + ou[ 2] +u[3]

M=o y=11+ > e uljl 720
=0




Primjer $tednog uloga rjeSen numericki

ZESO] (korak po korak)
n ) ] y[n]=(1+rjy[n—1]+u[n]
0 10 10 m
1 24 81 y(0)=1,05y-1)r10=1,05-0+10
2 =05 80 y(1)=1,05y(0)-2,4=1,0510-2,4
3 -0,5 7.9 y(2)=1,05y(1)-0,5=1,058,1-0,5
4 02 81 y3)=105y0)-0,5=1,058,0-0,5
5 04 81 y@4)=1,05y(1)-0.2=1,057,9-0,2
6 -14 71
7 1,1 64 uz kamatu 3% godisnje

3,5 64 Stanje bi bilo 3.50397

5@ Veza diferencijalne jednadzbe i
jednadzbe diferencija

= Neka je zadana diferencijalna jednadzba
b
s+a

Y () +ay()=bu(t) odnosno H,(s)=

= koriStenjem trapezne formule integral y(f)
4 ’
()= f Y(@)dr+y(t)

se moze u tockama t=nT i t,)=(n-1)T aproksimirati sa:

% Veza diferencijalne jednadzbe i
]ednadzbe diferencija
ynT]= E(y [2T1+ Y [(n=DT])+y[(n-1)T]
evaluacijom diferencijalne jednadzbe za t=nT slijedi:
V[nT]=—ay[nT]+bu[nT]
uvrStenjem u izraz za trapeznu aproksimaciju slijedi:

y[nT] zg(— ay[nT1+bulnT]—ay[(n—DT]+bu[(n— 1)T])+ y[(n-DT1]

(H%Jy[n] (1——j [(n=1)]=

gdje je  yn]=y[nT] i u[n]Eu[nT]

(u[n]+u[(n 1))

5@ Veza diferencijalne jednadzbe i
jednadzbe diferencija

= 7 — transformacijom jednadzbe slijedi
prijenosna funkcij a*bT

Y(z) B 7(14—2 b

- -1
U(z) (H_asz (1 asz 3 1z »
=
T 1+z
b 5 .
usporedboms H, = moze se prepoznati
s+a

1
2| 1-z . . - ..
s=— — | inaziva se bilinearna transformacija

H(z)=

1
r 14z

* Biti ¢e kasnije obradeno

Zesal  Nelinearni sustav

Primjer: racunanje drugog korijena broja u > 0

y[nl= ! yn-1] +—" | _nelinearan sustav
2 y[n—-1]

’ —»6{@—»@—@—» y
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Primjer: ra¢unanje drugog korijena broja ...

ZE5l
V10 =72 n y[n]

0 10,000000000

| y I 5500000000

vin]= z{y[" BRARYS _1]} 2 3,659090909

3 3,196005082

4 3,162455623

5 3,162277665

/10 = 3,162277660]16838 6 3,162277660

7 3,162277660

8 3,162277660

é%éﬁ Akumulator — primjer sustava
prvog reda

= Akumulator je definiran s

yinl= Yutj1= Sl 1+t
J== j==e
yin]= yln—=1]+uln]
= dakle radi se u sustavu prvog reda u kojem se
trenutna vrijednost ulaza u[n] pribraja prethodnoj
vrijednosti izlaza y[n-1] koja je zbroj svih ulaza za
n od -e< do n-1
= sustav prema tome kumulativno zbraja odnosno
akumulira sve uzorke ulaznog niza

%éﬁ Akumulator — primjer sustava
prvog reda

= neka je uzlazni signal kauzalni niz u[n] zan,=> 0, i
zelimo odrediti odziv y[n] zan 2 n,

= iz y[n]=y[n-1] +u[n] slijedi za n=n,, n,+1, .....

YIngl=ylny -11+ ulny)
Yngt11= ylng] + ulny+1]
Yngt2]= ylngt1] + uln,+2]

= da bi se odredilo y[n] za n = n, treba poznavati i
y[ny— 1] jer y[n,] ovisi o njemu .

%@? Akumulator — primjer sustava
prvog reda

= prema definiciji akumulatora je:

ny—1

1= Y ulj]

Sto znaci da y[n,— 1] “saigmlje” utjecaj svih ulaza
u sustav prije koraka n,,

= y[n,— 1] predstavlja pocetni uvjet

= zaklju¢imo: da bi jednoznaéno odredili y[n]

za n 2 n, treba poznavati jednadzbu sustava,
pobudu u[n] zan 2n,iy[n,—1].




é%éﬁ Akumulator — primjer sustava
prvog reda

= ako nije postojala pobuda sustava prije n,tada je
pocetni uvjet y[n,— 1] = 0 i sustav nazivamo
“mirnim” ili “relaksiranim”

= ako je y[n,— 1]=0 tada odziv akumulatora ovisi

é%éﬁ Akumulator — primjer sustava
prvog reda

» neka je uzlazni signal u[n] zan =0

1= Sut1= Sl J]+Zu[/]

ZESQ) Primjer iz ekonomije
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= e

samo o ulaznom nizu u[n] za n = n, . ,

= uobicajnim su uzima da je svaki sustav miran u yin]=H-1]+ Zu[j] za n20 Mathematical TeChnlqueS for

n = — o< ako se u tom sluéaju sustav pobudi s u[n] . . /0 i .. Advanced Economic

un = — o< tada ¢e odziv y[n] ovisiti iskljucivo o u gorn]em izrazu y[-1] predstavlja pocetni Analvsis

pobudi uvjet ySIs.
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Primjer iz ekonomije :
February 2002 Primjer diskretnog sustava Primjer diskretnog sustava
ZESOI g—"or handing 277 b)t/ ?pm,l {hlij‘rilday 57 9 fgbru%_ry alnd ZESQD d d ZESOI d d
work, recai that the final examination will be on the morning rugog reda rugog reda
5 i of Fri "fz ifz Feb‘; uar V) . aa . = Primjer: model nacionalnog bruto dohotka (Paul A. . .
. Iop?::;r':;aetia:n ifferential equations and dynamic Samuelson) = Uvrsteno u sumu da]e:

1. Aclosed economy has GDP, Yt = Ct + It + Gt, where the
consumption function is Ct = 0.6 Yt, government spending, Gt, is
exogenous and constant, and investment, It, depends on both a
long-term trend growth rate, g, and the most recent change in
GDP, It = (1 + g)t + 0.2 (Yt-1 - Yt-2). Consider, first, the case in
which the long term growth rate of investment is g= 0.

(a) Formulate this problem as a difference equation in Yt and classify
the equation.

(b) Calculate the steady state GDP level.

(c) Solve the homogeneous form to determine whether the economy
would be locally stable around the steady state and whether its
path would be oscillatory or convergent.

(d) Derive a particular solution for the case where g=0.05 and
assemble the general solution in this case; then describe its
behaviour through time.

y[n] — bruto dohodak na kraju n—te godine,
pln] — potrosnja — kupovina dobara,
i[n] — investicije — kupovina proizvodnih sredstava,
d[n] — troskovi drzavne uprave,
ynl = pln] + i[n] +d[n].
= Ustanovljen je slijede¢i odnos izmedu navedenih
veli¢ina:
plnl=eo-yn-1],
in]=pB-a-(yln—1]-yln-2]),
dn] =
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yinl=a(l +B) y[n— 1]+ 0P y[n-2]+d

Klasifikacija vremenski

ZESOl . .
diskretnih sustava

= linearni sustavi
= vremenski stalni (invarijantni) sustavi
= kauzalni sustavi

= stabilni sustavi

ZESO)! Linearni diskretni sustavi

= akoje  y[n]=H(u,[n])
i Yo[n]=H(u,[n])

mirni diskretni sustav je linearan ako uz:
uln] = otu;[n] + P us[n]
vrijedi
yin]=H(owu,[n] + P u,[n
= o H(u,[n] )+BH(“2 ) o y;[n]+ B y,ln]
za svaki o, B, u,[n], u,[n]
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ZESQ Primjer

= razmotrimo primjer akumulatora pobudenog u n= — o<

winl= Y ulil i vlnl= Y wl]

J=—oo j=—oo

azaulaz u[n]=ouw,[n]+ Pu,[n]

vrijedi yin]= Y (eu [n]+ fus[n])

J=—oo

= iul["]ﬂf Zn:uz[n] = oy [n]+ fy,[n]

J=—oo J=—oo

= dakle, radi se o linearnom sustavu




ZESQ! Primjer

= razmotrimo primjer akumulatora pobudenogu n = 0

=31+ Y] § )=yl Y i)
azaulaz u[n]=ou,[n]+ fu,[n]

vrijedi y[n]= y[-1]+ Z”: (aul[n] + ﬁuz[n])

ZES Q| Primjer

= S druge strane treba biti:

oy, [n]+ By,[n]
- a[yl[—miul[ﬂ}ﬁ[n[—lhﬁuz[ﬂ]

= (0!)/1[—1]+ﬁyz[—l])‘i'[aiul[j]+ﬁiuz[j]]

j=0 j=0

29

ZESQ Primjer

= vrijedi
yin)=(ay,[n]+ By,[n])
ako je
y=11=(ay[-1]+ By.[-1])
= to Ce biti zadovoljeno za miran sustav tj.
pocetni uvjeti =0
= U suprotnom je sustav nelinearan

5@ Vremenski invarijantni diskretni
ZES0l ,
sustavi

= diskretni sustav vremenski je invarijantan
ako vrijedi

yln] =H(u[n])
implicira
yln, no]l =H(uln — ny])=yln —n]

ZESQ| Primjer

= zadan je sustav opisan jednadzbom diferencija
(sustav se naziva i “diferencijator”)

yln] =H(u[n]) = uln] —uln—1] (*)

zakasnimo li ulazni niz za n, uzoraka odziv ¢e
biti

yIn, ng] =uln —ny] —u[n—ny—1]
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ZESQ Primjer

= ako pak zakasnimo izlazni niz y[n] za n, uzoraka
dobiti ¢emo prema jednadzbi (*)
yln—no] =H(uln — ny]) = uln — ny] — uln — ny— 1]
= ocito je da je
yln, nol=yln — ny]
pa se radi o vremenski stalnom sustavu

ZESON Primjer 2

® razmatra se sustav
y[n]=H(u[n]) = n uln]
odzivna u[n—ny]je
yln, ng] = nufn—n)
ako pak zakasnimo izlazni niz za n, koraka
Y[n —ngl = (n—ng) uln — ny]
=nu[n —ny] — nyu[n — ngyl
sustav je vremenski varijantan jer je
in, ngl # yln — n]

5@ Kauzalni - nekauzalni diskretni
ZESON .
sustavi

= Diskretni sustav se naziva kauzalnim ako
odziv sustava y[n] ovisi samo o trenutnim i
proslim vrijednostima (u[n], u[n — 1],
u[n—2], ...) ane o ovisi o buduéim
(uln + 1, uln+ 2], uln+3], ...).
prema tome odziv sustava zadovoljava
jednadzbu:

yn]l=Fu[n], u[n - 1], u[n-2], ...)
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ZESQ| Primjeri

= primjeri kauzalnih sustava:
yn]l=uln—1]—u[n-2]
yln] = auln]

= primjeri nekauzalnih sustava:
yln] = ul[n] + 3uln + 6]
yin] = uln’]
yln]=ul2n]




5@ Stabilni - nestabilni diskretni
ZESOl )
sustavi

= postoje razlicite definicije stabilnosti

= ovdje razmatramo BIBO stabilnost
(bounded-input, bounded-output stability)

= Sustav je BIBO stabilan ako je za omedeni
ulazni niz u[n],

lu[n]] < B, za sve vrijednosti n
izlazni niz takoder omeden
ly[n]| < B, za sve vrijednosti n

ZESQN Primjer stabilnog sustava

= “M-point moving average system” je BIBO
stabilan jer iz:
M-1

y[n]=$;u[n—j]

za omedeni ulazni niz [u[n]| < B, slijedi

vn] =;4f§u[n—j]

1 M-1 1
<— —jI|€—(MB,)<B,
v ;\M[H Jl 2 MBI<B,




