ZESQI

Signali i sustavi

Vremenski diskretni
signali

zesel Vremenski diskretni signali

Signali prikazani nizom brojeva — uzorcima
(xlnl} = {.. 1.41,1.78,2.05,2.19,2.18, ...}
diskretni signal oznac¢avamo kao {x[n]}
vremenski diskretan signal definiran je za
svaki cjelobrojni n iz

» x[n] je n— ti uzorak niza {x[n]}
x[n] je definiran samo za cjelobrojne
vrijednosti n, a za ostale nije definiran

5@ Primjer vremenski diskretnog
ZES oI
signala

w{x[n]} = {... 1.41,1.78,2.05,2.19,2.18, ...}
=QOvdje su prikazani uzorci

x[-2]=1.41, x[-1]=1.78, x[0]=2.05,

x[11=2.19 1 x[2]=2.18
=Podcrtani uzorak oznacava uzorak za n=0 tj. x[0]

5@ Graficki prikaz vremenski
ZESO .
diskretnog signala

wemenski diskretan signal

5@ Diskretni signal rezultat
ZES I .
otipkavanja
» U nekim primjenama diskretni signal moze

biti rezultat otipkavanja kontinuiranog
signala x,(?):

% Diskretni signal rezultat
ZESOl . :
otipkavanja

= ovdje je n-ti uzorak diskretnog signala

x[n]=x,()|ey7= X(nT), n=...-2,-1,0,1...
= kvant vremena T tj. razmak izmedu dva
susjedna uzorka naziva se interval
otipkavanja
= frekvencija otipkavanja je:
F=1/T [Hz]

5@ Diskretni signal rezultat
ZESOl . .
otipkavanja

= x[n] oznafava n-ti uzorak niza {x[n]} bez
obzira na nacin generiranja diskretnog
signala

= {x[n]} je realni niz ako je n-ti uzorak x[n]
realan za svaki n

= inace je {x[n]} kompleksan niz

zesel Kompleksan diskretni signal

= kompleksan niz {x[n]} se moze napisati kao:
{xlnly={xe[n]} + j{xim[nl}
gdje su x,.[n] i x;,[n] realni i imaginarni dio od
x[n]
= konjugirano kompleksan niz je
(K [n]i={x[n]} = jixin[nl}
= Cesto se vitiCaste zagrade ispustaju u oznac¢avanju
niza

zesol Primjeri diskretnih signala

= {x[n]}={cos(0.3n)} je realni niz
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zesel Primjeri diskretnih signala

= {z[n]}={ei*3"} je kompleksan niz
" moZe se napisati:
{z[n]}={cos[0.3n]+jsin[0.3n]}=
={co0s(0.3n)}+j{sin(0.3n)},
gdje je {z.[n]j={cos(0.3n)}
Zinn]}={sin(0.3m)}

zesel Primjeri diskretnih signala

» {z[n]}={e3"} ={cos(0.3n)}+j{sin(0.3n)}
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zesan Diskretni signali

= vremenski diskretan signal je konac¢ne
duljine (finite length) ako je definiran za
konac¢ni vremenski interval

N, <n<N,
gdjeje —co< N, i N, <+oo i
* Duljina ili trajanje niza konacne duljine je:
N=N,-N,+1

sy Diskretni signali

= niz {x[n]}={cos(0.3n)} je beskonacnog
trajanja

= x[n]=n%; —3<n <4 je niz konacne duljine
4-(-3)+1=8

% Osnovne operacije na nizovima i
elementi diskretnog sustava

= Zbrajanje nizova u
Zbroj dvanizay =u +vili
lnl} = {uln]} + {v[nl} y
je niz s opé¢im ¢lanom /
y[n]=u[n] +v[n] za svakin € Z. v
= Produkt nizova

Produkt dva niza y = uv ili

inl} = {uln]} * {vin]} y

je niz s op¢im ¢lanom

u

y[n] =u[n]v[n] zasvakin e Z.

é%@ Osnovne operacije na nizovima i
elementi diskretnog sustava

= MnoZenje s konstantom

y=auili
b} = atulnl} = {auln]} ‘ !
y[n]=au[n] zasvakin e Z.
» Funkcijski blok
y=/lu] il " y

Dt} =71 (ulny) — S
yln] =f[uln]] za svakin € Z.

Reverzija vremena
ynl=ul-n]

5@ Osnovne memorijske i
ZESOl 0 g
predikcijske operacije

= Pomak niza — jedini¢ni pomak daje iz
ulaznog niza, niz pomaknut za jedan korak.

unatrag (ka$njenje i paméenje)  unaprijed (predikcija)

u - u
El Y E y

y=Euili {y{n]} =E{u[n]}, y=Euili {y[n]} =E {uln]},
ylnl = (Ew)nl, y[n] = (Bu)[n],

y[n]=u[n-1]1n>0. y[nl=uln+1]1n=0.

Zesol Pomak niza

= Operacija pomaka niza unaprijed trazi
nekauzalan sustav pa je neostvariva u
realnim sustavima.

= Zato se sluzimo redovito jedinicama za
kasnjenje, odnosno operacijom E-.

i

yinl=uln+1]1n=0 ‘y[n]u[n—l]n>0

1 1

5 n 01234 n 0123456 n
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Zesol Pomak niza

= u literaturi je uobicajeno oznacavati blok za
jedini¢no kaSnjenje sa z! umjesto s E-!
= kaSnjenje za N koraka je operacija

yln]=uln - N]




zesol  Primjer osnovnih operacija

= Zadana su dva niza duljine 5 zadanaza0 <n <4

{a[n]}={56-20-1}

{b[n]}={4-2-241}

= Generiranje novih nizova primjenom osnovnih
operacija

{c[n]}={a[n]*b[n]}={20-124 0 -1}

{d[n]}={a[n]+b[n]}={9 4 -4 4 0}

{e[n]}=0.5*{a[n]}={2.53-10-0.5}

- Primjer prikaza sustava uz pomo¢
ZEsol OSNOVnih operacija

uln]

yln]

y[n]=owu[n]+o,uln =11+ ouln-2]+a,u[n-3]
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zesal Promjena frekvencije otipkavanja

= Moguce je generirati novi niz y[n] sa
frekvencijom otipkavanja F; vecom ili
manjom od frekvencije otipkavanja F'.
zadanog niza u[n] ,

» Omjer frekvencije otipkavanja je R=—L

T
ako je R > 1, proces se naziva interpolacija

ako je R <1, proces se naziva decimacija

zesel Promjena frekvencije otipkavanja

= u procesu interpolacije (up-sampling) za
cjelobrojni faktor L>1 blok za interpolaciju
generira L-1 uzorak vrijednosti nula izmedu
dva uzorka niza u[n]:
{u[n/L], n=0,xL+2L,..
u,[n]=

0, inace

zesel Primjer interpolacije L=3
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zesal Promjena frekvencije otipkavanja

= u procesu decimacije (down-sampling) za
cjelobrojni faktor M>1 blok za decimaciju
zadrzava svaki M-ti uzorak dok M-1 uzorak
izmedu njih uklanja:

yin]=ulnM]

u[n] —{1 y}—y{n]

zesal Primjer decimacije M=3

M, %MLL&WfTTWTTn%M
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%@ Klasifikacija nizova prema
simetricnosti

= konjugirano simetri¢ni niz

x[n}=x"[-n]
Za realni x[n] radi se o parnom nizu
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%@ Klasifikacija nizova prema
simetricnosti

= konjugirano antisimetri¢ni niz

x[n]= -x"[-n]
Za realni x[n] radi se o neparnom nizu




z%@ Klasifikacija nizova prema
simetri¢nosti

= svaki kompleksan niz moze biti prikazan
kao zbroj njegovog konjugiranog
simetri¢nog i konjugiranog antisimetricnog
dijela
x[n]=x.[n]+x[n]
gdje su
Xes[n]=0.5(x[n] +x"[-n])
Xea[n]=0.5(x{n]-x"[-n])

éﬁ Klasifikacija nizova prema
simetri¢nosti

= svaki pak realan niz moze biti prikazan kao
zbroj njegovog parnog i neparnog dijela
x[n]=x,[n]+x,[n]
gdje su
x,[n]=0.5(x[n]+x[-n])
x,[n]=0.5(x[n]-x[-n])
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) Periodi¢ni nizovi
ZESOI
= Za periodican niz vrijedi
x[n]= x[n-kN]
N je period ponavljanja, KE|Z
= najmanji N koji zadovoljava x[n]= x[n-kN]
je osnovni period

ZESO] Osnovni nizovi

» Jedini¢ni niz (Niz s jedini¢nim ¢lanom ili
uzorkom, Kroneckerov delta, & — niz).

ZESO] Osnovni nizovi

"=5=..,0,0,1,1,1,..
1 za n=20,neZ
s[n]=

ZESO] Osnovni nizovi

"r=.,0,0,1,2,3,4, ..

[n] n za n=20,nel
rln]=
.5:...,0,0,1,0,0,...5[] | 2 n=OneZ s[n] 0 4 nebd oo
nl=
0 za n#0 1 . r[n]
L] |
! b 1 2 3 4 . r ‘
} } } } } } ‘0 2 3 4 n
2 1 o1 2 n ) ) )
ZESO] Osnovni nizovi ZES] Osnovni nizovi ZES0] Osnovni nizovi

= Jedini¢na parabola m—tog stupnja
» P, =..,0,0,172" 3"
{nm za n=20,neZ

P [n]=
Pm[n] m[ ] 0 za n<0

= Realni sinusni (kosinusni) niz:
x[n]=U cos(w,n+ @)
*» gdje je U amplituda, @), [radijana/uzorku] kutna
frekvencija a @ [radijana] faza od x[n]
= koristi se i varijabla f; [perioda/uzorku]
definirana kao:
0y=27f,
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» Graficki prikaz: cos(% n— %)
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Primjer kompleksnog

ZESEN Osnovni nizovi zesol  Kompleksni eksponencijalni niz ZESQN eksponencijalnog niza
= kompleksna eksponencijala:
uln]=Aa", —co<n<oo ®» suglasno prethodnim izrazima x, [#] i x,,[1] e
gdje su 4 i arealni ili kompleksni brojevi k(.)mpl.ekfne ekspor?encualé su Sl.l’luSIOdall’ll ‘:é ” ﬁ? 29190
. A , nizovi ¢ija se amplituda prigusuje (6,<0), €0 | H LL@" %06 60°°**20000000000p
= ako oznatimo: gy = (i) 4= |4’ raspiruje (6,>0) ili je konstantna (G,=0). R )
tada mozemo pisati: - Prlm] erk ompl eksne eks po nencij ale ‘ Imaginami dio = exp( 1110y sin(pir7yn)
uln] = |Ale e =y, [nl+ ju, [n] gos TWT?
.. 1.z ? o ° 09????000 ©000000000600h
gdje je x[n]= e( L% e o600
ure[n] = ‘A ™" COS(&)OI’I + ¢’) % 5 10 15 20 25 30 3 40
u,[n]= ‘A‘enuu sin(@yn + @) 37 38 39
. P g . . Periodicnost sinusnog
ZESEN Realni eksponencijalni niz zesel  Periodicnost kosinusnog niza ZESQN

= primjer realnog eksponencijalnog niza:
un]=U0a",0<n<o

=209 upl=2(11)

» Niz u[n]=cos(w,n+¢) je periodi¢an ako
vrijedi u[n] = cos(a,n+ @) = cos(a,(n+ N)+ @)
pa slijedi:
cos(w,(n+N)+¢)=
= cos(w,n + @) cos(w,N) —sin(w,n + @) sin(w,N)

niza:primjer
» zaniz u[n]=1.8cos(3Zn—=£

W, =~%2=>N=2=15 za
Eﬂ

1Bcos (215 piT)

A ovo ¢e biti jednako cos(wyn+@) za il ML | ‘ ‘J | ‘
. H[mﬁWTTWT?T???WWWW il m m sin(@,N)=0 i cos(w,N)=1 ato je za: I T
e e : T e T .. 2r N k
N=2zk ili == il fy=— -
B , rk ili P ili f B Y o
Periodicnost sinusnog : u(n)=cos (on), nez
ZESQ! niza:primjer ZESQl Svojstva sinusnog niza ZESQ

= Ako 2w w,=N /k za cjelobrojne ki N tada
¢e period biti viSekratnik od 247/ @),

= inace je niz aperiodiCan, primjer:
uln]=1.8cos(XLp - z)

1.8c0s((sqn(5)/15)pi"n-pil7)

ST [T

Za ®=Tm+ Aizlazi
u(n) =cos (m+ Ayn=cos (|2n+ T+ A)n
=cos (-t + A)n=cos (m-A)n
1z raspolozivog niza se ne moze razlikovati da li je
kutna frekvencija niza
o, =n+A ilio,=n-A
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0,=7Tn/6 ,=5m/6

[k A
LA

i
U




u(n)=cos (wn), ne z

Zesel  Svojstva sinusnog niza ZES O o =1/6 ,=11n/6 ZESel Svojstva sinusnog niza
= iz prethodnog slijedi da su sve sinusoide
Za ©=21- A izlazi frekvencije:
u(n) = cos (21 - A)n = cos (-An) = cos An W, =0y +2kn -w<w,<7m keZ
Iz raspoloZivog niza se ne moZe razlikovati identi¢ne (i ne mozemo ih razlikovati) jer
da li je kutna frekvencija vrijedi:
o =2n-A ili o=A cos((w, + 2km)n + @) = cos((wyn + @) + 2krm) =
= cos(w,n+ @)
zato su svecos((@, + 2k )n + ¢) "alias" kosinusoide
4 P cos(wyn + @) a8
cos(an), @= z cos(an), @= 3z
cos(wn), @w=0 cos(wn), ®= % ‘ ’ 2 ’ 4
ZESQ] Svojstva sinusnog niza ZESO)! ZESO)! _ A
[ 1 [
H T I } T H I H I
= Sve diskretne sinusoide s frekvencijom T A
L3l I
- < T e e e e A 5
|a)| ST 111 |f| = — T yd cos(a)n), =7 cos(a)n), a):—”
2 cos(an), a):§ cos(wn), a):Z 4
su jednoznac¢no definirane : oL
i Gl G ) i
S HH HHT o H 1 1 t I T I I
: HHT i e e — ———— ——
b i b I — | s
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5@ Prikaz niza uz pomo¢ qn) Otipkavanje signala , o
ZESQN ZESQ) zesal Otipkavanje signala

= Svaki niz moze biti prikazan uz pomo¢
sume jedini¢nih impulsa

uln]=0.78[n+3]+0.28[n +1]+0.55[n —1]-0.28[n - 2]
+0.78[n—4]1+0.36[n—5]-0.38[n—17]

= U nekim primjenama diskretni signal moze
biti rezultat otipkavanja kontinuiranog

signala x,(?):
je frekvencija
i otipkavanja
S
nEEg

KKKKKK

x[n]=x,(O)|eqr= X,(nT), n=...-2,-1,0,1...

53

» kontinuirani signal x,(¢) otipkan je u
diskretnim trenucima vremena

Q, =2rF, predstavlja kutnu frekvenciju otipkavanja




zesan  Otipkavanje signala

= otipkavanjem kontinuiranog signala

u(t)=U cos(2zft + @) =U cos(Q t + @)
= dobiva se diskretni signal
2

u[n]=U cos(Q nT +¢)=U cos( o
T

°n+ @)
=Ucos(w,n+ @)
0, =21nQ,/Qr=Q,T

je normalizirana kutna frekvencija od x[n]

g% Aliasing kosinusnog signala
ZESO

56

i Aliasing kod otipkavanja

= Otipkavaju se kosinusi signali x,(¢) 1 x,(¢)
frekvencija 4 kHz i 44 kHz.
» Frekvencija otipkavanja F=48 kHz
2(0) = cos(2Ft) = cos(27-4-10 1)
() = cos(2TFyt) = cos(27 - 4410 1)

n n
t=nT=—=

3
fro4g.10
x,[n]=cos[27z f;nT]= cos[27r- ‘”“1 -n} :cos{zn}
4810 6

x,[n]= cos[Zﬂ-“—"’j~n] = cos[mn} = cos‘:zn}
- 4810 6 6
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5—,@ Ji=4kHz f, =44kHz

_r Lz
z&@@u/ o= /w2=6

|
INIHI

sliéno se pokazuje da je
£, =20KHz f, =28kHz

ZESO / 05
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ZESQ]l
analogni signali diskretni signali
Q = 2nF w = 2xnf
radijan radijan eriod
sekujnda HZ uzoiak Ezorak
—00< Q<00 w=QT -T<wW<rw
—00< F <oo f=F/F, —-1<f<d

-n/T<QLx/T Q=w/T

~F,/2<F<F,/2 F=f-F,

g% Aliasing kod otipkavanja
ZESQI
"izw =2rQ/Q. i w,<x
slijedi
2
2 r=Q, 220,
T
= Dakle,kako bi se postiglo otipkavanje bez
“aliasing-a”, frekvencija otipkavanja Q.
treba biti barem dvostruko veca od
frekvencije €, sinusoidalnog signala koji se
otipkava
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ZESOl Teorem otipkavanja

= poop¢imo prethodni zakljucak razmatrajuci
vremenski kontinuirani signal x (¢) prikazan
kao sumu sinusoida

» x,(f) moze biti jednoznac¢no prikazan
otipkanim signalom {x[#n]} samo ako je
frekvencija otipkavanja € najmanje dva
puta vecéa od najvise frekvencije sadrzane u
signalu x,(7)

* ovaj uvjet naziva se teorem otipkavanja
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ZESO) Energija signala

* totalna energija E, niza x[n]definira se kao:

|

= niz beskonacna trajanja s kona¢nim
vrijednostima uzoraka moze imati konac¢nu
ili beskonacnu totalnu energiju

* niz konacnog trajanja ima kona¢nu energiju




ZESEN Energija i snaga signala

= Srednja snaga P, aperiodskog niza definira se kao:

= lim sy le[nll

n=—

= Srednja snaga niza beskonacne duljine moze biti
konacna ili beskonac¢na
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ZESQ) Energija 1 snaga signala

= energija niza konacne duljine -M <k <M

je pak: M
2
E. v =Z‘x[n]

= paje: n=M
P = hm 1, M+1E

= srednja snaga periodi¢nog niza perioda N je:

1 N-1 N )
p= NZ\X[”]\

n=0 65

ZESQN Energija 1 snaga signala

= razmotrimo kauzalni niz:

3(L)" >0
3", n<0

® x[n] je kona¢ne energije jer: E, = i |x[n]?

n=—oco

E =3 )+ 2 S 3
=0 n=— n=0 n=l1
1 1 s

-1 -t %

zesal Energija 1 snaga osnovnih nizova

= Jediniéni skok s[n]:

E=Ypin] =3 s Tr)= Y=o

n=—oo n=0 n=0

= hm WHZS [n]=

n=0

M+1 o 1+1/M 1
= lim = lim =—
Moo= QM +1 Mo=2+4+1/M 2
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zesel Energija i snaga osnovnih nizova

= Kompleksna eksponencijala

E= Z‘x[n ‘Ae"”"”

Jjogn |2 _ 2
- th 2M+1 Z‘Ae 113’1 2M+1 ZA

n=-N n=-M
2
i CM DL
Mom 2M +1
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zesel Energija i snaga osnovnih nizova

signal E P
an] 1 0
s[n] oo Ya
r[n] ) I

Ae/n o A?




