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Uvod u signale i sustave
Sustav?... teško definirati...
“Sustav je cjelina sastavljena od međusobno 
povezanih objekata gdje svojstva objekata i
njihovo međudjelovanje određuju svojstva i
vladanje cjeline”.
Sustav je prirodna ili ljudska tvorevina.
Multidisciplinarni problem: odrediti, podesiti,
predvidjeti vladanje sustava, ili pak realizirati 
sustav željenih svojstava.

Uvod u signale i sustave
Kvantitativna analiza sustava u različitim 
disciplinama vodi na iste matematičke 
postupke.
Matematički postupci omogućavaju uvođenje 
apstraktne koncepcije.
Pogodan matematički opis nekog realnog 
sustava naziva se matematičkim modelom tog
sustava ili apstraktni sustav.
Teorija sustava: skup matematičkih postupaka.

Primjer tehničkog sustava

Sustav: kotač − amortizer − vozilo 

Atributi sustava

Varijable sustava: mjerljive veličine.
Nezavisna varijabla − vrijeme t .
Ulazne i izlazne varijable.

Pomak 
kotača [m]

Masa vozila
[kg]Prigušenje

amortizera 
[Ns/m]

Elastičnost
opruge [N/m]

Pomak 
vozila [m]

Vrijeme [s]

Primjer još jednog sustava –
glazbena vilica

Varijable sustava: mjerljive veličine.
Nezavisna varijabla − vrijeme t .
Ulazne i izlazne varijable.

pobuda
(udarac)

Pomak [m]

Amplituda 
tlaka [Pa]

Analiza vladanja glazbene vilice (1)

Sustav: glazbena vilica

Model glazbene vilice

Udarcem u vrh vilice pobuđujemo titranje.
Elastična sila F(t) = – ky(t) uzrokuje 
vraćanje vrha vilice u početni položaj.
Kako je F(t) = ma(t) = my”(t) imamo
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Model sustava
kotač − amortizer − vozilo 

Na sličan način moguće je napisati 
diferencijalnu jednadžbu za model 
kotač − amortizer − vozilo 
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Teorija sustava: 
1. matematički model
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Teorija sustava:
2. analiza vladanja sustava

MATLAB / SIMULINK

Primjeri tipičnih signala
Govorni signal – predstavlja tlak zraka kao 
funkciju vremena
Vremenski prikaz govornog signala

Klasifikacija signala

Signal: fenomen koji nosi neku informaciju.
Signal je funkcija nezavisnih varijabli kao 
što su vrijeme, udaljenost, pozicija, 
temperatura, tlak itd.
Signali mogu biti generirani putem računala
(sintetizirani).

Klasifikacija signala

Podjela s obzirom na prirodu nezavisne 
varijable koja može biti kontinuirana ili 
diskretna:

1. kontinuirani signali,
2. diskretni signali.

Klasifikacija signala

Klasifikacija temeljena na vjerojatnosti 
kojom signali mogu biti jednoznačno 
opisani:

1. deterministički signal – signal može biti  
jednoznačno opisan dobro definiranim 
procesom kao što su to matematički izrazi 
ili tablice,

2. slučajni signal.

Klasifikacija signala

Realni signali – nosi informaciju o 
realnom procesu.
Kompleksni signali – generirani od realnih 
signala kako bi postigli poželjna svojstva.

Klasifikacija signala

Signal generiran iz jednog izvora naziva se 
skalarom.
Signal generiran iz više izvora naziva se 
višekanalni signal i opisuje se vektorom.

Klasifikacija signala

Jednodimenzionalni (1-D) signal je funkcija 
jedne nezavisne varijable.
Govorni signal je primjer 1-D signala gdje 
je nezavisna varijabla vrijeme.



Klasifikacija signala
Višedimenzionalni (M-D) signal je funkcija više 
od jedne nezavisne varijable.
Signal slike, kao što je crno-bijela  fotografija, je 
primjer 2-D signala gdje su dvije nezavisne 
varijable dvije prostorne varijable.

I(x,y)

Klasifikacija signala

Svaki okvir (frame) crno-bijelog digitalnog video 
signala je 2-D slika koja je funkcija 2 diskretne 
prostorne varijable pri čemu se svaki okvir 
pojavljuje u diskretnim trenutcima vremena.
Stoga se crno-bijeli digitalni video signal uzima 
kao primjer 3-D signala gdje su tri nezavisne 
varijable dvije prostorne varijable i vrijeme.

Klasifikacija signala

Slika u boji je signal koji se sastoji od tri
2-D signala koji predstavljaju tri osnovne 
boje: crveno (r), zeleno (g) i plavo (b).
Tri komponente slike u boji prikazane su 
ovim primjerom:

Klasifikacija signala

Potpuna slika u boji dobiva se 
kombinacijom prethodne tri slike:

Vremenske funkcije − signali
Za većinu 1-D signala, nezavisna varijabla je vrijeme.
Signale − vremenske funkcije označavati ćemo malim 
slovima − x, v, u.
Trenutna vrijednost: u(t), t ∈ R.
Ako je t ograničen na T ⊂ R, onda je signal u
preslikavanje u: T → U, gdje je T domena, a U
kodomena od u.

u = {(t, u(t))  t ∈ T}.
Ako je domena T neprebrojiv i neprekinut
(kontinuirani) skup, onda se radi o vremenski 
kontinuiranom signalu.

Grafička predodžba signala
 

u(t) 

t2 t1 t 0 

u 

u(t) 

Neka je domena interval T = (t1, t2), tad je
signal u skup parova {(t, u(t))} za t ∈ ΤΤΤΤ.
vremenski kontinuirani signal s kontinuiranom 
amplitudom naziva se analogni signal

Klasa signala

Neka je U skup svih signala iz T na U.
Tada je signal u varijabla iz klase signala U.
Razlikujemo:

kodomena od u(t) je U (skup brojeva),
kodomena od u je U (skup funkcija).

Još o načinima označavanja

{ }.)t,t())(,( 10)t,t( 10
∈= ttutu

Interval može biti:
otvoren (t0, t1),
zatvoren [t0, t1] i
poluotvoren (t0, t1], [t0, t1).

Cijela funkcija: u, u(⋅), {u(t)}.
Trenutna vrijednost u trenutku t : u(t).
Segment (odsječak) funkcije u intervalu:

Diskretni signali
Ako je domena T prebrojiv skup trenutaka 
{t0, t1, t2, ... , tk}, onda govorimo o vremenski 
diskretnom signalu.

 

t1 t2 t3 t4 t5 tk 

x(tk)



Diskretna vremenska varijabla

Nizove vrem. trenutaka označavamo kao
... , t−1, t0, t1, t2, ... ili 
{tk}, k ∈ Z

Najjednostavniji primjer: aritmetički niz
t = {t0, t0 + T, t0 + 2T, ...},

gdje je T konstanta (kvant vremena). 

Grafička predodžba diskretnih 
signala

pa je u = {k, u(k)  k ∈ Z}
u(k) se naziva uzorkom

Diskretni signali se definiraju za niz trenutaka
{tk}, k ∈ Z,

pa ih je moguće opisati pomoću rednog broja niza ili 
koraka k
 

1 2 4 3 
k

u(k)

Primjeri vremenski diskretnih 
signala

Dnevni tečaj stranih valuta,
Dnevne cijene dionica,
Godišnji broj studenata na pojedinim 
studijima,
Godišnji broj putnika na pojedinim letovima.

Vremensko diskretni kontinuirani 
signal

Diskretni signal {x(k)} moguće je generirati 
periodičnim otipkavanjem (uzorkovanjem) 
vremenski kontinuiranog signala xa(t),

x(k) = xa(t)|t = kT = xa(kT), k = …,–2, –1,0,1,2,…

Primjer – otipkavanje vremenski 
kontinuiranog signala

k

amplituda

1 2 3 4 5 6 7 80 9 10 11 12 13

Konačna i beskonačna os
(domena) signala

Os (domena) kontinuiranog ili diskretnog 
signala može biti sadržana u konačnom ili 
beskonačnom intervalu.
Konačna os:

T = [t0, t1] ⊂ R ili K = [k0, k1] ⊂ Z.
Beskonačna os (neomeđena):

T = (−∞, ∞) = R ili K = (−∞, ∞) = Z.

Konačna i beskonačna os
(domena) signala

 

t0 0 

 

t0 0 

desna

lijeva

Polubeskonačna os (“desna os”, tj. omeđena 
slijeva):

T = [t0, ∞) ⊂ R ili K = [k0, ∞) ⊂ Z.

Amplitude signala

Ako je područje amplituda signala U ⊂ R,
neprebrojiv i kontinuiran skup, signal je 
nekvantiziran ili analogan.
Ako je područje amplituda signala prebrojiv 
skup U = {..., u−2, u−1, u0, u1, u2, ...}, signal je 
kvantiziran.

Diskretizacija amplitude

Indeksacija amplituda un je preslikavanje
u: Z → U, 

u = {un  n ∈ N}, N ⊆ Z.
Najjednostavniji primjer: aritmetički niz

u = {..., a0 − Q, a0, a0 + Q, a0 + 2Q, ...},
gdje je Q konstanta (kvant amplitude).

un = Q n, n ∈ N.



Primjer – kontinuirani signal s 
kvantiziranom amplitudom
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Primjer – kvantizacija po 
amplitudi i vremenu
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Digitalni signali

Vremenski diskretan signal s kvantiziranim
amplitudama, prikazan uz pomoć konačnog 
broja znamenaka naziva se digitalnim

010

13

010010110010010010011110110101100011000

1211109876543210k

Operacije na signalu

Promjene na signalu se događaju kad signal
prolazi kroz medij ili sustav.
Važne operacije: modificiranje vremenske i 
amplitudne osi signala.
Radi jednoznačnosti koristit ćemo funkcije 
koje imaju inverziju −

monotono rastuće ili padajuće funkcije.

Transformacija vremenske osi

Neka funkcija τ preslikava staru os u novu
tn = τ(ts).

Novu vrijednost signala računamo kao
un(t) = us(τ−1(t)), t ∈ Tn .

Primjer (stezanje ili rastezanje signala):
τ(t) = t / a t ∈ Ts .
τ−1(t) = a t t ∈ Tn .

Primjer transformacije 
vremenske osi
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t 
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a>1 

 

t 
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a<1 

Primjer transformacije 
vremenske osi

 

t 

hr(t) 

Za a < 0
(kao i za sve monotono

padajuće funkcije τ)
imamo reverziju 
vremenske osi !!!

 

t 

hr(t) 

Primjer transformacije 
vremenske osi

 

t 

hr(t) 

Transformacija područja signala

Neka je T os signala us . Imamo
us: T → Us , gdje je Us područje signala.
Preslikamo “staro” područje Us u novo Un :
ϕ : Us → Un .
Dobili smo novi signal un :
un(t) = ϕ (us(t)), t ∈ T.
Pri tom funkcija ϕ mora imati inverziju
(ako želimo restaurirati stari signal).



Preslikavanje signala

Jednostavno preslikavanje − kompozicija 
funkcija:
v(t) = f (u(t)), v = f (u), u ∈ U, v ∈ V.
Trenutna vrijednost preslikava se u trenutnu.
Složenije preslikavanje − operator pridružuje 
signalu drugi signal:
v = F (u), u ∈ U, v ∈ V.

Složeno preslikavanje signala

 

t t 

Signalu slijeva u cjelini pridružen je signal na 
desnoj strani (ne trenutnim vrijednostima!).

Složeno preslikavanje

[ ] [ ]( )
2121 t,tt,t uv F=

Trenutna vrijednost v(t), uz t ∈ [t1, t2]
zavisi od svih trenutnih vrijednosti u(τ) iz 
intervala τ ∈ [t1, t2] !

Neka F preslikava signal u iz intervala 
[t1, t2] u signal v u intervalu [t1, t2]. 

Složeno preslikavanje

[ ]( )tuFtv ,)(
21 t,t=

gdje je F funkcional koji funkciji u na 
intervalu [t1, t2] pridružuje broj v(t).
Posebice su zanimljive 2 mogućnosti:

v(t) ovisi od segmenta [t1, t) − prije t, ili
v(t) ovisi od segmenta (t, t2] − poslije t.

Trenutci t1, t2 mogu biti i u beskonačnosti.

Trenutna vrijednost v(t) može se izraziti kao:

 

t t 0 

u(t) 
u(t, ∞) u(-∞, t) 

1. slučaj: v(t) ovisi o u(−∞, t) ,
a to je čitava prošlost signala u(t).

Funkcional F je memorijski.

Memorijsko i prediktivno preslikavanje

 

t t 0 

u(t) 
u(t, ∞) u(-∞, t) 

2. slučaj: v(t) ovisi o u(t, ∞) ,
a to je čitava budućnost od u(t).

Funkcional F je predikcijski.

Memorijsko i prediktivno preslikavanje

 

t t 0 

u(t) 
u(t, ∞) u(-∞, t) 

3. granični slučaj: v(t) ovisi samo o u(t),
v(t) = f (u(t)),

postoji samo ovisnost trenutnih vrijednosti.

Memorijsko i prediktivno preslikavanje

 

t t 0 

u(t) 
u(t, ∞) u(-∞, t) 

4. slučaj: v(t) ovisi o u(−∞, ∞) ,
radi se o memorijsko-prediktivnom ili

nekauzalnom preslikavanju.

Memorijsko i prediktivno preslikavanje

Linearni funkcional

ili

h(t) − težinska ili Greenova funkcija.

Primjer

∫
+∞
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Operacije među signalima

[ ] ,)()( )(
1

2 tututv =
ili linearna, npr.

).()()( 21 tututv βα +=

Djelovanje više signala na jedan
rezultirajući može se opisati funkcijom:

v(t) = f(u1(t), u2(t), u3(t),...).
Općenito, to je nelinearna funkcija, npr.

Operacije među signalima

Elementarne operacije − ne mogu se dalje 
razlagati.
Važne elementarne operacije:

zbrajanje v = u1 + u2

množenje v = u1 u2

Razlaganje f na elementarne operacije −
Taylorov red s konačnim brojem članova.
Funkcionali: linearni ili nelinearni.

Poboljšanje slike

Poboljšanje slike operacijama na histogramu

Primjer digitalne obradbe govora
izvorni signal
modifikacija vremenske osi (ponavljanjem 
ili izbacivanjem vremenskih uzoraka 
signala)
modifikacija visine glasa govornika
modifikacija trajanja izgovora poruke
modeliranje govora LPC modelom

u svrhu učinkovitog prijenosa ili pohrane , tj. kodiranja


