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ZESQI

Signali i sustavi

Op¢i linearni sustavi

zesel Primjeri kontinuiranih signala

= Za analizu linearnih sustava najvece
znacenje imaju:
= kompleksna eksponencijala,
= Diracova § — funkcija.

zesel Kompleksna eksponencijala

= u(f) = Ue*; s,Ue C.
= Ovisno o kompleksnoj frekvenciji
s =0 +jo imamo slucajeve:
= konstantnog (s = 0),
= cksponencijalnog (® = 0)
= harmonijskog signala (¢ = 0).
= Pobuda kompleksnom eksponencijalom
koristi se za analizu vladanja sustava u
frekvencijskoj domeni.

zesel Diracova d - funkcija

= Diracova d — funkcija B
8(t)=0, t=0; i [8()dr=1.
= §(f) — singularna funkcija.
= Regularne + singularne funkcije =
poopc’ene funkcije ili distribucije.

9)= [8(0)(t) di = (0)

Delta - \‘
distribucija Ispitna funkcija, Skalar

Singulama regularna u nuli
delta funkcija

zesal Impulsni odziv i konvolucija

= Diracovu funkciju nazivamo i jedini¢ni impuls.

= Poznavanje impulsnog odziva nekog sustava je
dovoljno za potpun opis njegovog vladanja.

= Odziv linearnog vremenski stalnog sustava na
op¢u pobudu opisuje se konvolucijskim
integralom:

= Th(t —7u(r) dt,

gdje je A(¢) odziv sustava na jedini¢ni impuls.

zesel Linearne operacije na signalima

= SloZeni signali se mogu predstaviti linearnom
kombinacijom elementarnih signala:

N
t ) = z ap Uy (t )
k=
* gdje su a; — realne ili kompleksne konstante, a

{u,(f)} prebrojiv skup elementarnih funkcija.

= SloZeni se signali mogu predstaviti takoder i
neprebrojivim skupom elementarnih funkcija:

v(t)= Ia (M) u(t,\)d\, A —kontinuiran.

—oo

zesol Linearne operacije na signalima

= Fourierov red predstavlja primjer linearne
kombinacije eksponencijala, ¢ije frekvencije
su aritmeticki niz:

4oo
_ Zak oMot

k=—oc0

» Primjer neprebrojivog skupa je Fourierov
integral:

W(e)= _Ta(k) ™ dh.




zeson  Primjer
= Predstavimo signal integralom delta funkcija

oo

u(t)= [a(X) 8-2)dr, a(X)=u(}).

* Djelovanje nekog stalnog linearnog sustava na
signal ¥ mozemo opisati linearnim operatorom £

F[u(,)]:FUu(x) S(z—x)dk} — [u(®) Flott-)]an,

Flul=y, Fls]=h, J

konvolucijski

w(6)= [u(d) nle-2)an — integral |

zesel Harmonijska pobuda sustava

= Korisna za analizu linearnog nepromjenjivog
sustava u frekvencijskoj domeni:

u(t): Uejwt - y(t): Ih(f—f) Uejwrdz_.
» Nakon supstitucije t — 7= i sredivanja izlazi:
y(t)= H(w)Ue’™, H(w)= J'h () e 7.

= Harmonijska pobuda daje harmonijski odziv —
nema izobli¢enja ni visih harmonika.

zesal Harmonijska pobuda sustava

= Veli¢ina H(w) je kompleksan broj koji nam
pokazuje za svaku frekvenciju w:
= koliko se promijenila amplituda harmonijskog odziva
= kakav je fazni pomak u odnosu na harmonijsku pobudu u(?).
* A(®) = |H(w)| je frekv. karakteristika amplitude,
* ¢ (w) = arg H(w) je frekv. karakteristika faze.

» lzraz za H(w) predstavlja Fourierov integral ili
Fourierov spektar impulsnog odziva sustava

h(t).

5@ Pobuda sustava kompleksnom
ZES0 iy
eksponencijalom

= Opcenito, pobuda kompleksnom
eksponencijalom opet daje kompleksnu
eksponencijalu:

H(s)= Th (9) e do.

* To nam kazuje da je kompleksna eksponencijala
svojstvena funkcija (eigenfunction) konvolucije!

5@ Pobuda sustava kompleksnom
ZESOI iy
eksponencijalom

®» zraz za H(s) je ujedno izraz za dvostranu
Laplaceovu transformaciju impulsnog
odziva h.

H(s)= Th (0) e **av.

= [zraz za jednostranu Laplaceovu
transformaciju dobivamo uz kauzalnu pobudu
u(f)=Ue -u(f) 1!

ZESQI

Signali i sustavi

Linearni diferencijalni sustavi

5@ Model sustava s ulazno izlaznim

ZESO ..
varijablama
= Diferencijalni sustavi su oni koji se daju opisati
jednom ili vise diferencijalnih jednadzbi.
= Linearni sustav s jednim ulazom i jednim
izlazom: ay™+a v+ tagy=f(t)=
=b,u™ +b, u" " +...+byu.

= Desna strana od f{¢) — funkcija smetnje ili
funkcija pobude, opéenito funkcija ulaznog
signala u(f) i njegovih derivacija do m — tog
reda, m < n.

5@ Model sustava s ulazno izlaznim
ESO)! B
varijablama

= Koeficijenti {a;} i {b;}:
= konstantni = vremenski stalan linearni sustav,
= funkcija vremena = vremenski promjenjiv linearni sustav,

= zavise od ulaznih ili izlaznih varijabli i njihovih derivacija =
nelinearni sustav.

= Sustav je opcenito opisan s vise simultanih
diferencijalnih jednadzbi.

= Cesto se vise simultanih diferencijalnih
jednadzbi svodi na jednu jednadzbu viseg reda

koja veze jednu izlaznu i jednu ulaznu varijablu.

5@ Model sustava s ulazno izlaznim
ESQ)! ~
varijablama

= Uvodi se operator deriviranja

d
. Dyz—y odnosno,
dt

d"y
Dﬂ — .
T




% Model sustava s ulazno izlaznim
ZESeN ..
varijablama

= Svojstva operatora deriviranja:
D (0%)-D(0y)- D"y
D" (C]yl +Cyy, ) =CD"y, +C,D"y,
(D+C,(D+C,)y=[D?+(C,+C,)D+C,C, ly.

= Diferencijalna jednadzba napisana pomocu
operatora D

(anD” +...+a0)y=(me”’ +...+b0)u.

5@ Model sustava s ulazno izlaznim
ZESO)! ..
varijablama
= Skraceni oblik zapisa:
d"y
dr"

AD)y=BD)u gdjesu Dy= %, D"y =

= Predstavljanje linearnog sustava pomocu
operatora H(D), gdje je H(D) = B(D) / A(D)
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% Klasicne metode rjesavanja
ZESON

= Ako postoji funkcija smetnje ili pobude f{7),
linearna diferencijalna jednadzba je nehomogena.
= Jednadzba postaje homogena za f{f) = 0:

n

d
o dtij
= Homogena jednadzba n — tog reda ima » linearno
nezavisnih rjeSenja, pa se opce rjeSenje moze prikazati
kao linearna kombinacija pojedinacnih rjesenja.

+..+a,y=0.

Yo=Ky +Kyy, +..+K,p,

zesal  Klasicne metode rjesavanja

= Pretpostavlja se rjeSenje oblika: y(¢) = e, pe C.
= Supstitucijom se dobije izraz:
(a,p"+a, ,p" " +...+a,p+a,)e” =0.

= Karakteristi¢na jednadzba gornje diferencijalne

jednadzbe

a,p"+a, p" " +...+ap+a,=0.

= Opce rjesenje uz n razlicitih karakteristi¢nih

korijena .

Yo =K, e +K,e™ +...+K ™ = Ke™.

i=1 2

Zesol  Vremenski stalni sustavi

= Opce rjesenje uz k jednakih od ukupno n
korijena y, (f) =K,e™ + K te™ +...+ K, t* e
+K,, e+ +K ™.
= Opce rjesenje uz korijene visestrukosti

mi, M2, ..., M LR .
1s 25 b n yo(t)zzep,tzKijt/ 1‘
i=1 j=1

= Rjesenje nehomogene jednadzbe dobiva se
dodavanjem tzv. partikularnog rjeSenja y, na
rjeSenje homogene
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zZesol  Vremenski stalni sustavi

= Rjesenje homogene jednadzbe —
komplementarno rjeSenje ili slobodni odziv
sustava,
= postoji i kada nema pobude za K;# 0,
= naziva se i vlastito gibanje ili titranje sustava jer opisuje
titranje energije u sustavu bez vanjskog poticaja.
= Komponente slobodnog odziva titraju iskljuc¢ivo
karakteristi¢nim frekvencijama sustava p;, koje zavise od
strukture i parametara sustava, a ne od pobude.
= Komplementarno rjeSenje prisutno je u opéem rjesenju
nehomogene jednadzbe.

5@ Amplitude viastitog titranja
ZESO
sustava
= Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe za
slucaj nejednakih korijena je:

y(0) = Ke" +y,().
=1

= Konstante K; odreduju se iz pocetnih uvjeta
danih preko vrijednosti funkcije i njenih
derivacijau ¢=0.

= Uzastopnom derivacijom izraza za y(f)ut=0
dobiva se sustav linearnih algebarskih
jednadzbi. 2

5@ y . . . .
o> mplitude vlastitog titranja
sustava
»0)-y,(0)=K, +K, +...+K,

y(O)_yp(o) :leI +p2K2 +"'ann
0=, 0= pr K+ p K b K,

= Van der Mondova determinanta sustava
sastavljena od potencija korijena p,, p/~ .
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‘ A . . . .
%@ mplitude vlastitog titranja

sustava
= Partikularno rjeSenje oznacimo s y,(f). Uz
konstantnu ili periodi¢ku pobudu nazovimo
ga stacionarno stanje.

= Komplementarno rjeSenje iSCezava s
vremenom pa se naziva prijelazno ili
prolazno stanje.

= Prijelazno stanje sastoji se od titranja vlastitim
frekvencijama p, sustava.

= Amplitude titranja u prijelaznom stanju odredene su
razlikom pocetnog stanja {y®(0)} i iznosa partikularnog
rjeSenja {y,(0)} u trenutku 7= 0.




5@ Amplitude viastitog titranja
ZESO
sustava
= Prvi specijalni slucaj: pocetni uvjeti jednaki
partikularnom tjeSenjuut=0
y(f)(O)—y;i)(O) =0, i=012,..,n—-1
= Trivijalno rjesenje, K; = 0.

= Prijelaznog procesa nema, ve¢ stacionarno stanje krece
odmah i ima frekvenciju pobude.

= Drugi specijalni slucaj: pocetni uvjeti jednaki 0
¥(0)=0, $(0)=0,..., 5" (0) =0.

= Sustav je bez pocetne energije — miran sustav.

5@ Amplitude viastitog titranja
ZESO
sustava
= Treci specijalni slucaj: f{¢) = 0 — nepobuden
sustav ) (1)
Y, =0,,1)=0,...y," (1)=0.

* Oznacimo s K, konstante koje slijede iz
pocetnih uvjeta . (0)=0.

* Oznacimo s K, konstante koje slijede iz
. . . . . (i) _
pocetnih uvjeta kada je sustav miran y'’(0) = 0.
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5@ Amplitude viastitog titranja
22800 sustava

= Ukupno rjeSenje prikazano pomocu Ko, i K,;:

()= {Z K,.e" + ZKpiePf’} +,(0).
i=1 i=1

= Dio s vlastitim titranjem frekvencijom p; u zagradi te
prisilno titranje y,(#) frekvencijom pobude.

)= z Ke™ + |:Z Kpieplt +, (t)j|
i1 i1

= Qdziv nepobudenog sustava u zagradi te odziv mirnog
sustava koji titra s p; i frekvencijom pobude.

@7@ Prisilni odziv sustava
ZESOl

= Prisilni odziv sustava predstavlja partikularno

rjesenje nehomogene jednadzbe.
= Opcenito se moze dobiti Lagrangeovom metodom varijacije
parametara.

= Za pobudu eksponencijalnom funkcijom
raCunanje odziva je jednostavno jer se y,(f) moze
predstaviti eksponencijalom (deriviranjem se
mijenja samo kompleksna amplituda
eksponencijale).

= QOdredivanje kompleksne amplitude temelji se na
metodi neodredenih koeficijenata.

Zesol Prisilni odziv sustava

= Op¢i oblik diferencijalne jednadzbe:
(a,D"+a, D" +...+a,)y=(b,D" +b, D" +...+b,)u.
= Pobudni signal u(#) u obliku eksponencijale,

= U kompleksna amplituda (JU| amplituda, ¢ faza),
= s kompleksna frekvencija, s = 6 +jo,

u(t)=Ue", U=|Ue”.

= Pretpostavljeno rjesenje (Y neodredeni
koeficijent):
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Prisilni odziv sustava
ZESOI

= Uvrstavanjem i izjednaCavanjem koeficijenata
lijevo i desno dobiva se:
Y= b,s n+...+b0 U=H(s)U.
a,s"+...a,
= Amplituda partikularnog rjeSenja Y odredena je
amplitudom pobude, svojstvima sustava te
kompleksnom frekvencijom s.

= Transfer ili prijenosna funkcija sustava H(s) —
veli¢ina koja odreduje odnos kompleksne
amplitude prisilnog odziva Yes' i kompleksne
amplitude pobude Uest. 5

Zesol  Prisilni odziv sustava

b,s"+..+b, Y

H(s)=
<) as"+..a, U

= H(s) je formalno jednak operatoru H(D) ali
= H(D) pridruzuje vremensku funkciju y funkciji u
y=H(D)u,
= H(s) ima znacenje faktora kojim treba mnoziti kompleksnu
amplitudu ulaza da se dobije amplituda izlaza

Y = H(s)U.

Zesol Prisilni odziv sustava

= Specijalni slucajevi kompleksne frekvencije
pobude s:

= 5 =0 — prisilni odziv na pobudu konstantom
b
u=Ue"=U, H(0)=-2.

a
= 5 =jm — odziv na harmonijsku (ili sinusnu) pobudu, je dan
izrazom:

H(jo)=H(o)=H (o) + jH (0) = A",
koji se naziva frekvencijska karakteristika sustava.
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Zesol Prisilni odziv sustava

* A(w) — amplitudno frekvencijska karakteristika.
= ¢(m) — fazno frekvencijska karakteristika.

= Ako je y,(f) = Yes posljedica u(f) = Ue* onda je
yp(t) =Re{Ye*} posljedica Re{Ues}.




ZESQI

SIMULINK primjer

zesen  Frekvencijske karakteristike

[ Figure No. 1 EEE

e o | 4w | o)
0 6.2500 0

° 0.2020 7.9460 -0.3268

5 0.4040 12.3650 -1.6110
0.6061 4.1642 -2.6125
0.8081 1.9275 -2.8248
1.0101 1.1316 -2.9109
1.2121 0.7510 -2.9585
1.4141 0.5372 -2.9891
1.6162 0.4043 -3.0105
1.8182 0.3158 -3.0265

5@ Transfer funkcija linearnog,
vremenski invarijantnog sustava

» Linearne, vremenski invarijantne sustave
mozemo proucavati pomoc¢u Laplaceove
transformacije:

= diferencijalne jednadzbe prelaze u algebarske,
= sustav je predstavljen u domeni kompleksne frekvencije.

= Za odredivanje transfer funkcije po¢i ¢emo od
Laplaceovog transformata ulazno izlaznog
modela:

U(s) = £{u(@)}, Y(s)=£{y(0)}.

gﬁ Transfer funkcija linearnog,
vremenski invarijantnog sustava

= Transformacija derivacije ulaza i izlaza je:

J{ddt:l} = S’”U(S) _Sm—lu(o) - _u(m—l)(o)’

d"y et _ (n-1)
1{ e }—s Y(s)—s""y(0) —y"7(0).

= Na temelju linearnosti Laplaceove
transformacije moZze se napisati:
(a,,s” +a,,s"" +..+a, )Y(s) = (bms’" 4.4 by WU (s) + E(s).

5@ Transfer funkcija linearnog,
vremenski invarijantnog sustava
= Ako vrijedi:
Y(0)=0 za v=0,1234,..1
u(0)=0 za ©=0,1234,.,m-1

dobivamo odziv mirnog sustava:

ﬂ@—éiij¥hU<)

= Dobiveni izraz moZemo napisati:
Y(s)=H(s)U(s).
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5@ Transfer funkcija linearnog,
vremenski invarijantnog sustava

» Funkcija H(s) zove se transfer funkcija ili
prijenosna funkcija sustava.
= Definirana je za miran sustav kao:
H(s)= YO _AVOb 6 —0zar<0,
U(s)  £u®)}

= Ako znamo H(s), sustav mozemo predstaviti

kao blok:
O e

zesal Transfer funkcija sloZenih sustava

= Paralelni spoj podsustava:

_ UW)| H(s) = | Y(s)
- Hy(s) + Hx(s)

Y(s) =Y, (s)+ Yy(s) = [H, () + H,()U (s) = H(s)U (s)
H(s)=H,(s)+H,(s)

zesen Transfer funkcija sloZenih sustava

= Kaskadni spoj podsustava:

Y(s)=H,(s)V (s)=H,(s)H,(s)U(s)
H(s)=H,(s)H,(s)
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zesal Transfer funkcija sloZenih sustava

= Prstenasti spoj podsustava — sustav s
povratnom vezom:

Us)|  H(s) | X
1+ H,(s)H,(5)

E(s5)=U(s)— Hy(s)Y(s)

Y(s) = H,(5)E(s) = H/()U(s)— Hy(s)Y ()] =Y (5)
Y(s)(1+H,(s)H,(s)) = H,(s)U(s)

H,(s)

M= o)




zesal Transfer funkcija sloZenih sustava

= Jedan Cesto koriSten element sustava je
integrator.

» Transfer funkcija integratora:

U@ 11 gs=1

N

v | —
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%@ Transfer funkcija sloZenih sustava

= Kori$tenjem pokazanih pravila za kaskadu,
prsten i paralelni spoj, slozene blok dijagrame
mozemo sazeti i tako odrediti transfer funkciju
cijelog sustava.

= Primjer: Odrediti transfer funkciju sustava
sazimanjem blok dijagrama.

= Transformira
jmo oznaceni
dio blok
dijagrama.

H| Hi(s) | [ Hi(s)

U(s) .

X(s)
O
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zesan Transfer funkcija sloZenih sustava

= Dobivamo rezultat:

0}
H| Hy(s) }7

* Nacrtajmo ponovo isti blok dijagram. s

zesal Transfer funkcija sloZenih sustava

= Dobivamo:

] H16s) [ a0

—(+

= Na dobivenom blok dijagramu prepoznajemo:

= kaskadu,
" $poj s povratnom vezom.

= Kaskada se moze nadomjestiti blokom ¢ija je
transfer funkcija: H,H,
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zesen Transfer funkcija sloZenih sustava

= Ranije je pokazano da za spoj s povratnom
vezom vrijedi:

U(s) Y(s)

o) H,(s) )
1+ H,(s)H,(s)

= U nasem primjeru bit ¢e:

v 6‘—' w0 1+ H,(s)
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zesal Transfer funkcija sloZenih sustava

» Prema tome, nas blok dijagram mozemo sazeti:

H\(s) Hx(s)

1+ H,(s)

5
Hi(s)

= Desnu stranu blok dijagrama ¢ini paralelni spoj
podsustava pa ga mozemo nadomjestit
podsustavom ¢ija je prijenosna funkcija:
HIHZ + H3. 51

zesal Transfer funkcija sloZenih sustava

» Daljnjim sazimanjem dobivamo kaskadu:

1

THo | Hi(s) Ha(s) + Hy(s) —

= Cijeli sustav prikazan jednim blokom ima
oblik:

H,(s) H,(s)+ Hy(s)
1+ H,(s)

5@ Ulazno izlazni model sustava s

ZESO I ..
vise ulaza i izlaza

= Sustav s viSe ulaza i izlaza moze biti opisan s:
4,(D)y, +...+4,(D)y, =B,,(D)u, +...+ B, (D)u,,,
4,(D)y, +...+ 4, (D)y, =B, (D), +...+B,,(D)u,,,

A, D)y, +...+4,(D)y, =B,(D)u, +...+ B, (D)u,,.
= Ako su ulaz i izlaz definirani s:
y=[ypeon ]
u=[u,u,,...,u,|
jednadZbe mozemo napisati u matriénom
obliku:

i
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%@ Transfer matrica sustava s vise
ulaza i izlaza

» Laplaceova transformacija skupa jednadzbi ima

oblik:
L(5)Y(s)=K(s)U(s) + E(s)

gdje E(s) sadrzi ¢lanove s pocetnim uvjetima.
» Za mirni sustav, E(s) = 0, izlaz je jednak:
Y(s)=L"(s)K(s)U(s) = H(s)U(s).
= Ulazni vektor se mnozi s matricom:
H(s) =L (s)K(s)
koja se zove transfer matrica sustava. 5




5@ Model s varijablama stanja
linearnog sustava

= Vladanje sustava opisuje vektorska dif.

jednadzba: <= Ax+Bu

= A je matrica koeficijenata (realnih i
konstantnih): {%}s i j=12,m

= B je pobudna ili kontrolna matrica konstantnih
elemenata:

b} i=12,0m k=12,.,m.

gmi Model s varijablama stanja
linearnog sustava

= Vektorska jednadzba:

X =Ax+Bu
identi¢na je skupu linearnih dif. jednadzbi
prvog reda:

X, () = Za,, j(t)+2bmuk(t) i=12,....n.
= Ako je pobuda u= 0, Jednadzba je homogena:
x(¢) = A x(2).
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5@ Model s varijablama stanja
linearnog sustava

= zlazna vektorska jednadzba:
y(¢) = Cx(¢) + Du(?).

identi¢na je skupu linearnih algebarskih
jednadzbi:

y,(t)= ch] /(t)+2d,kuk(t) i=12,...,r.

zesal  Blok dijagram linearnog sustava

. Primjer X, =a, X, +a,x, +b11”1 +b12”2’
tava v o=
sus Xy = Ay X, + Ay Xy + byt + Dyt
drugog o @
redas 2
ulazai2 o O
izlaza: B>
uy % ° Y2
AN
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zesel  Blok dijagram linearnog sustava

» Jzlazna jednadZzba se realizira s 2 sumatora:

(@) = x, (D) + e, x, () +dyu, (1) + duy (1),
Y, () = €y, (8) + 0%, (1) + oy, (£) + d yu, (2).
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zesel  Blok dijagram linearnog sustava

= Kompletan sustav jednadzbi stanja i izlaznih
jednadzbi prikazuje kabelski blok dijagram:

éﬁq@ Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja
Direktna metoda:
= Podimo od prijenosne funkcije:

H(S) = nb70 . a = 1,

s"+...+a,
(s"+...+2,)Y(s)=bU(s).

= [zdvojimo ¢lan s najviSom derivacijom:

'Y (5) = bU(s) L, ('Y ().~ a, ("7 (s),
S N

(n) _ (n=1)
y _bOu_an—ly - --_aoy’
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?ﬁ Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja

= Realizacija:

(n) _ (n-1)
y"W=bu—-a, y" —...—a,y.

y
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» Razlaganje sustava i prijelaz u
ZES model s varijablama stanja

= Prijelaz u model stanja: Oznacimo na
dijagramu izlaze integratora kao varijable
stanja.
» Jednadzbe stanja glase:
X, =X,

X, =X

Xyt =X
X, =—apx —ax, ——a, X, +bou.

» JednadZba izlaza glasi: y(t) = x,(?).




g‘ﬁ Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja

= U op¢em slucaju, b; # 0, moZemo pisati:

Y(s) = B(s )(U(s;j B(s)Z(s).

= Sada prvo realiziramo: U(s)
~Als)
Sto je isto kao u proslom primjeru.
= Nakon toga napravimo linearnu kombinaciju

svih izlaza integratora, prema izrazu:
Y(s) = B(s)Z(s) = (b,s” +...+b, )Z(s).
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é% Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja

» Realizacija cijelog sustava:
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' Razlaganje sustava i prijelaz u
Zese) model s varijablama stanja

= Istim postupkom kao u slu¢aju b,= 0, dobivamo
jednadzbe stanja:

i 0o 1 0 - o0 Tx]7To
X 0 0 1 0 X, 0
: = " + il
il lo o o 1 x| |o
X, -a, —a, -—a, -a,, | x, 1
o
y=[b,—ab, b—ab b —a,.b,] 2 |[+bu
LXn

éﬁﬁ Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja
Iterativna metoda:

= Brojnik i nazivnik prijenosne funkcije mozemo
prikazati kao produkt korjenih faktora:

B(s)=b,s"+...+b,=b, [ (s —s,),
1

H(Y)—*

H(S 9]

A(s)=a,s"+...+a, =auH(S_p/1)’

k=1

= Produkt — upucuje na kaskadu podsustava.

H(S $i)
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5@ Razlaganje sustava i prijelaz u

aES
" model s varijablama stanja
= Realizacija:
J H(S sk)
H(s)= *ni
H(S —Py)
1
us) | s—s, §=8, [Yu® | s—s, |%© | s—s, | Yo
o—] — e Tl = Oreeeee — o
s=p | [s-Ps 5Dy s=P,
H, H, H; H,

Y(s)= {f{ H, (s)}U(s)
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5@ Razlaganje sustava i prijelaz u

ZES
" model s varijablama stanja
= Sekcija s nulom i jednim polom zove se

bilinearna sekcija.

» Bilinearna sekcija moze se realizirati jednim

integratorom.
§—S
Y, =H, ()Y, = LY
@ S=Py

1
Xk(s):qyk—u > X (9)=p X, (9)+Y,,

k

Y, (5)=(s—8,)X,(s) sX,f(s):YH+p,f§(sX,{(s))

J_L  realizacja @ J_L ®

é% Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja

= Realizacija:

SX,(5)=T, , +p, é(sxk (), Yuls)= (s =) X, (5).

= p, 15, mogu biti kompleksni = neostvarivo u
praksi,

5@ Razlaganje sustava i prijelaz u

ZES
" model s varijablama stanja
= Prijelaz u model stanja: Za k—tu bilinernu
sekciju u kaskadi, mogu se napisati jednadzbe:

X =PpXp T Vi Ve =X, =8 %,
za k=1,2,---,n
» Uz y, =u, eliminacijom derivacije x, iz jed. za
Yie
X, =px, +u y=(p, —s)x +u

Xy =PyX, +(py—8)x +u Yy =(py —=8,)%, + (P, —8,)x, +u

X, =psx; +y, ,itd.

Y=y, =0, =8,)%, + (P, =8, )X+ +(p —s)x +u

5@ Razlaganje sustava i prijelaz u

ZES!
" model s varijablama stanja
» Dobivene jednadzbe mozemo prikazati

matriéno:
X, P 0 X, 1
X -s N 0 1
x.2=(p1' ) P x,2+_u
X, (p=s) (P—s,) - p,|x%, 1
X
X

y=lpi=s) (-s)) -~ (p,—s,)] 7 |+u




g‘ﬁ Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja
= Kombiniranjem konjugiranih parova polova i
nula: "o (s=8)(s—8,%) 8, =—p+jv, Vo=p’+V’

k . 2 2 2
. (s=p)s—p*) p,=-8+jo, o =8+w
= dobiva se * ) P / 0

bikvadratna o
sekcija

= koeficijenti
polinoma su
sada realni §to je
bitno za
realizaciju

;5@ Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja
Paralelna metoda:

» Prijenosnu funkciju bez visestrukih polova, s
istim redom brojnika i nazivnika, mozemo

rastaviti:
H(s)=dy+—— 4 b —2 =4 +Z S
.. 8—p S=Pp, Ts-p,
gdje je:
b
Ck:(s_pk d()=7n-

n

= Suma — upucuje na paralelni spoj podsustava .,

§@ Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja

= Realizacija:

Crl

ot
S=p $=p,

H(s)=dy+—

éﬁﬁ Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja

= Svaki sustav prvog reda sa prethodne slike daje
jednadzbu:
X, =p,x; +u

= [zlaz je dan jednadZzbom:

y= Zcx +du.

5@ Razlaganje sustava i prijelaz u

ZES
" model s varijablama stanja
= Matri¢ni opis modela stanja glasi:

X, pp O 0| x 1
X 0 0 x 1
2= P . AN
X 0 0 p. |l X 1
X
Xy
y= [CI ¢, c,| . |+du

* Ovaj model zovemo razvezani.
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éﬁﬁ Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja
= Ako su polovi visestruki, dobivamo slijedecu j.

stanja: ] [p 1 0 Tx7 [o]
X, 0 p 1 X, 0
X, 0 0 p X, 0
L= - D u
Xk P Xk 1
%] L P x| L1

= Matrica A je kvazidijagonalna, ima tzv.
Jordanov blok. 7

éﬁﬁ Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja
= [zlazna jednadzba ima oblik:

zesel Transformacija varijabli stanja

= Pretpostavimo da je sustav opisan pomocéu

varijabli stanja x;:
x=Ax+Bu y=Cx+Du.

= [sti sustav moZemo prikazati i pomocéu
drugih varijabli stanja z,.

= Varijable z su linearna kombinacija
varijabli x:

x=Pz
» Matrica P ne smije biti singularna:
detP#0 80

zesol Transformacija varijabli stanja

= Uvrstimo:
x=Pz —> x=Ax+Bu y=Cx+Du
U
Pz=APz+Bu
U
z=P'APz+P'Bu y =CPz+Du
o Vo
Zz=Az+Bu y=Cz+Du

* Nove matrice sustava imaju oblik:
A"=P"'AP, B'=P'B, C'=CP, D =D.




zesal Transformacija varijabli stanja

= Kako odabrati matricu P ?
= Tako da matrica A* bude dijagonalna (kanonski oblik).
= U tom slucaju P se zove modalna matrica.

= Kako na¢i modalnu matricu ?
= Promatrajmo transformaciju vektora x uy:
y = Ax
= Zakoji x ¢e y imati isti smjer u vektorskom prostoru ?
y=Ax=Ax
(A je skalar)

zesen Transformacija varijabli stanja
* Jednakost:

Ax =Ax
predstavlja homogen sustav jednadzbi:
M-A)x=0

Matrica I je jedini¢na matrica:

1 0 - 0

0 1

I=|.
0
0 0 1 @

zesal Transformacija varijabli stanja

* Netrivijalno rjeSenje x, # 0 dobiva se:
det (A\I—A) =0.
= Ako je matrica A dimenzija n X n, dobiva se
karakteristi¢ni polinom n—tog stupnja.
= Korjeni karakteristicnog polinoma su vlastite
vrijednosti matrice A.

= RjeSenjem jednadzbe
M-A)x=0
dobivaju se vlastiti vektori. 5

zesal Transformacija varijabli stanja

= Transformacija varijabli ne mijenja vlastite
vrijedosti:

P,(\)=detM—-A") =
=det(AI-P'AP) =
=detAP'P-P'AP)=
=detP " det(Ml—A)-detP =
=detP " det Pdet(M - A) =
=det(AI-A).

zesel Transformacija varijabli stanja

= Kako dobiti modalnu matricu ?

= Formirajmo matricu M od vlastitih vektora
matrice A:

Mz[xl XZ o Xn]'
= Odredimo produkt AM:

AM=A[x1 X, - xﬂ]=[Ax1 Ax, --- Axn].

» Uvritavanjem Ax, = A,X, dobivamo:

AM = [}\'lxl 7\"2X2 7\"nxn]' 36

zesel Transformacija varijabli stanja
= [zraz:
mozemo napisati u obliku:

A,
AM=[x, x, - X, A N =MA
A,
» Vidimo da vrijedi: A
AM=MA > A=M'1AM
= Matrica M je modalna matrica. o

zesen  Upravljivost i osmotrivost sustava
= Sustav prikazan u kanonskom obliku ima oblik:
x = Ax+fu,
A =diag[A,, A, 00,
= Za slucaj s razlicitim korjenima imamo

jednadzbe stanja:
X =pix; by +byu,,

X, =Py, + by +byyu,,

X, =P, X, +b,u; +b,5u,.
= Svaka varijabla stanja moze se dobiti
rjeSavanjem jedne jednadZzbe.

zesol  Upravljivost i osmotrivost sustava

* Promotrimo i-tu jednadzbu:
X, =px, +bu +b,u,, i=12,..,n

i

* Varijabla x; u svom odzivu ima istitravanje
karakteristicnom frekvencijom p;,

= Pocetni uvjet x/0) istitrati ¢e se
frekvencijom p,

= Svaka varijabla stanja istitrava svojom

frekvencijom
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zesol  Upravljivost i osmotrivost sustava

= Sustav je upravljiv ako ulazni signali mogu
pobuditi sve karakteristi¢ne frekvencije sustava.
X = X+ by + b,
X, = pyX, +byu, +byyu, X = Ax+pu

X, =p,x,+b,u, +b,,u,
= Sustav s razli¢itim karakteristi¢nim
frekvencijama je upravljiv ako matrica [ nema
nultih redaka

= Ako je i-ti red nul-redak, titranje frekvencijom moze doci
samo od pocetnih uvjeta, a ne pobude

= Varijabla stanja koja odgovara nul-retku je neupravljiva o




zesat  Upravljivost i osmotrivost sustava

= Primjer: Pobuda u jednoj dijagonali
uravnotezenog mosta, a titrajni krug u

2R

N4
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zesen Upravljivost i osmotrivost sustava

= Kad matrica A ima viSestruke vlastite
vrijednosti, sustav je upravljiv:

= Ako ne postoje dva Jordanova bloka koja
pripadaju istim vlastitim vrijednostima.

» Ako elementi matrice B koji odgovaraju
zadnjem redu svakog Jordanovog bloka nisu
jednaki nuli.

= Ako svi elementi svakog reda matrice B, koji
pripadaju jednostrukim vlastitim vrijednostima
nisu jednaki nuli.
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zesal Upravljivost i osmotrivost sustava

= Sustav je osmotriv ako se preko izlaza
sustava mogu registrirati sve prirodne
frekvencije sustava.
Y =TnX Xy oYY,
Y2 =YX F¥nXy o+, X, y=Ix+Du
Ve =YX HY Xt Y X,
= Sustav s jednostrukim frekvencijama je
osmotriv ako matrica I" nema nultih
stupaca
= Varijabla koja odgovara nultom stupcu je neosmotriva

zeson  Upravljivost i osmotrivost sustava

= Primjer: UravnoteZen most

2R\

N
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zesol  Upravljivost i osmotrivost sustava

= U slucaju visestrukih korijena, sustav je
osmotriv:

= Ako ne postoje dva Jordanova bloka koja
pripadaju istim vlastitim vrijednostima.

= Ako u stupcima matrice I, koji pripadaju
prvom redu svakog Jordanovog bloka nisu
nule.

= Ako u stupcima matrice I, koji pripadaju
jednostrukim vlastitim vrijednostima nisu nule.
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zesal Upravljivost i osmotrivost sustava

= U opéem sluéaju, sustav mozemo rastaviti na
cetiri podsustava:

upravljiv, neupravljiv, osmotriv, neosmotriv

SUSTAV osmotriv neosmotriv
X =AX +Bu, X, =AX, +pu,

upravljiv

yi=I'x,+Du, |y, =0

X, = Ajx, X, =A,X,
neupravljiv | ° i

y; =I;5x, y;=0

= Kombiniranjem jednadzbi iz tablice dolazimo
do jednadzbi sustava:

zesen  Upravljivost i osmotrivost sustava

X, A, X, B, 0
X, _ A, X, + 0 B,|u
X, A, X, 0 0w,
X, A, xy, 0 0

x]

vi|_[T 0 0 0fx | [D 0w,
Yol [0 0 Iy Ofxs| [0 0fu,

Xy
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zesol  Upravljivost i osmotrivost sustava

» Razlaganje sustava moze se prikazati blok
dijagramom:
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zesol  Upravljivost i osmotrivost sustava

* Primjer:

y=[l 0 1x+[o}




