ZESQI
Signali 1 sustavi

Z - transformacija

e Z- transformacija

Linearni, vremenski diskretan sustav je opisan jednadzbom
diferencija

agy[n]+ayln-11+a,y[n-2]+...+ay,y[n—N]=
=byu[n]+bu[n—1]+bu[n—2]+...+ b uln—M]
za pobudu oblika u[n]=Uz" partikularno rjeSenje je y,[n] = Yz"

Uvrstenjem dobivamo
-1 -2 -N n
(ay+az +a,z +..+ayz " )Yz'=

= (by +bz ' +byz ...+ by, z UL

ZESQN Z - transformacija

Aiz) Yz'=B(z) Uz"

kompleksna amplituda odziva je tada
B(z), by+hz'+..+b,z"
= U= N

Y

= U=H(z)U
A(2) ay+az” +.. . tayz (@)

Ypln] = UH(z)z"

H(z) je prijenosna funkcija

Zesel Z transformacija - nastavak

Odziv y[n] se moze dobiti i konvolucijskom sumacijom ako
je poznat jedini¢ni odziv A[n]

Mnl= 3 Hjuln— j]

j=—oo

Zau[n] = Uz"

Mnl=U S 1

j—
Izjednacavanjem rjeSenja slijedi

H(z)= ) hljlz”

j=—oo

Zeson 2 transformacija - nastavak

frekvencijsku karakteristiku dobijemo za z=¢/®

H(e'”)= i h[nle”™

n=—co

prepoznajemo Fourierov red, pa vrijedi

1% o
h[nl=— | H(e'*)e'*"dw
[n] zﬂi ()

H(e/®)=F {h[n]}  Fourierova transformacija niza {A[n]}

X(2)= Z )z =Z{xnl} z- transformacija niza {x[n]}

n=—co 5

ZEsel Z transformacija - nastavak

X(2)= f x[n]z™" = Z{x[n]}

Za op¢i kompleksni broj z=re/ ©
X(re’”) = i x[n](rej‘" )-” = i (x[n]r'" )e'-/‘"”

n=—co =—co

Fourierova transformacija niza {x[n]r"}

Zesel Z transformacija - nastavak
Zar=1= Fixlnl}= X(e)

dakle, Z — transformacija se reducira na
Fourierovu transformaciju na konturi u
kompleksnoj ravnini koju nazivamo jedini¢na
kruznica Im z-ravnina

z=e @

ar
" 1 Re
jedini¢na

kruznica

ZEsel Z transformacija - nastavak

Definiramo podrucje konvergencije Z — transformacije
(region of convergence — ROC) kao podrucje za z u
kojima Z — transformacija konvergira

Ako ROC, Z — transformacije, ukljucuje i jedini¢nu
kruznicu tada konvergira i Fourierova transformacija
istoga niza.

Primjer transformacije niza  x[n]=a"s[n]

Podrucje konvergencije

ZESOl .
Z - transformacije

X(2)= ia"s[n]z’" = i(az’l)”

n=—co n=0
. . .. - 1"
Da bi X(z) konvergirao mora biti Z ‘az ‘ )
n=0
to e biti za: ‘az_]‘ <l o ‘z‘ > ‘a‘

Tada je:

=1
X(z)=(az")" = _1=Zia za |2|>|d]

n=0 l-az




Podrucje konvergencije

ZESQ! Z- transformacije
Z — transformacija je racionalna funkcija
Za ovaj primjer ima jednu nulu u z=0 i jedan pol u z=a

z-ravnina

Za|a | > 1 ROC ne ukljucuje jedini¢nu kruznicu i za tu
vrijednost a Fourierova transformacija niza a”s[n] ne
konvergira 10

Podrucje konvergencije
Z- transformacije

ZESQ/l

Promotrimo niz: x[n]=—a"s[-n—1] a=0,75<1

Podrucje konvergencije
Z- transformacile
X(z)=- Za"s[—n -1z =- z a'z™"

Nn=—co

ZESQI

n=-—oo
==Y a"z"=1-) (a”'z)"
n=1 n=0

ako je ‘ailz‘ <le ‘z‘ < ‘a‘

tada gornja suma konvergira i vrijedi:

1 1 z
XZ :1— = =
@) l-a'z 1-az?' z-a

Podrucje konvergencije
Z- transformacije

ZESQI

Na slici podrucje konvergencije, pol i nula

Im
z-ravnina

Re

Usporedbom dva primjera zaklju¢ujemo da su algebarski
izrazi za X(z), kao i pol i nula identi¢ni i jedina je razlika
u podrucju konvergencije = treba voditi raCuna o njemu,

zesel Inverzna Z - transformacija

Inverziju dobijemo na temelju izraza za Fourierove koeficijente

T jo _
x[n]:LJ.X(rej”)(ref’”)”da) =| & == da):ﬁ
2z 2, dz = jre’’dw jz

op¢i izraz za inverznu
Z transformaciju

_ 1 -l
= ;j&X(z)z dz

zesan Konvergencija Z transformacije

Za kauzalne signale X (z)=)_ x(n)z™"  jednostrana
. & ,,z:(; Z transformacija

Ako niz {x[n]} zadovoljava slijedece uvjete:
1. nll<e zasven
2. postoje pozitivni brojevi 4, 1 K takvi da vrijedi

X[n]<Ar"  zasve n>K

tada jednostrana Z transformacija X (2) = z x(n)z™

n=0

konvergira apsolutno za svaki z sa svojstvom |z ={ > r. s

5@ Z - transformacija - primjeri
ZESG)

0

Zoml=Y " =1 L

Z{s[”]}= is[n]z”’ =i(z")" — 1 -

n=0 n=0 -z

Z - transformacija - svojstva
ZES !

linearnost Z {ax[n] + by[n]} = a X(z) + bY(2)

pomak unaprijed za j-koraka

Z{x[n+j]}:ix[n+j]z_" = |ntj=1| = ix[l]z—u,':

J-1

=S = Z{X(z) -

1=0

x[l]z"}

zaj=1 Z {x[nt1]} =z X(2) - zx(0)

ZEsel Z - transformacija - svojstva

kasnjenje za j-koraka

Z{x[n—j]}=2x[n—j]z”’ ‘n_jzl‘ Z.x(l)z’l’f _

n=0 I=—j

=z i Xz = z’{X(z) + i x[l]zlj
I==j I=—j

zan=1 Z {x[n-11} =z {X(2) + x[-1]z} =z X(z) + x[-1]




o) Z - transformacija - svojstva

konvolucijska sumacija kauzalnih nizova

X (2) = Z{x[n1}= Z{u[n]* H[n]}= i {iu[i]h[n - i]}z"

n=0 Li=0

M

u[i]i Mn—ilz™" = ‘n —i= j‘ =

Il
S

i

- iu(f)ih( DD =S uiz S h(j)z”

i=0 j=0

=U(2)H(z) Jerjeh(j)=0 za j<0
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ZEsel Z - transformacija - svojstva

multiplikacijas a” y[n]=a”x[n]

Z{inl}= Y a" " =Y x[n][ijr =X[5j
n=0 n a a

multiplikacija sa e/®" (frekvencijski pomak) y[n]=x[n] & ®”

n=0 n=0

Z0inl}= Y Alne = =Y x[n](e%j
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ZEsel Z - transformacija - svojstva

multiplikacija s n

Z{nx[n]}: inx[n]z’” = Zi x[n]nz—n—l _

n=0

n=0

- d ) ___d(< Al
—z;ox[n](—gz ) = de[Zx[n]z ]

d
=—ZEX(Z)

. FAY
multiplikacija s n/ Z{n’x[n]}z (— zd—j X(2)
z

Inverzna Z - transformacija
200 |, razvoj u red
Y(2) = y[0] + y[1]=" + (2] +...

razvoj u McLaurentov [n] = 1d"v(z")
red oko to¢ke z-'=0 nl d(iz™") N
Primjer :
2 _ -1
Y@= — 20 5405 412527 + 08752 ..
1-0,5z7 -0,5z

y[n] =2 8[n] + 0,5 8[n-1]+ 1,25 8[n-2] + 0,875 8[n-3] + ...

y[n]=1+(-0,5" zan=0

Inverzna Z - transformacija
Zesol 2. rastavijanje racionalane funkcije na
parcijalne razlomke

y[n]= Aq| +Bgq; +...
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Inverzna Z - transformacija
ZBSOl 2. rastav racionalne funkcije na parcijalne
razlomke - primjer

22° -0,5z

Y(z)=—22 =02
=05 05

Y(z)  2z-05
z  z22-05z-05

1 1
=+ .
z—1 z+0,5

z z
Y(z)=—+
@ z—=1 z+05

u domeni koraka izlazi ~ y[n]=1"+(=0,5)" =1+ (=0,5)"

ZEsoll Inverzna Z - transformacija

3. integralom po zatvorenoj krivulji radiusa
veceg od radiusa apsolutne konvergencije

HE)= ijjsy(z)zmldz = ZResi[Y(z)zH]

Res,|[¥(2)z"" |= lim|y ()" (z - 2,)]

Rjesenje jednadzbi diferencija

Sesoy  Upotrebom Z - transformacije

agn] + ayln-11+ ayln-2] = byu[n] + byu[n-1]
Iz Z{x[n-11} =z {X(z) + x[-1]z} =z X(2) + x[-1]
iiz  Z {x[n-2]} =z2 X(z) +x[-1] z ! + x[-2]
{ag+a,z! +a,z2 1Y(2) =
={by+ b,z }U) + byul-1] - ayy [-2] = (@) + ayz 1) y[-1]

by+bz"

-1
a,+az +a,z

Y(z)= S U(2)+E(2)

. . -1
uz podetne uvjete y,)— by +bz _U(2) = HU()

. . -1
jednake nuli a,taz +a,z "

. RjeSenje jednadzbi diferencija
ZEsel  upotrebom Z - transformacije

H(z) - transfer funkcija vremenski diskretnog sustava
Za pobudu jedini¢nim uzorkom u[n] =8[n], U(z)=1

dobivamo Y(z) = H(z)

Transfer funkcija je Z - transformat odziva na pobudu

{3[n]} uz poCetne uvjete jednake nuli




5@ primjer: Pobudeni mirni

ZESON sustav drugog reda
y[n]- 0.8\/§y[n —1]4+0.64y[n—-2]=u[n]+2u[n—1]
-1 2
H(z) 1+2z _ z°+2z

C1-08v2-27 4064z z2—0.82-z+0.64

program za rastav na parcijalne razlomke:

$program za rastav na parcijalne razlomke

num = input ('unesi koeficijente brojnika =');
den = input ('unesi koeficijente nazivnika =');
[r,p,k] = residuez (num,den) ;
disp('residuumi'); disp(xr');

disp('polovi'); disp(p');

disp('konstante'); disp(k);

%@ primjer: Pobudeni mirni
sustav drugog reda

>>parcrazl
unesi koeficijente brojnika =[1 2 0]
unesi koeficijente nazivnika =[1 -.8*sgrt(2) .64]

residuumi
0.5000 - 2.26781 0.5000 + 2.26781

polovi
0.5657 + 0.56571 0.5657 - 0.56571

konstante
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%@ primjer: Pobudeni mirni
sustav drugog reda
uln]=0[n]=U(z)=1
Y(2)=H(z)-1=H(z2)
0.5-22678) . 0.5+2.2678;
1-(0.5657+0.5657 /)" 1-(0.5657—0.5657 j)z""

Y(z)=

y[n]=(0.5-2.2678 /) (0.5657 +0.5657 /)"
+(0.5+2.2678 /) (0.5657 — 0.5657 /)"

é%g primjer: Pobudeni mirni
sustav drugog reda

y[n]=(0.5-2.2678 /)-(0.5657 +0.5657 /)"
+(0.5+2.2678 /) (0.5657 —0.5657 /)"
,,%)n

+2.3223. /1358 '(0-8-e/1)"

y[n]=2.3223-¢"77*.(0.8-¢

y[n]=2-2.3223-(0.8)" cos(%n—l.3538) za n>0




