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Signali i sustavi

Sustavi drugog reda

zesor Definicija i blok dijagram

= Sustav drugog reda ima dva elementa s
memorijom, dakle, dva integratora u blok
dijagramu.

= Opisan je s diferencijalnom jednadzbom

drugog reda, odnosno s dvije jednadzbe
prvog reda.

zesor Definicija i blok dijagram

= Sustav s ulazom u i izlazom y je drugog
reda ako se mogu identificirati dvije
varijable stanja x, 1 x,.

dx
—= _f(xl’x29u) x(t)=x, zat>{,

dx
—= = f(x,x,,u)  x,(4) =Xy

y=g(x,x,,u)

zesen  Definicija i blok dijagram

= Op¢i oblik blok dijagrama za sustav drugog
reda moze se nacrtati s funkcijskim
blokovima samo s jednim izlazom:
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zesor Definicija i blok dijagram

. X
= Vektor stanja: x =

Xy

= Sustav drugog reda:

dx
dx jzfl(x]:-xzau)
t
& =10un) dx x(0)=x,
—= f‘Z(xlaxbu)

y=gxu)  y=80xn,x,u)

zesor Definicija i blok dijagram

= Rjesenje vektorske diferencijalne jednadzbe
mozemo napisati formalno u obliku kao da se
radi o diferencijalnoj jednadzbi prvog reda:
t

X(1) =x,+ If(x(f),u(r))dr.

Iy
= Dobivena je integralna jednadzba u kojoj se
funkcija stanja x(¢) pojavljuje implicitno, pa
je nije moguce jednostavno rijesiti.
= To je oblik koji se koristi u numerickim
postupcima.

Vladanje i svojstva sustava
zesal drugog reda
Linearni sustav vremenski stalan
= Op¢i oblik jednadzbe stanja:
X, = ay X, +ap,x, + by +bu,
Xy =y X, +ap X, +byu; +byyu,
[".‘1:|:{a11 all}.{xl}_'_[bl] blz:|{”1:| — %=Ax+Bu
XZ aZl aZZ xZ bZI bZZ uZ
= Moze se transformirati u diferencijalnu jednadzbu

drugog reda: ]
X, = TX, + Ax, = u(?),

X, =Tx, + Ax, =v(¢).

5‘& Vladanje i svojstva sustava

drugog reda
= Pri tom su:
T=a, +a, trag matrice A
A=a,a, —a,a,, determinanta od A

u(t) = (@b, = apby iy + (aybyy — aybyy uy +bytiy + by,

v(0) = (aybyy —ayby g + (ay,byy — by Yty + bygity + byl

= Ako su obje konstante ap=dy = 0 (matrica
A je dijagonalna) sustav je opisan s dvije
razvezane jednadzbe prvog reda.

5@ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

= Cesto se jednadzba drugog reda
nepobudenog sustava pise u obliku:

¥+200+mx =0,
= 200=—T, o je faktor prigusenja,

* @, =A, 0, je frekvencija neprigusenog
titranja.




5@ Viadanje i svojstva sustava
drugog reda

= Pretpostavimo da je rjeSenje eksponencijala:

x(t) =Xe".

= Uvrstenje vodi do karakteristi¢ne jednadzbe:

pl+2ap+w; =0,

= Cija rjeSenja su karakteristiCne ili prirodne
frekvencije sustava drugog reda.

C@%ﬁ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

—ato, za a>w,>0

2 2
Pp=—otio —w; =9—a

—-atjo, za 0<a<w,

o, =+’ —@;}

za a=w,>0

gﬁ Vladanje i svojstva sustava

drugog reda
= zavisno od veli€ina o 1 ), postoji tzv.
= nadkriti¢no prigusenje o >,
= kritiCno prigusenje o = @y,
= podkriti¢no prigusenje o <y,
= nepriguSeni slucaj o =0.

5@ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

SIMULINK primjer

g@ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

= Proizvoljne konstante odreduju pocetni
uvjeti x(0) i

= Rjesenje se moZe napisati u obliku:

() = O =3OD; o, HO)=x(O)p,
(p1_p2) (pz_pl)

5"@ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

= Rjesenje homogene jednadzbe stanja moze
se dobiti pretpostavkom da eksponencijalne
funkcije x, = X, , x, = X,e” zadovoljavaju
skup od dvije Jednadzbe.

Xp =ay X, ta,Xx,

Xy =ay X ta,5X,

5& Viadanje i svojstva sustava
drugog reda

= Dobije se sustav karakteristicnih
algebarskih jednadzbi:
:;;'Lt”‘ pXe" = (allXI +a,X, )epx
pX,e” = (ale +ayX, )ew
X, =a; X, +a,X,
pX, =a, X, +a,X,
(@, -p)X,+a,X,=0
ayX,+(ay—p)X,=0

X =4y %+ aX,

Xy = dy X +apX,

5‘& Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

= Da bi sustav karakteristi¢nih jednadzbi dao
rjeSenja za amplitude X,, X, razli¢ite od
nule, mora determinanta sustava is¢ezavati,

(a,,—p) a;
ay (ay—p)

= To daje polinom drugog stupnja:

=0.

p’=Tp+A=0.

5@ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

= odakle slijede prirodne frekvencije p, i p, za
koje e’ zadovoljava jednadzbu.

= Rjesenje se moze napisati u obliku:

x () =X e +X,e™,
x, (1) =X,,e™ +X,,e™.




5@ Viadanje i svojstva sustava
drugog reda

C@%ﬁ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

gﬁ Vladanje i svojstva sustava

drugog reda

= Nezavisne su samo dvije konstante i one se = Primjer: Najjednostavniji slucaj dva = Determinanta sustava mora isGezavati

odrede iz dva pocetna uvjeta. integratora s povratnom vezom. -p 1

.. . . . dx dx =p2—820 p12:i a=xa

= Druge dvije konstante proizlaze iz prvih 2 L dx; a —p

uvrstenjem u jednadzbe stanja za = 0. dt g

(@), =Py)Xjo + Xy _ (@, =p)xp +apxy dx2 .

X, = 7P %o T ot X,, =P TR0t 2 = -

T e T e ar {xm [ ety Sht0 H

a, =0 a, =1 -

X, = AyXyy +(dy —Py)Xy X,, = @y X9+ (dy) =Py ) Xy )-Cl 0 1 X, " 12 0 *2 (t)— o sh(oct) Ch(OCI) Y20

2 - _ = : a, =a ay = . .

PP PP x| |a 0]|x, 2! 2 * x(¢) = D(9)x, , gdje je D(¢) — prijelazna matrica.
19 T = 0 A =-—a 20 21

5@ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda
* Veza izmedu x,(7) 1 x,(%).

» Jednadzbu krivulje F(x,, x,) = 0 mozemo
dobiti eliminacijom vremena.

» Uzmimo pocetno stanje x,,, (x,,=0):
2 2
X0 ;g
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g@ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

Im

Xi0

X —>o> za t— = Nestabilan sustav. Ravnoteza

X, >0 za t—>oo x = 0 se ne dosegne — sedlo

5"@ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

= Primjer: za a<0

_ 2 __ :
1 = H -0 =Ejw,

2 2 = Zatvorena krivulja — periodi¢an
( Xy j +( X, j __ 1 proces. Trajektorija obilazi oko tocke
o .| T ravnoteze — fokus.
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5& Viadanje i svojstva sustava
drugog reda
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5‘& Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

2 2
X, X
( l—oLt ] +[ : —out = 1
X, WyX,0€

X1

Re Q
Jou
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gﬁ Vladanje i svojstva sustava

5@ Vladanje i svojstva sustava
drugog reda

= Slucaj realnih i razlicitih p, i p,
b) P> P2 > 0

Im 4

nestabilni ¢vor

)

ZES01

SIMULINK primjer

drugog reda

* Slucaj realnih i razli¢itih p; i p,,

a) P Ps < 0 stabilni ¢vor
lm | N \

D, 0 Re’ \ 0 X

é@;ﬁ Vremenski varijantan sustav
drugog reda
dx,

b, &
dt _[ 2 a4 _[ *

a() = a+ A~
\'

= Pojacanje a(f) u petlji blok dijagrama je
zavisno od vremena.
X, () =x,

X, (1) = —a()x, ()
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Vremenski varijantan sustav
zesal drugog reda

= Vremenska funkcija a(f) pojacanja ce
utjecati na vladanje sustava.
= Hillova diferencijalna Jednadzba

=X, =—(a+pf (f))xl,
¥ +(a+ B ()X =
» Za f(t) = 2cos(2¢) izlazi Mathieuova
diferencijalna jednadzba:
X +(a+2Bcos2t)x, =0.

%ﬁ Vremenski varijantan sustav
drugog reda

= Za f(t) = r(f) pravokutan oblik, gdje je
funkcija pojacanja konstantna po
odsjeccima (Meissnerova jednadzba).

= JednadZzba se moze rjesavati po invervalima
kao diferencijalna jednadzba s konstantnim
koeficijentima.

f Vremenski varijantan sustav
drugog reda

= Pretpostavimo a(t)

1 0<,/(1+m)as§
-1 E<,/(1—m)a$7r

2
= Za 1,3,5,... Cetvrtinu perioda jednadzba stanja

a(t) = a(l+mr(t) )=

%, =—a(l+m)x, X =x, X +wx =0.

= Za 2,4,0,... Cetvrtinu perioda jednadzba stanja
je. . .
1% =—al-m)x, % =x, ¥ +ax=0.
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zgﬁ Vremenski varijantan sustav
drugog reda

= U oba slucaja je to rjeSenje vremenski
nepromjenljivog sustava.

o; =a(l+m).

w; =a(l-m).

= Prvi slucaj:

= Drugi slucaj:

= RjeSenje izrazeno s pocetnim uvjetima je:

Xpy .
X, = X, COSwt+—=—sIn wt,
w

X, = —WX;, SIn W + X,, COS wi.
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C@%ﬁ Vremenski varijantan sustav
= drugog reda
= QOdredimo rjesenje gornjih diferencijalnih
jednadzbiu 1, 2, 3 i 4. vremenskom
odsjecku.
= U svakom odsjecku ¢emo smatrati da
vrijeme pocinje od £ =0
= Kao pocetno stanje uzet cemo krajnje stanje
iz prethodnog vremenskog intervala.
= Kao pocetno stanje u prvom intervalu
uzmimo:
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éﬁ Vremenski varijantan sustav
drugog reda

= Uz dane pretpostavke dobije se izraz za
amplitudu titranja:

2
, I+m

xQ2r)=|—| X=X
, m
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z%l@ Vremenski varijantan sustav
drugog reda

xi(1)
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% Vremenski varijantan sustav
drugog reda

= Periodi¢na promjena parametra pogodnog
polariteta m > 0 i dvostruke frekvencije
izaziva porast amplitude titranja.

= Analizirani sustav je model:
= fizikalnog njihala (dje¢ja ljuljacka) gdje se teZiste mase
mijenja,
= titrajnog kruga Ciji se kapacitet mijenja dvostrukom
frekvencijom od frekvencije titranja kruga.
= Promjenljivi element pumpa energiju u
sustav. .

zesor Nelinearni sustav drugog reda
dx, dx;

= Neka je funkcija nelinearnog bloka polinom
treCeg stupnja, f{x) = ax — cx?.
dx; - dx,
dt
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zese Nelinearni sustav drugog reda

= Jednadzbe se mogu svesti na jednadzbu

drugog reda
dx, _dq  df x
de*  dt dx, dt
dx, & dv
dr? P dx, dt’
odnosno i —(a —3cx2)dx x, =0.
dt

Van der Pol — ova jednadzba

513
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SIMULINK primjer

44

%’% Nelinearni sustav drugog reda

= Ova jednadzba je posluzila za analizu
nekoliko tipova oscilatora.

= Od niza zanimljivih fenomena posvetit ¢e se
paznja radu ovog sustava kao oscilatora.

= Pretpostavit ¢emo da veli¢ine a << 11
¢ << 1 tako da je sustav vrlo oscilatoran.
= Uz zanemarenje ¢lana s ax, dominantni proces
dt
moze se opisati jednadzbom: ¥, +x, =0
¢ije je rjeSenje harmonijsko titranje.

45




zesel Nelinearni sustav drugog reda

= Za ocekivati je da e se proces moéi opisati
priblizno s harmonijskim titranjem.
» Mali srednji ¢lan (a—3cx?)x ée utjecati na
sporo mijenjanje amplitude titranja.
= Pretpostavimo zato rjesenje u obliku:
x = A(¢)sin(¢)
gdje je A(f) sporo mijenjajuca amplituda
oscilacija. )
x=A(t)sint+ A(t)cost
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zesor Nelinearni sustav drugog reda

= Da bi jednadZzba bila zadovoljena, svi
¢lanovi koji mnoze sin(?) 1 koji mnoze cos(?)
moraju biti jednaki nuli.

A(f)sint — A(7)sint —ad(r)sint +34%(£)cA(f)sin’ r = 0,
2 A(r) cost —ad(f) cost +3cA>(£)sin® tcost = 0.

= [z druge jednadzbe izlazi:

2A(t)cost —aA(r) cost +%CA3(cost—cos 3t)=0.
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zeso1 Nelinearni sustav drugog reda

= Efekt tre¢e harmonicke komponente (37) se
moze zanemariti, pa dobijemo jednadzbu za
sporo mijenjanje amplitude:

2A(t)—aA(t) +%A3(t) =0.

= Stalna amplituda A(f) = 0 uspostavit ée se pri:

A(t)(a—kAz(t)]:O ti. A, =0 i A2 :ﬂ_
4 ] > 3¢
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zesel Nelinearni sustav drugog reda

= Pretpostavimo da je pocetno stanje u
sustavu izazvalo pocetnu amplitudu titranja
A(0) = A,

= RjeSenjem jednadzbe za amplitudu, dobit
¢emo izraz za utitravanje oscilatora od A,
do A

A() = :
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zeso1 Nelinearni sustav drugog reda

A
A()

A,

N

= Amplituda se u pocetku eksponencijalno razvija pocevsi od A,
a kasnije asimptotski priblizava stalnoj vrijednosti A,.

= U slucaju A, < A raste, dok za A, > A asimptotski pada na A.
= Amplituda oscilacija pokazuje svojstvo stabilnosti.

zesor Nelinearni sustav drugog reda

= Trajektorija u ravnini stanja kre¢e od pocetnog
stanja i tezi zatvorenoj krivulji.

= Zatvorena krivulja opisuje tzv. granicni ciklus
u sustavu. 5

zese Nelinearni sustav drugog reda

» Za razliku od zatvorenih trajektorija u
linearnom sustavu, gdje pocetno stanje
odreduje veli¢inu zatvorene krivulje, ovdje
parametri nelinearnog funkcijskog bloka (a, c)
odreduju veli¢inu zatvorene trajektorije.

= U njenoj neposrednoj blizini nema drugih
trajektorija.

= Takve trajektorije se nazivaju izoliranim.




