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1. UVOD U SIGNALE | SUSTAVE

Cesto se sluzimo pojmom sustava. Pojam je veoma opéenit i tesko ga je precizno
definirati. Za veéinu potreba moze se prihvatiti da je sustav cjelina sastavljena od medusobno
vezanih objekata gdje svojstva objekata i njihova interakcija odreduju vladanje i svojstva
cjeline.

Razlic¢ite sustave mozemo identificirati u prirodnim i ljudskim tvorevinama. Odrediti,
podesiti vladanje nekog sustava ili realizirati sustav Zeljenih svojstava kljucni je problem u
velikom broju djelatnosti, posebice razli€itih grana tehnike. Vezano s time postoji potreba da
se sustavi studiraju, a njihova svojstva kvantitativno obuhvate. Ovo posljednje uvijek vodi na
matemati¢ke postupke. StoviSe, kvantitativna analiza sustava u razli¢itim znanstvenim
disciplinama i granama tehnike, vodi redovito na iste matematicke postupke. Skup tih
postupaka naziva se danas teorijom sustava. Ta teorija kao i matematika, primjenjiva je u
apstraktnih koncepcija, te predstavljanje realnog sustava matematickim formalizmom.

Pogodan matematicki opis nekog realnog sustava naziva se matemati¢kim modelom tog
sustava ili apstraktni sustav.

U jednom realnom sustavu mozemo identificirati neke atribute, karakteristike ili
(mjerljive) veli¢ine koje su relevantne za vladanje tog sustava (npr. napon, struja, brzina). Te
veli¢ine se mogu izraziti kvantitativno brojem odgovarajucih jedinica.

Vladanje sustava ili procesi u sustavu impliciraju mijenjanje relevantnih veli¢ina
redovito u zavisnosti od vremena i prostora. Shvacajuci te veli¢ine kao varijable sustava, te
varijable su funkcije nekih nezavisnih varijabli, koje se mogu interpretirati kao prostorne
koordinate i/ili vrijeme. Sustavi s viSe varijabli se nazivaju viSedimenzionalnim. U ovom
predmetu ¢e se analizirati sustavi s jednom nezavisnom varijablom ¢ i kona¢nim brojem
zavisnih varijabli (npr. ubrzanje, pritisak, tok, naboj, gustoca, temperatura, itd.). Varijablu ¢
interpretiramo kao vrijeme tako da ¢e varijable sustava biti funkcije vremena.

Ako Zelimo znati, na primjer, Sto se dogada u elektrickom titrajnom krugu, relevantne
veli¢ine su napon na kondenzatoru i struja kroz svitak. Njih moZemo pratiti u vremenu.

Pri identifikaciji varijabli moZemo ponajprije razlikovati one tzv. ulazne koje utjecu na
vladanje sustava i one tzv. izlazne kojima sustav utjeCe na vanjski svijet ili okolis. U
pobudenom titrajnom krugu to moZze biti napon izvora ulazna, a napon kondenzatora izlazna
varijabla. Djelovanje sustava "u okoliSu" sadrzano je u nacinu kako ulazne veli¢ine odreduju
izlazne, pa sustav mozemo definirati kao relaciju izmedu ulaznih i izlaznih varijabli. Najprije
¢emo diskutirati oznacavanje i definiranje varijabli sustava kao funkcija nezavisne varijable

vremena, a kasnije ¢emo o definiciji objekata i konacno o spajanju objekata u sustav.
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1.1 Vremenske funkcije - signali

Varijable sustava kao vremenske funkcije Cesto se u inZenjerskoj literaturi nazivaju
signalima. Signalom se opcenito smatra fenomen koji nosi neku informaciju. U sustavu
relevantne varijable nose informaciju o procesima u sustavu. Varijable u fizikalnom sustavu
su fizikalne veli¢ine kao $to su napon, struja, pritisak, ubrzanje, itd.

Vremensku funkciju ili signal ozna¢avamo malim slovima u, v, x, y. S u(f) oznacavamo
trenutnu vrijednost funkcije u u trenutku 7. Smatra se, ako nije posebno oznaceno, da se ¢
proteze preko svih realnih vrijednosti, odnosno preko cijele vremenske osi te R (¢ pripada
skupu realnih brojeva). Ako su vrijednosti ¢ ograni¢ene na podskup TclR vremenske osi,
tada mozemo pisati t€T, (¢ pripada skupu T). Domena signala je dakle podskup ili skup
realnih brojeva. Kodomena signala je skup U, koji zovemo podrucje amplituda ili trenutnih
vrijednosti signala 2{u(f)} = U, u(t)eU. Signal u je definiran kao funkcija u:T—U, dakle kao

skup parova vrijednosti
u={t,u)t  T}. (1.1)

Ako vremensku funkciju predo¢imo graficki kao krivulju iznad vremenske osi onda je

signal u cijeli graf koji se proteze preko T = (¢, £).

A

u(?)

S—
<
=
=
>
v

SL. 1.1

Signal je skup parova {(¢#, u(f)} za sve vrijednosti ¢ koji pripadaju skupu T ili za sve t u

Skup svih signala s osi T i1 podru¢jem amplituda U moZe se oznaciti s .
%= {u: T-U}. (1.2)

U tom slu€aju u se moZe smatrati varijablom ¢ije podrucje ¢ini klasu ili skup vremenskih
funkcija kojem u pripada, uc?.

Moramo razlikovati podrucje od u(¢) tj. ® [u(f)] od podrucja u tj. @ [u]. Prvi je skup
brojeva, dok je drugi skup vremenskih funkcija, pa se razlicito i oznacavaju.

Ru@®]=U 1 Ru]l=2%
Pretpostavimo da je te(#, 1) 1 da | u(t) | <1 Vte(t;, t,) znaci ogranienje trenutnih

vrijednosti.
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ty
S druge strane pretpostavka da u tom intervalu vrijedi J-|u(t)|dt < 2 postavlja ogranicenje
na funkciju u. "
U prvom slucaju 2 [u(f)]=UcR, dok je @ [u]=7% skup svih funkcija koje
zadovoljavaju prvo i drugo ogranicenje.
Cijela funkcija oznacava se s u, u(+) ili {u(?)}, dok je u(¢) njena vrijednost u trenutku ¢.
Da bi se oznacio segment ili odsjec¢ak funkcije u intervalu (to, t;) ¢esto se upotrebljava

oznaka u .
(to,ty)
T {(t,u(t))|t c (to,tl)}. (1.3)

Interval (¢, t;) se naziva intervalom promatranja. On moze biti otvoren (fy, ¢;), zatvoren
[t0, t:] 1 poluotvoren (to, ti], [to, t;). Na primjer, zadajmo vremenski signal s osi T =[0,) i
podru¢jem UeR, gdje broj iz T interpretiramo kao broj sekundi, a broj iz U kao broj
jedinica trenutnih vrijednosti signala (Volti, Newtona, metara u sekundi).

U gornjem primjeru os signala T moze je iz neprebrojivog skupa R, pa je os signala
neprekinuta ili kontinuirana. Signali s takvom vremenskom osi se nazivaju vremenski
neprekinuti ili vremenski kontinuirani signali.

Kada je os signala T iz prebrojivog skupa trenutaka {to, t;, ta, ..., t;}, kazemo da je os
signala diskretna. Vremenski signal ¢ija je os T prebrojiv skup vremenskih trenutaka T = {to,

ti, ...} naziva se vremenski diskretan signal.

A
o
) 0]
o
[ SR P t3 ty ts t
Sl. 1.2

Vremenski trenuci t; se mogu poredati u rastuéi niz to<t;<t;<.... Uveli smo indeksaciju
elemenata skupa T, t;€T, Sto znaci da smo vremenske trenutke pridruzili skupu cijelih
brojeva Z . Niz vremenskih trenutaka mozemo dakle predstaviti funkcijom #: Z - IR, gdje je
ty ili #(k) vrijednost (niza) ¢ na cijelom broju ke Z , koji se zove indeks ili korak niza.

t={kt)keK} kKeZ

Nizovi se oznacavaju s ..., t-, to, ti, to, ..., ili s {#(k)}, ke Z, ili {t;}, ke Z, gdje su
trenutci za koje je signal definiran. Niz trenutaka {t; | ke K} je funkcija t: Z —>T indeksa k Sto
nam omogucuje da trenutke ne pratimo preko njihove stvarne veli¢ine (broja sekundi) nego
preko njihovog rednog broja ili koraka £, ako je funkcija, odnosno njena tablica poznata.

Budu¢i da vrijeme neprestano raste niz {#;} se uzima kao strogo rastuci, tj. onaj za koji
vrijedi:

k>8—>1t, >t
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Najjednostavniji i ujedno u primjenama najvazniji je aritmeticki niz.
t={t,,t, +T,t, +2T,...} ili (1.3a)
t=1{0,T,2T,..}=2Z (T),
gdje je T konstanta (kvant vremena) pa vrijedi:
t, =Tk keZ.

Diskretizacija vremena je ovdje jednolika.

Hir

| T 2T 3T 4T

v

SI. 1.3

Ako je vremenska os signala kontinuiranog 1 diskretnog sadrzana u kona¢nom intervalu,

govorimo o kona¢noj vremenskoj osi.
T=[t,,t,]JcRili K=[k,,k,]JcZ.
Polubeskonac¢na vremenska os, omedena slijeva:
T=[t,,o]cR ili K=[k,,0]c Z

se naziva "desna" polubeskonac¢na vremenska os 1 obratno.

‘ m
> Ll

0 ‘ to 0 ‘ to‘

Sl. 1.4

Beskonac¢na vremenska os nije omedena
T = (-0,0) =R ili K =(-0,0)=2Z.

Kad je podrucje amplituda signala UCR neprebrojiv podskup skupa realnih brojeva IR,
tada je podrucje amplituda signala neprekinuto ili kontinuirano. Signali s takvim podru¢jem
nazivaju se nekvantiziranim ili analognim.

Kad je podruc¢je amplituda signala iz prebrojivog skupa U = {u;, uy, ..., un} kazemo da
je podru¢je signala diskretno. To je prebrojiv skup mogucih amplituda ili trenutnih
vrijednosti signala.

U= {...,u_z,u_l,uo,ul,uz,...}.

Indeksacijom elemenata u, €U skupa U mi smo amplitude signala pridruzili skupu cijelih
brojeva Z . Niz amplitudnih nivoa mozemo dakle predstaviti funkcijom
u:Z - U



UVOD U SIGNALE I SUSTAVE 5

gdje je u, moguca vrijednost amplitude oznacena cijelim brojem ne Z, koji se zove

indeks ili korak amplitude. Niz moguc¢ih amplituda je funkcija indeksa
neN} NcZ (1.3b)

u = {u n
te omogucuje da amplitude viSe ne pratimo preko njihove stvarne veli¢ine u, nego preko

rednog broja nivoa n, naravno, ako znamo vezu izmedu amplitudnog nivoa i njegovog rednog
broja n.
Zbog jednoznac¢ne i jednostavne veze izmedu amplitudnih nivoa i broja (indeksa) n
upotrebljava se strogo rastuci niz u za koji vrijedi
n>v-ou, >u,.
Najjednostavniji i ujedno u primjenama najvazniji niz je aritmeticki niz

u=1{.,2Q+a,,-Q+a,,a,,Q+a,,..}, ili

u=1{.,2Q,-Q,0,Q,.., (1.4)
gdje je O konstanta (kvant amplitude) ili kvantizacijski interval, pa vrijedi
u,=Qn neZ. (1.5)
A
40
30
20
0
0 t;
SL 1.5

Signal s diskretnim amplitudama ili trenutnim vrijednostima naziva se kvantiziranim.

Broj n oznacava amplitudu, pa se kvantizirani signal moze predstaviti funkcijom u:T—N, tj.
U= {(t n(t))It eT..ne N},

gdje je T.e R kontinuirana vremenska os. Signal u nekim diskretnim trenucima t; skace na

neku od mogucih vrijednosti u,, pa je bolje napisati
u= {(tﬁ n(tﬁ)) teT, }
Vazan slucaj je kad su trenuci t; aritmeticki niz

u= {(k n(k))k eK,ne N}.

Signal je kao na slici SI. 1.6.
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A

noou,

4 4Q

3 3Q

2 2Q

I Q

0 >
0 T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 4
012345 6 7 k

SIL 1.6

Njemu je slican vremenski diskretan signal na sljedecoj slici . Ovdje imamo slucaj vremenski

diskretnog signala koji je kvantiziran.

A
2Q
S|
O 1 2 3 4 5 k

SL. 1.7

Iz poznavanja Q-a iz (1.4) koji je dan npr. brojem volta i T-a iz (1.3a) koji je dan brojem
sekundi, mozemo znati kakav je vremenski diskretni i amplitudno kvantizirani signal
predstavljen nizom

u=4{nk)}, keKcZ ,neNcZ

Npr.

u=1{...7, 2,-1, 0, 3,-2,...}, uz Q=0,0375V i T=0,17us, trenutna vrijednost
kvantiziranog signala u trenutki AT iznosi n(k)-Q. Pokazani vremenski diskretni i amplitudno
diskretizirani signal sluzi kao mode kojim mozZemo pratiti procese u digitalnim sklopovima.
Daljnji primjer je financijsko poslovanje gdje se racunanja s brojevima novc¢anih jedinica

provode na kraju nekog vremenskog intervala (dnevno, kvartalno...).
1.2 Operacije na signalu

Promjene na signalu se dogadaju kad signal prolazi kroz medij ili sustav. Realizacijom
pogodnog sustava mogu se transformacije i modifikacije signala naciniti takvim da budu
pogodne za izdvajanje odredenih informacija koje signal nosi, ili prilagoditi signal prijenosu
kroz odredeni medij da bi se informacija mogla prenijeti na daljinu.

Vazne operacije na jednom signalu mogu se svrstati u modificiranje vremenske 1
modificiranje amplitudne osi signala. Da se osigura jednoznacnost, pri modificiranju osi u
oba smjera, tj. od stare u novu os i obratno, modifikaciju treba provesti funkcijama koje imaju

inverziju. To ¢e biti monotono rastuce ili padajuce funkcije.
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1.2.1 Transformacija vremenske osi signala

Funkcija t:T,—T, preslikava staru os Ty u novu T,. Trenutak ¢ slijedi iz #, = o) 1

trenutna vrijednost novog signala je
u )=u(t'@)),teT,.
Nova funkcija je kompozicija
U, =u, ot.
Primjer linearne transformacije vremenske osi:
t(t)y=tla, tT,,

t'(t)=at, teT,,

u,(t,)=u/at,)teT,.

(1.6)

Imamo primjer linearne kompresije ili stezanja lal>1i ekspanzije ili rastezanja lal<1

signala u vremenu. Pri tom moze do¢i i do vremenske inverzije ukoliko je a < 0. Opcenito,

ako je funkcija T monotono padajuca doci ¢e do vremenske inverzije.

U opéem slucaju kad je 7 nelinearna funkcija, imamo nelinearnu kompresiju ili

ekspanziju vremenske osi ili skale.
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Jednostavan, ali vazan slucaj je 1 vremenska translacija signala, gdje je

t(t)=t-9, teT, (1.7)
ili 7' (t)=t+9, teT,.
Veli¢ina 4 je konstanta $ € R.
Signal
u,(t)=ut+9),teT,, (1.8)
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t+39 ¢
S1. 1.9

je vremenski pomaknut, pa rani ili kasni za konstantu zavisno da li je #>0 ili $<0.

U op¢em slucaju i to kasnjenje ili ranjenje moze, takoder, biti funkcija vremena. To je slucaj
vremenske modulacije signala.

1.2.2 Transformacija podrucja signala

Neka je T os signala. Podrucje izvornog (starog) signala je U ug:T—U; se moze
preslikati u novo podrucje U, funkcijom ¢:U;—U,. Transformacija podrucja izvornog signala

preko funkcije ¢ rezultira u novom signalu u, koji je definiran s
u, ()= p(u, (1)),  teT. (1.9)

Vrijednost u,(f) je pridruZzena vrijednosti uy(f) u istom trenutku ¢ Transformacija

podrucja je funkcija od funkcije odnosno kompozicija
u, =¢Qou,. (1.10)

Pritom funkcija ¢ treba imati inverziju, ako Zelimo imati moguénost da iz novog signala
ponovno jednoznac¢no odredimo stari signal, npr.

vy =[u)]’,  u() =)

w(t)

NAAA S DA
VYV TV VY

SI. 1.10

u(t)

ili

v(t) = shfu(t)] ,  u(t) = Arsh[v(1)].
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u(f)
(D)

t t

S 1.11

"Ogranicavajuca" funkcija ¢ je definirana s

1 u=>1
pu)=1 u |u<1
-1 u<l
— -
| |
-1 1
—
SI. 1.12

Ima inverziju samo dok je lul<1. @—u. Sve vrijednosti za u>1 se preslikavaju u tocku
p=1,au<l utocku p=-1.

U sva tri primjera imali smo nelinearnu transformaciju podrucja signala. Primjer linearne
transformacije podrucja je: w(¢f) =a u(f). To je slu¢aj mnozenja signala s konstantom. Za
la|>1 signal je (linearno) pojacan ili la|<1 oslabljen. Za slucaj da je a<0 kazemo da je

signal invertiran.
1.3 Preslikavanje signala

U slozenije operacije na signalu spada preslikavanje signala. Preslikavanje moze biti
trenutno kada ide preko neke obi¢ne funkcije f, koja trenutnoj vrijednosti signala wu(¢)
jednoznacno pridruzuje vrijednost rezultiraju¢eg signala v(¢) u trenutku ¢, kako smo to

pokazali kod transformacije podrucja signala (broju se pridruzuje broj).
v(it)= f(u(t), v=f(u(), ueUvew (1.11)
Jo§ sloZenije preslikavanje signala je kad neka funkcija ili operator signalu pridruzuje

signal, odnosno kad se funkcija u cjelini ili segmentu preslikava u funkciju.

v=F(u), UEU, VET (1.12)
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t

SI. 1.13

Primjer ovakvog preslikavanja je integriranje.
Ako funkcija ili operator F signalu u definiranom na intervalu [#,, t,] pridruZuje signal v

1z intervala [, ] moZe se pisati

Vit ] = F (u[t] ,12])

A A
\‘ /
| | | > ‘ |
15) t A1

Sl. 1.14

\—/ >
\_/fz t

Pri tom trenutna vrijednost v(¢), gdje je t€[ty, t2] zavisi od signala u iz cijelog intervala,
odnosno svih trenutnih vrijednosti u(t) iz tog intervala ze[t, t2].
Izraz za trenutnu vrijednost se moZe napisati
v(t) = F(u[tlﬁtz],t),
gdje je F funkcional koji funkeiji u, , | pridruzuje broj w(7).
Posebice su zanimljive dvije mogucnosti:

(1) daw(¢) zavisi isklju¢ivo od segmenta (t;, t) prije trenutka ¢
v(it)=F, (u(tm ),
(11) 1sklju¢ivo od segmenta (¢, t;) poslije trenutka ¢
W)= F, (ug,, )-
Najcesce su to segmenti signala na polubeskona¢nim vremenskim osima
(i) w(t)=F,(u_,,), (1.13)
(ii) ()= F,(u;.,), (1.14)

gdje se prvi funkcional F,, moZe smatrati memorijskim, jer sve trenutne vrijednosti signala

u(7) iz intervala te(—oo, ), odnosno cijela "proslost", odreduje trenutnu vrijednost v(¢).
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Trenutak ¢ uzimamo kao trenutak promatranja, odnosno "sadaSnjost". Tu operaciju rade

sustavi pa se zato nazivaju memorijski.

u(t)
iit)/' -\/_¢ -
0 tA t

SL. 1.15

Drugi funkcional F), se moze nazvati prediktivnim jer je trenutna vrijednost signala v(¢)
odredena svim trenutnim vrijednostima u( 7) iz intervala re(¢, ©), dakle segmentom signala iz
cijele "buduénosti".

Granica izmedu "memorijskog" 1 "prediktivnog" preslikavanja je trenutno preslikavanje
kod kojeg je trenutna vrijednost v(f) odredena iskljucivo s trenutnom vrijednosti u(z).

v(t) = f(u(?)). (1.15)

Trenutna vrijednost u(?) se nekad pridruzuje lijevoj ili desnoj vremenskoj poluosi, pa su
intervali u (1.13) 1 (1.14) poluzatvoreni (—o, #] ili [z, o).

Op¢i slucaj kad je v(f) odreden pobudom iz intervala (—oco, o) mozZemo nazvati
memorijsko-prediktivnim ili nekauzalnim preslikavanjem.

U slucaju linearnog operatora, odnosno preslikavanja za kojeg vrijedi

v =F(om, + Pu,) =aF (u,)+ fF(u,), (1.16)

trenutna vrijednost v(¢) je odredena s linearnim funkcionalom
v(t)= [htou(myde il () = [ht-Du(t)dr, (1.17)

kako ¢e se pokazati u treCem poglavlju gdje je / takozvana tezinska ili Green-ova funkcija.
1.4 Operacije medu signalima

Djelovanje vise signala koje daje jedan rezultirajuci signal moze se opisati s obi¢nom
funkcijom
v(t) = fu, (), u,(t), u;(0),...) (1.18)
Signal v se moze dobiti iz komponenata u;. U opéem slucaju to ¢e biti nelinearna
kombinacija, npr.

w() = [u, ()]

Moze biti i linearna kombinacija, npr.
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v(t) = o, (1) + Bu, (1) . (1.18a)
Cesto se funkcija f dade razloziti na jednostavne operacije. Ako se one ne mogu dalje
pojednostavniti nazivamo ih elementarnim.
U slucaju linearne funkcije f kao u prethodnom primjeru, w(¢) se dobiva mnozenjem
komponenti u; i u; s tezinskim konstantama « 1 S, te zbrajaju. Ovdje imamo elementarne
operacije mnozenje signala s konstantom, te zbrajanje "pojacanih" komponenti.

Ako su konstante =11 =1 govorimo o zbrajanju signala.

v=u,+u,,
v(t) = (u, +u, )(t) =u,(t) +u,(t). (1.19)
Druga vazna elementarna operacija medu signalima je mnozenje signala.
vV=uu,,
v(t) =u, (t)u,(t). (1.20)

Primjer:
u,(t) =cos wt;=u,(t)=Ae™,
v(t) = Ae™ cos wt .

Ovaj oblik se moze interpretirati kao sinusni signal ¢ija se amplituda mijenja
eksponencijalno. Amplituda, kao parametar sinusnog signala, je ovdje vremenska funkcija.

Ako se neki parametar signala mijenja u skladu s nekom vremenskom funkcijom ili
signalom kaze se da je izvorni signal moduliran. Takvi se signali upotrebljavaju u
komunikacijama, automatici i mjerenju. Izvorni signal se obi¢no naziva nosiocem, a onaj koji
djeluje na parametar, signalom modulacije ili informacije.

U danasnjoj tehnici, posebice komunikacijama nosilac je redovito sinusni signal ili
pulsni niz, ¢iji se parametri mogu modulirati u vremenskoj ili amplitudnoj osi.

Ako funkciju f treba predstaviti konacnim brojem elementarnih operacija, jedan od
nac¢ina je da se ona predstavi Taylorovim redom s viSe varijabli, ali s kona¢nim brojem
¢lanova reda (drugo poglavlje).

Preslikavanje viSe signala u, uy, u3 u jedan rezultiraju¢i v moze biti sloZenije kao u

(1.12), tj. preslikavanje funkcije u funkciju ili segmenta signala u segment
v=F (U iy, (1.21)

gdje operator F moze biti vrlo slozen. Bitna je klasifikacija operatora na nelinearne ili
linearne.

Ako je operator F linearan (1.18a) , bit ée moguce odrediti rezultirajuéi signal v kao
linearnu kombinaciju nezavisno transformiranih signala u; i wu,, $to moZe znacajno

pojednostaviti dobivanje odziva sustava.
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1.5 Realni i apstraktni objekti

Osnovna svrha teorije sustava je da omoguci analitickim 1 numeri¢kim metodama
odredivanje svojstava danih sustava ili sintezu realnih sustava traZzenih svojstava. lako je
osnovni objekt ili sustav ovdje realan objekt ili sustav (najceS¢e fizikalni) kojem su
pridruZeni atributi—mjerljive veli¢ine relevantni za njegovo vladanje u odredenoj primjeni,
analizu 1 sintezu sustava vr§imo matematickim postupcima rade¢i s matematickim modelom
sustava. Relevantni atributi se ovdje pojavljuju kao varijable, parametri 1 relacije medu njima.
U teoriji dakle radimo s apstraktnim objektima kojeg ¢ini skup nekih veli¢ina-varijabli 1 skup
relacija medu njima.

Uzmimo da je objekt karakteriziran skupom algebarskih relacija medu varijablama u;,
U, U3

R, (uy,uy,u3)=0,
Ry (uy,uy,us) =0,
Ry (uy,uy,u,)=0.
Kad se varijable mijenjaju s vremenom, skup relacija moze npr. biti sustav obi¢nih
diferencijalnih jednadzbi (jedna nezavisna varijabla f).
a ﬂ"' ay %"' auy =0,
dt
du

1 _
a,, % +a,u, +a,u, =0,

du, du, du,
a,, +a,, +a,, =v.
dt dt

dt

Nazivamo ih diferencijalni sustavi ili sustavi sa zbijenim parametrima.

Prisustvo prostornih koordinata kao nezavisnih varijabli dati ¢e parcijalne diferencijalne
jednadzbe. Takve sustave nazivamo sustavima s raspodijeljenim parametrima.

Ako su relacije koje karakteriziraju neki objekt bez posebne specifikacije koja varijabla
predstavlja uzrok procesu, a koja posljedicu, odnosno "pobudu" sustava i njegov "odziv"
govorimo o neorijentiranom objektu.

Ako se varijable mogu podijeliti na "ulazne" 1 "izlazne", tada govorimo o orijentiranom
objektu (katkad je ta podjela proizvoljna i nema implikacija na fizikalnu kauzalnost izmedu
ulaza i izlaza).

Primjer za neorijentirani objekt je elektricki otpor, gdje su varijable napon 1 struja.
Mozemo uzeti napon kao uzrok, a struju kao posljedicu, ili pak struju kao uzrok, a napon kao
posljedicu.

Primjer orijentiranog objekta je elektronicko pojacalo kod kojeg moZemo identificirati

ulaznu 1 izlaznu varijablu. Ulaznu varijablu ovdje ne moZemo uzeti kao izlaznu.
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U realnom objektu mjerljive veli€ine su izabrane kao varijable, a njihovi odnosi odredeni
indukcijom (eksperimentalno) ili dedukcijom (iz prirodnih zakona) se slazu s ulazno-
izlaznom relacijom. Apstraktni objekt koji ima iste varijable i karakteriziran je istom izlazno-
ulaznom relacijom kao neki realni objekt se naziva modelom realnog objekta. S druge strane,
realni objekt se naziva jednom realizacijom apstraktnog objekta. Apstraktni objekt, naime,
moze imati nijednu, jednu ili viSe realizacija.

Da bi definirali apstraktni objekt uzmimo da je (u, y) uredeni par vremenskih funkcija
definiranih u intervalu [7, ].

Apstraktni objekt S definiramo kao skup uredenih parova varijabli (#, y), odnosno

relaciju koja vezuje slobodnu varijablu u i zavisnu y:
S={(u, y)|ue%,ye7¢}. (1.22)

Kako procesi u sustavu redovito teku u vremenu (i/ili prostoru), varijable sustava su
funkcije nezavisne varijable t€T, gdje je T uredeni skup ili podskup realnih brojeva (TCR).

Varijable nisu bilo kakve funkcije vremena nego su elementi skupa prihvatljivih funkcija.
n={ulu:T>U}ig={]y:T>Y} (1.23)

koje svakom ¢€T pridruzuju trenutnu vrijednost ulaza u(r)eU 1 izlaza y(f)eY. Skupovi
trenutnih vrijednosti U i Y su redovito skupovi realnih brojeva ili vektorski prostori (UcR",
YcR").

Sustav je dakle karakteriziran relacijom S, koja pridruzuje funkciji ulaza (ili pobudi u),
funkciju izlaza (ili odziv y). Apstraktni objekt S je, dakle, odreden sveukupnos¢éu ulazno-
izlaznih parova (u, y) koji pripadaju S-u. Ako je objekt S iz (1.22) model realnog sustava,
kaZzemo da je S ulazno-izlazni model sustava.

Relacija S ne pretpostavlja opcenito jednoznacnu vezu izmedu pobude i odziva sustava.
Kad je ta veza jednoznacna, sustav se moZze prikazati s

y=F),
gdje je F funkcija, operator, ili transformacija funkcije pobude. U tom slucaju sustav vrsi
operaciju na signalu, odnosno preslikavanje ulaza u u funkciju izlaza y.

Pri tom, nacin na koji je izlaz y(f) odreden pobudom je vrlo znacajan za klasifikaciju
sustava. Bitnu ulogu igra iz kojeg vremenskog intervala pobuda odreduje broj y(7), tj.
trenutnu vrijednost izlaza, kao Sto je spomenuto kod preslikavanja signala u (1.13) 1 (1.14).

MozZemo razlikovati:

(i) Bezmemorijske ili trenutne sustave za koje vrijedi y(¢) = f{¢, u(?)).
Trenutna vrijednost izlaza y(¢) je odredena jedino trenutnom vrijednos¢u ulaza u(r). Ako
izlaz zavisi neposredno od trenutka vremena ¢, a ne samo posredno preko u(¢), koja je
funkcija vremena, u zagradi imamo ¢.

(11) Memorijske ili kauzalne sustave za koje vrijedi y(¢) = F(¢, (o, 1)-
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Trenutna vrijednost izlaza iz sustava u trenutku ¢ zavisi od pobude prije trenutka ¢, i
pobude u trenutku 7, a ne od pobude iza trenutka z. Prvo dolazi uzrok, pa onda
posljedica. "Proslost" i "sadasnjost" pobude odreduje "sadaSnjost" izlaza. To je svojstvo
realnih sustava.

Primjer linearnog sustava:
y(0) = [ ht,Dyu(z)dr

(ii1) Prediktivne ili antikauzalne ili anticipativne, za koje vrijedi y(f) = F(¢, uy, «)),gdje je
izlaz u ¢, odreden sadasnjom i budu¢om pobudom, ali ne proslom, Sto predstavlja
predvidanje ili predikciju.

Primjer:
y(t)= Th(t,t)u(r)dt

(iv) Memorijsko-prediktivne ili nekauzalne sustave za koji vrijedi y(¢) = F(#, th(x0))

Primjer:
y(t) = Th(t,r)u(r)dr

Vremenski nekauzalni sustavi se Cesto dobivaju kao rezultat iz idealiziranih zahtjeva
sinteze ili optimizacije. Nekauzalni sustavi su ostvarivi tamo gdje vrijednosti varijabli
zavise od prostornih koordinata ili su pohranjeni na prostorno rasporedene lokacije.
Operacije se tada vrSe izmedu y 1 u radeéi izvan realnog vremena, §to Cesto rade

digitalna racunala.
1.6 Blokovski dijagrami i spajanje podsustava u sustav

Orijentirani apstraktni objekt ili sustav predstavlja se graficki u obliku pravokutnika s

oznacenim ulaznim 1 izlaznim varijablama.

—
_ 1 F i F 2
Htg ] Vo] 1, — E
P2

Sl 1.16

Svaka skalarna varijabla je pridruzena prikljucnici (terminalu).

Sustav s viSe ulaza i izlaza moZe se jednostavno razloziti na viSe sustava s viSe ulaza, ali
samo s po jednim izlazom SI. 1.17. Prema tome, niSta se ne gubi od opcenitosti ako neki
podsustav reduciramo na objekt s jednim izlazom i viSe ulaza.

Spajanje stavlja ograni¢enja na pojedine varijable da budu jednake na priklju¢nicama

koje su vezane §to se moze izrec¢i jednadZbama spajanja.
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G, |—on

Uy
Uz G2 —O W
us

Gy |—on

SI. 1.17

Dva i viSe objekata ili podsustava mogu se spojiti tako da zajedno ¢ine jedan slozeni
sustav, dakle opet sustav u skladu s naprijed danom definicijom. Sustavi od kojih je
sastavljen slozeni sustav zovu se podsustavi.

Uzmimo da dva sustava S i S koji imaju ulaze {u; | i=1,2,...,m}1 {uy |j: 1,2, ...,
my} te izlaze {ylk|k: L,2,....,rm}i{yu ‘ I=1,2, ..., rn}. Dvasustava S) i S, su spojena ako
je barem jedna varijabla u;(¢) ulaza sustava S; izjednacena s jednom varijablom yy(¢) izlaza
sustava S, za svaki ¢ tj.

u, ()= vy (0), i e[lm] i 1€Lr], (1.24a)
ili u,; (t)=y, (@), jellm,] i ke[l,n]. (1.24b)

U opéem slucaju spajanja podsustava 1 S) 1 S» u sloZeni sustav S trebaju biti odredeni
ulazi {u, | n=1, 2, ..., m} 1 izlazi {y, |p =1, 2, ..., r} S-u ulazima odnosno izlazima
podsustava, te kako su pojedini ulazi i izlazi podsustava spojeni. To izricu jednadzbe
spajanja. Neka su dva sustava S; 1 S, dana s y; = Fi(u)), y2 = Fo(uy).

Uzmimo na primjerdajem; =2, my=3,r=2,rn=3,m=21ir=3,tj.

i =F (g, up)
Yo = Fy(uyy, uyy)
Vo = (uyy, sy, uy,)
Vo = Fyy (uyy, Uy, 15)

Va3 = Fos (g, gy ,1t53)

JednadZbe spajanja mogu biti na primjer

_____ Ulazius, ___  Ukzius,
uy, () =y, (?) uy (1) = y,, ()
u, () =u,(?) Uy, (1) =y, (2) zaVteT

Uy (1) = u, (1)
Varijable slozenog sustava S dane su na primjer jednadzbama:
Ulaziu § Izlazi

u (1) =u, (?) 1) =y, (®)
u, (1) = uy (1) P, () = y53(2) zaVteT
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¥3(0) =y, (0)

Spojenost sustava S; 1 S» moze se graficki prikazati sustavima kao blokovima.
Izjednacene varijable su prikazane crtom koja pokazuje povezanost pojedinih ulaza u 51 5>
s izlazima S 1 S,, odnosno ulazima sustava S i pojedinih izlaza S 1 S; s izlazima sustava S,
¢inec¢i tako blok dijagram. Na slici je prikazan dijagram sustava S prema gornjem primjeru

jednadzbi spajanja.

U Uz V21
Sl Vi U2 82 V22 y
© 1
” U Y2 U V23 »

[25]

V3

SI. 1.18

Blokovski dijagram s odgovaraju¢im spajanjima je vrlo pregledan nacin pokazivanja
interakcije varijabli podsustava.

Pri spajanju sustava odnosno izjedna¢avanju pojedinih varijabli postoje restrikcije.
Obzirom da su u konceptu sustava ulazne varijable slobodne, a izlazne zavisne od njih,
ulazne varijable bilo koje vrijednosti u(#)eU ili funkcije ue? mogu se izjednaciti s bilo
kojom ulaznom varijablom slozenog sustava.

Ulazna varijabla npr. podsustava S, neangaZirana u prednjem postupku moZe se
izjednaciti s bilo kojom izlaznom varijablom npr. sustava S.

Budué¢i da su pojedini izlazi podsustava diktirani samo njihovim ulazima, izlazne
varijable se ne mogu izjednacavati medusobno. Sve izlazne varijable podsustava mogu biti
izlazne varijable sloZenog sustava, ali mora biti barem jedna izlaz sustava S.

OgraniCenja u izjednacavanju varijabli podsustava mogu se izre¢i skupom pravila
spajanja koja vrijede za blokovske dijagrame. Skup tih pravila je:

1. Izlazi iz blokova se ne spajaju medusobno.

2. Svaki ulaz bloka spaja se na izlaz nekog bloka ili je ulaz u spojeni slozeni sustav.
Svi ulazi podsustava su angaZzirani.

3. Izlaz bloka moze biti izlaz sloZzenog sustava. Najmanje jedan izlaz podsustava je
izlaz spojenog sustava.

Navedeni primjer spajanja S 1 S» u sloZeni sustav S slijedi pravila spajanja.

Slozenim sustavom S, dan s

yl = E(ul’ u21 -'-)us)

vs=F(u, u2, .. uy)
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moze se uvjetno smatrati sustav sastavljen od S; 1 S, gdje su varijable S, dane s:

_____ Ulazivs _______  _Izlaziizs
Upr=1uii Yi=J)i
U= Uui2 W=Y12
Uz = usi Y3i=)21
Us= U2 Ya=y2
Us= U3 Ys=)23

Na temelju ovih jednadzbi blokovski dijagram je

u Un Yii V1

Uy Uy Sl Y12 V2

U3 Uz Y21 V3
Uz V22

Uy Va

Us Uss 82 V23 Vs

S

SIL. 1.19

U ovom slucaju ulazi u, u, ne djeluju na izlaze ys, ya, ys, te da ulazi us, us, us ne utjecCu
na izlaze y; 1 y».

Prikazani sustav S, sloZen je od dva sustava S; 1 S, koji nisu medusobno spojeni u
smislu ranije definicije spojenih sustava. Kazemo da je sustav S, sloZzen od dva nezavisna
podsustava.

Slaganje ili sinteza sustava u kompleksniji sustav vrse se redovito s namjerom da se iz
jednostavnijih podsustava dobije slozeni sustav zadanih ili zeljenih svojstava, koje namece
primjena.

S druge strane obrnuti postupak razlaganja ili analize sloZenog sustava na jednostavnije
podsustave vrsi se s namjerom da se dobije dobar uvid u vladanje sustava i utjecaj pojedinih
podsustava, te da se omoguci njegova realizacija jednostavnijim podsustavima. Za razlaganje
medutim moraju postojati uvjeti ekvivalencije tj. funkcija izmedu izlaza 1 ulaza slozenog
sustava mora biti takova da dopusta njeno razlaganje na kombinaciju funkcija, koje vode na
jednostavnije funkcije izmedu izlaza i1 ulaza podsustava. Taj postupak dobivanja nekoliko
jednostavnijih podsustava nije uvijek jednoznacan. Razlaganje sustava zato moze rezultirati u
razli¢itom, po broju i tipu podsustava, i razumljivo, nac¢inu kako su podsustavi spojeni.

Veliki broj varijabli i slozenost funkcija sustava trazi detaljnije razlaganja sloZenog
sustava na veci broj medusobno vezanih jednostavnijih podsustava. Ta predstavljanja mogu
se temeljiti na postupku svodenja funkcijskih veza izmedu vise varijabli na viSe podsustava,
koji osiguravaju funkcijske veze izmedu manjeg broja varijabli ili ¢ak izmedu samo dvije

varijable, jedne ulazne i jedne izlazne.
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Drugu moguénost razlaganja otvara postupak da se jedan blok sa sloZenom funkcijom
razlozi na ekvivalentni skup povezanih blokova s jednostavnijim funkcijama ili po
mogucénosti s elementarnim operacijama, kao Sto su zbrajanje i mnozenje, te integracija ili
jednostavno kaSnjenje signala, dakle operacije koje se ne mogu naciniti jednostavnijim. Ovi
posljednji objekti obi¢no se nazivaju elementima.

Opisani postupak je analiza ili dekompozicija-razlaganje kompleksnog sustava na
jednostavnije podsustave ili elemente. Elementi imaju redovito jednostavnu realizaciju, pa se
mogu iskoristiti kao gradevni blokovi za slaganje fizikalno-ostvarivih sustava.

Sinteza ili kompozicija je slaganje podsustava ili elemenata u strukturu da bi se dobio
sustav zadanih svojstava.

U oba slucaja radi se o skupu podsustava ili elemenata koji su medusobno spojeni u
sustav nekakve strukture. Kakvi elementi su uzeti i kako se spajaju u strukturu, odredit ¢e

klasu sustava.



2. KONTINUIRANI SUSTAVI BEZ MEMORIJE

Modeli sustava bez memorije su apstraktni sustavi ¢iji izlazni signal u bilo kojem
trenutku ¢ zavisi jedino od vrijednosti ulaznog signala u trenutku z. U ovom dijelu
koncentrirat ¢emo se na sustave koji su opisani s kontinuiranim realnim funkcijama ili
relacijama. Mi ¢emo jednu vrstu modela kontinuiranih sustava bez memorije definirati
klasom blok dijagrama. Elementi sustava su funkcijski blokovi. Svaki blok je opisan s po
odsjeccima neprekinutom funkcijom f{(.) ili f{.,.,.) koja je kona¢na za konacne argumente.
Svaki funkcijski blok ima jedan izlaz y koji ima realnu vrijednost i jedan ili viSe ulaza x; koji

imaju realnu vrijednost.

y(0) = f (u, (©),u, (0),...,u,, (1)) y(O),u; (1) R

U —>
w—> fl,.,.) >V
Uz —>

SI. 2.1
2.1 Funkcijski blok s jednim ulazom i jednim izlazom

Ako za objekt s jednim ulazom i jednim izlazom vrijedi za svaki ¢
y(e)= flue)), 2.1)
gdje je f funkcija koja pridruzuje vrijednost izlazne varijable y(¢) u trenutku ¢ vrijednosti
ulazne varijable u trenutku ¢, kazemo da je f bezmemorijski element, tzv. funkcijski blok.
Funkcijska veza izmedu ulaza 1 izlaza bloka s jednim ulazom i jednim izlazom moze se
dati krivuljom u ravnini x,y,... koja se naziva karakteristikom bloka ili elementa. To otvara

mogucnosti upotrebe grafickih postupaka u odredivanju karakteristika sloZenih sustava.

A A

y y

s /TN
0 X /() \/x

v

SL. 2.2a SL. 2.2b

Funkcijska veza se moze dati i nizom diskretnih vrijednosti ili u obliku tablice.
Funkcijska veza pretpostavlja jednozna¢nu vezu izmedu nezavisne x 1 zavisne y tj.
svakoj realnoj vrijednosti x-a pridruzena je jedna vrijednost y-a. Kako pokazuju karakteristike

na Sl. 2.2 a 1 b za svaku vrijednost x-a na osi x odgovara samo jedna i samo jedna moguca
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vrijednost za y. Funkcijski blok je takav da s x-om moZemo jednoznac¢no odrediti y. On je
dakle upravljan od strane ulaza, a njegov izlaz daje zavisnu varijablu y.

Iako se moZe govoriti opéenito o implicitnoj funkciji @(x,y) =0 1 inverznoj funkciji
x=/"(y), te karakteristici kao geometrijskoj interpretaciji @(x,y) =0, ipak kod funkcijskog
bloka ulaz i ulazna varijabla se smatra slobodnom, a izlazna zavisnom.

Dvije karakteristike na Sl. 2.2. a 1 b se razlikuju. Prva je monotono rastuc¢a jer se njenoj
strmini (ﬂ > 0) ne mijenja polaritet dok druga to nije (ﬂiO).

Mono)gone funkcije imaju inverziju. Njihova inverzija takoder je funkcija.

Inverzija funkcije na Sl. 2.2b ima za jedan izabrani y u nekom intervalu varijable y 1 tri
razli¢ita x-a. Nije dakle funkcija nego relacija. (Nekad se ta veza nazivala viSeznacnom

funkcijom). SI. 2.3.

y y y

v

v
v

Sl. 2.4b
SL. 2.3 Sl. 2.4a

Ako y =f(x) ima odsjecak paralelan s osi x (ﬂ =0), inverzija nije jednoznacna jer na

X
paralelnom dijelu jednoj vrijednosti za y pripada beskonacno vrijednosti x-a. SI. 2.4. a i b.
Pregled tipi¢nih karakteristika elemenata odnosno funkcijskih blokova u elektronici i

automatici je u sljedecoj tablici.
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SKOKOVITE | LOMLJENE KARAKTERISTIKE

NAZIV SIMBOL FUNKCIJA GRAF
Pojacalo — % y=Xx
y=-1 x <-1 1 —
Limiter — % y=x -1<x <l =
y=1 x >1
Komparator :‘: J=sgnx = 1 x>0 !
jedne razine -1 x<0 — 1,
Pra / y=x x>0 /
Apsolutna \/ B | |
vrijednost | Y=
y=0 x <-1 1
Pra.g, . s \V y=X 0<x<l1
zasi¢enjem 1
y=1 x>1
y=x+1 x <-1
Mrtva zona — * y=0 -1<x<1 /
ZEE
y=x-1 x>1
y= -M+1 x <—-m
- _ _ M
Mrtva zona sa ~ y_0x+1 n;zlel -m -1 /
zasi¢enjem V= s /S IT1m
y=x-1 I<x<m -M
y=M-1 X >m
Komparator - y=-1 ¥ < -l DT
dvije razine y=0 —l<x<l HE
y = 1 x> 1 -1
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NAZIV SIMBOL FUNKCIJA GRAF
Kvantizator T-%i y=-mQ —-mq<x<(1-m)q Q L—’J—
(A/D konv.) y=mQ  (m-1)g<x<mq _,-'j a
E:giﬁfasm L y=-mQ (=1-m)<x<-mgq Q ‘ rrr
funkcija 7 y=mQ mg<x<(m + 1)q -'JJ—F
Stepenicasta Q
nelinearna j+£ — |y =0k Qi1 <X < (g
funkcija &

GLATKE KARAKTERISTIKE (NEPREKINUTE DERIVACIJE)

NAZIV SIMBOL FUNKCIJA GRAF
Simetri¢na
nelinearna — Yy=thx y=thx
funkcija
Asimetri¢na §
nelinearna —| y=e-1 y=e" -1
funkcija
Parabola y=x
Neparna / y= x* x<0
parabola y=—x"x>0 /
Parna parabola oo o \ /
viseg reda y=x y=x
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NAZIV SIMBOL FUNKCIJA GRAF
Neparana » /
parabola  viseg y=x’ _ 2+l
reda
Parabola ) /
3.reda + pravac y=X-X [— y= ¥ —x
neg. nagiba /
Bipolarni ~ ~
kompresor y=shx y=shx
Bipolarni V
deﬁompresor y=Arshx |— v =Arshx A

TIPICNI RELACIJSKI BLOKOVI (VISEZNACNE FUNKCIJE)

NAZIV

SIMBOL

FUNKCIJA

GRAF

Komparator
histerezom

Komparator
dvije razine
histerezom

S

Siiiy
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NAZIV SIMBOL FUNKCIJA GRAF
/
Inverzna funkcija x=f(y) — |x=Ap)
//
Horizontalna . 2
parabola =Y
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2.2 Funkcijski blok s vise ulaza

Funkcijski blok s dvije ulazne varijable u, v se moze predstaviti geometrijskom plohom u

prostoru u, v, y. SI. 2.5. a1b.

A
y
v
NN
o> 2100
SRS
NSS4
0 u S5
g
Sl 2.5a Sl. 2.5b

Cesc¢e se medutim upotrebljava predstavljanje karakteristika skupom krivulja u ravnini
v =fu,v) gdje se kontinuirano daje veza od u za nekoliko iznosa v-a kao parametra ili
obrnuto. (Karakteristike elektronickih elemenata).

Za analiticke postupke modeliranja karakteristika elemenata upotrebljavamo
elementarne funkcije (najeSée polinome 1 transcendentne funkcije). Takoder se
upotrebljavaju graficki prikazi i1 tablice numeri¢kih podataka. Za realne karakteristike
elemenata Cesto se upotrebljavaju i1 grublje aproksimacije kao na primjer linearne ili
paraboli¢ne funkcije po odsje¢cima karakteristike.

Nekad se funkcijski blok moze prikazati jednostavnijim elementima sumerima
(zbrajalima) 1 multiplikatorima (mnozilima), koji vrSe operaciju sumiranja odnosno
multipliciranja signala.

Za signal na izlazu iz sumera u trenutku ¢ vrijedi:

Y(0) =u, (8) +u, () +uy (7). (2.2)
U
Us Us
Sl 2.6

Za signal na izlazu iz multiplikatora u trenutku 7 vrijedi:

(O = u, (1) (1) x5 (0).. (23)
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231 231
2%} 2%}
SL. 2.7

Multiplikaciju s konstantom vrsi element zvan pojacalo. Izlaz iz pojacala u trenutku ¢

danje s
y(t) =au(t). (2.4)
SL 2.8

Spajanjem gornjim elemenata moze se funkcijski blok gdje je funkcija polinom
y({t)=a,+au+a,u’ +...+a,u", (2.5)
predstaviti konacnim brojem sumera i multiplikatora.

Razumljivo je da u sluCaju transcendentne funkcije taj broj elemenata tezi u
beskonacnost. Transcendentna funkcija se medutim moZe aproksimirati s kona¢nim brojem
operacija, odnosno elemenata.

Funkcijski blok moze biti 1 vremenski promjenljivi element. Koriste¢i se nesto
slozenijim elementima i pomo¢nim signalima moze se realizirati vremenski promjenljivi
element, gdje je taj slozeni element vremenski stalan, a pomo¢ni signal vrsi zeljenu varijaciju
funkcija ili parametara.

Primjer:

() =a,(Ou+a;(u,

a,(2)

as(?)

SL. 2.9

Koncept funkcijskog bloka sa jednim ulazom 1 jednim izlazom moze se prosiriti na blok

s viSe ulaza 1 izlaza i1 obratno.
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Uy ——=
Uy —

p—(
Uy —™ — > )3

>y

> ),

S1. 2.10
2.3 Spajanje funkcijskih blokova u sustav

Skup pravila spajanja elemenata ili funkcijskih blokova je kako slijedi:
1. Izlazi dva bloka se ne spajaju.
2. Svaki ulaz bloka se spaja na izlaz nekog bloka ili je ulaz u spojeni sustav.
3. Samo jedan izlaz bloka je izlaz spojenog sustava. Svi ostali izlazi moraju biti spojeni na
ulaze nekih blokova.

Rezultirajuéi sustav e biti opet sustav s viSe ulaza i jednim izlazom.

Matematicka interpretacija spajanja: kad god su prikljucnice blokova prospojene,
varijable na priklju¢nicama su vezane (prisiljene) da imaju iste vrijednosti. Vode¢i racuna o
skupu elemenata i skupu pravila spajanja (koja se mogu izre¢i skupom jednadzbi spajanja) mi
mozemo ustanoviti da li neki sustav spada u razmatranu klasu.

Svaki blok daje vrijednost izlaza u zavisnosti od njegovih ulaza. Uzmimo dva bloka:

z=fx)1y=g(v,w).

Neka su prospojeni prema slici:

=)

LlT—*f

odakle slijede odredene jednakosti: v =z i w = x (jednadZbe spajanja). Prva jednadzba kaze da

g —L

S [N
I

SIL 2.11

je izlaz iz bloka spojen s prvim ulazom bloka g §to znaci da izlaz iz f djeluje kao ulaz u g.
Jednadzbe mogu biti slozene tako da se dobije izlaz y kao funkcija od ulaza x u spojeni
sustav. Eliminacijom varijabli z, v i w dobivamo
y=g (flx), ). (2.6)
Za zadani x moze se odrediti y budué¢i da znamo funkciju /i g te preko jednadzbi
spajanja oba argumenta funkcije g. Ako je na primjer g (v,w) = v w, a f{x) = x°

. . 2 3
izlaziy=vw=zx=x"x=Xx

u_ o, B4

Sl. 2.12
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Mi smo dobili novu funkciju y = h(x) koja svakoj vrijednosti x pridruzuje y. To znaci da
spojeni sustav mozemo prikazati jednim funkcijskim blokom koji moZe opet biti smatran
elementom jednog veéeg sustava.

Mozemo definirati i drugu klasu sustava s viSe ulaza i izlaza, slaganjem elemenata ranije

razmatrane klase s jednim zajednickim ulazom i izlazom kao npr..

u 1
— f g - v =g
Y, =h(v)
yz v=f(x)
h — i =f(x)
Vo = fz(x)
SL 2.13

Sustav s viSe ulaza i izlaza moze se predstaviti skupom jednadzbi i blokom

Uy —>
Uy —™

'
Uy —™ — > V3

>

),

Sl. 2.14

Y1 =fl(x1,x2,x3,x4),
Vs :fz(xl,xz,x3,x4), (2.7)
V3 =f3(xl,xz,x3,x4)-

Uvodenjem vektora ulaza [x|, Xa,..., X,]' 1 vektora izlaza [y1, y2,..., »,]. Bezmemorijski

sustav se moze prikazati s
y = f(x). (2.8)
gdje je f vektorska funkcija.

2.4 Eksplicitni i implicitni sustavi

Sustavi bez memorije mogu se podijeliti u dvije grupe: na eksplicitne i implicitne
sustave. Za klasu sustava koju razmatramo podjela se moZze izvrSiti prema tome da li signal
na svom putu kroz sustav ¢ini petlju. Eksplicitni sustav nema petlji dok implicitni ima jednu
ili viSe. Tu podjelu moguce je izvrSiti i na temelju tzv. liste spajanja. Mi mozZemo spajanje

sustava na Sl. 2.15 prikazati listom

uj-*frig—K

SL. 2.15
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g f.x
f:ox.

Svaki funkcijski blok ima jedan redak u listi gdje su navedeni ulazi i funkcijski blokovi,

(2.9)

Ciji izlazi predstavljaju ulaze u razmatrani funkcijski blok. Izlazne varijable oznacene su
oznakom funkcijskog bloka. U nasem primjeru prvi redak kaze da je prvi ulaz funkcijskog
bloka g spojen na izlaz funkcijskog bloka £, a drugi ulaz na ulaz sustava x. KaZzemo da je lista
sortirana ako se redci mogu sloziti tako da u svakom retku ime funkcije ili varijable desno od
dvotocke mozemo naci lijevo od dvotocke negdje iznad tog retka ili je ulaz sustava. Kako se
vidi, gornja lista nije sortirana, jer se u prvom retku pojavljuje f, a da ga nije bilo ranije. Lista
¢e postati sortirana ako zamijenimo retke:
Jix 2.10)
g f,x
jer u ovom slucaju svako ime desno od dvotocke se pojavljuje iznad tog retka lijevo od
dvotocke. Drugim rijeCima, sortirana spojna lista slaZze funkcijske blokove na taj nain da
svaki ulaz u funkcijski blok je izlaz iz nekog bloka specificiranog ranije ili je ulaz u sustav.

Napravimo sad listu za blok dijagram prikazan na slijedecoj slici

ey fjl
> )1 2

SL. 2.16
L S ili fii fr.x
St frnx S i

Vidimo da bilo koji redoslijed redaka ne moze ispuniti zahtjev da je ulaz u neki

Y

2.11)

funkcijski blok specificiran u retku iznad razmatranog retka. Ovakva lista se ne moZe
sortirati. To je posljedica ¢injenice da u blok dijagramu imamo petlju. U prvi blok se ne ulazi
s poznatom varijablom ve¢ s y koju u stvari zelimo izracunati ili pridruziti nekoj vrijednosti
x-a.

U stvari da bi izracunali varijablu y moramo izracunati izlaz iz bloka f,, odnosno bloka
/1, a za to bi morali poznavati varijablu y.

Zaklju€imo: Za razmatranu klasu sustava definiramo eksplicitni sustav kao onaj, koji se
uvijek moZe opisati sortiranom spojnom listom. Implicitni sustav je onaj koji se ne moze
opisati sortiranom spojnom listom. Implicitni sustav u blok dijagramu ima najmanje jednu
petlju. To je sustav kako se kaze, s povratnom vezom. Gornja definicija moZe se proSiriti na
sustave s viSe izlaza. U malim sustavima lako se vidi iz blok dijagrama da li neki sustav ima
povratne veze ili ne. Spojna lista daje nam nacin za ustanovljavanje radi li se o eksplicitnom

sustavu kad je sustav velik, gdje vizualna inspekcija moze dovesti do pogresnog zakljucka.
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2.5 Formulacije i rjeSenja jednadzbi sustava

2.5.1 Eksplicitni sustav

Formulacija jednadzbi jednog eksplicitnog sustava je direktna. Provodi se na temelju

spojne liste ili blok dijagrama. Jednostavno se napiSu ulazno-izlazne jednadzbe za svaki

funkcijski blok u redoslijedu danom s sortiranom spojnom listom.

Uzmimo primjer sustav na Sl. 2.17:

A‘}L ——]
w
—»

Y
f3 >

m—— i /2

U I

SL. 2.17
Jiix v=fi(x))
o i fix, w=f,(v,x,)
Sy S 2%, y=fi(v,w,x,)

y= f3{ﬁ(xl)afz[ﬁ(x1)>x2]’x2}'

Na temelju poznavanja x; 1 x, mi mozemo odrediti y tj. mi mozemo odrediti

y=h(x;,x,).
Ako na primjer:
filx,) = x12 V= x12
fr(v,x,)=v+x, w=v+x,
f;v,w,x,) =vwx, Y =Vwx,

2,2 4 2.2
y=x1 (X +X,)x, = XX, +x7X;.

Zanaprimjer: x; =-2ix;=1lizlaziv=4,w=35,y =20.

(2.12)

U eksplicitnom sustavu racunanje prema spojnoj listi uvijek je lagano, jer je lista

sortirana i u svakom koraku (retku) mi ra¢unamo s veli¢inama koje su poznate ili izracunate u

prethodnim koracima. To je nacin na kojem se temelje programi za raCunalo za racunanje

izlaza ovakvih sustava. U pogodnom jeziku se gornji problem rjeSava s:
1. zovi potprogram za x; i pohrani u v
2. zovi potprogram za v + x; i pohrani u w

3. zovi potprogram za vwx, i pohrani u y.

Programi za raCunalo mogu se napisati za vrlo velike i slozene sustave s tisu¢ama

spajanja, dok su sustavi eksplicitni. Razumljivo je, nije uvijek nuzno, niti pozeljno, i¢i kroz

spojnu listu u cilju formulacije jednadzbi. One se mogu napisati ¢esto samo uvidom u blok

dijagram upotrebljavaju¢i minimalan broj varijabli.

Primjer: Multiplikator napravljen s blokovima za kvadriranje
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o >—

SI. 2.18

Jednadzbe se mogu napisati uvidom u blok dijagram ovog eksplicitnog sustava
v=(u +u,),

W=—(1/l1 _u2)2,
1
=—(w+v),
y 4( )
odakle slijedi
1
y :Z[(”1 +”2)2 - (u, _”2)2] =ul, .

Ovaj sustav predstavlja realizaciju multiplikatora u analognom racunalu.
Najjednostavnija spajanja blokova s jednim ulazom i jednim izlazom koja daju

eksplicitan sustav su spajanje u paralelni slog 1 kaskadu.

2.5.2 Spajanje u paralelni slog

Blok dijagram na SI. 2.19. Y=+
o= fi(w)
1 f‘l Y, = f,(u)
y oY== A0
| F=fi+f, 2.13)

- L

Sl. 2.19

naziva se paralelni spoj ili slog sustava. Za ve¢i broj sustava paralelno slozenih
y=r= fi(w). (2.14)
1

Karakteristika paralelnog sloga dobiva se zbrajanjem karakteristika blokova. Ordinate y;

rezultirajue karakteristike dobivaju se zbrajanjem ordinata karakteristika f; 1 f za pogodan

broj apscisa u;, i =1, 2.
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A
V1, ¥2 f y
{h

v
v

Sl 2.20a SI. 2.20b

Odbijanjem ordinata moze se dogoditi karakteristika razlika ako se trazi f=f; — f>.

2.5.3 Spajanje u kaskadu

Blok dijagram na Sl. 2.21. v=f,(v)
u Vv y v = fi(u)
— L 2 y=LU@)  @19)
Sl 2.21

naziva se kaskadom sustava. Funkcija kaskade je funkcija od funkcije odnosno kompozicija
funkcija f1 1 /5.
f=fof (2.16)

Za kaskadu s ve¢im brojem blokova vrijedi

y=rf,(fia(fia (o (fi (). ))),
f=r0f,.0f,,0...0f.

Promjena redoslijeda blokova u kaskadi daje drugaciju funkciju kaskade.

(2.17)

Karakteristika kaskade dobiva se grafickim postupkom kao na slici:

y Siv) yl L4

| A

74

SIL. 2.22
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Prevrnuta za 90 karakteristika f; omogucuje da se iz pogodnog broja ulaznih veli¢ina u;

odredi v;.
2.5.4 Implicitni sustavi

Formulacija jednadzbi jednog implicitnog sustava, dakle takvog koji ima petlje povratne
veze, moze biti provedena privremenim prekidom petlji povratne veze da bi se dobio
eksplicitni sustav. U dobivene jednadZbe eksplicitnog sustava se dodaju jednadZbe koje

izrazavaju zatvaranje petlji. Uzmimo primjer na Sl. 2.23.

xHﬁvL‘sz f.o,ll

- ]

SI. 2.23

Spojna lista je:  fi: x, f>
far o S, (2.18)
fifa
Da bismo dobili eksplicitni sustav prekinimo petlje i oznaimo varijable priklju¢nica.

Shvatimo te priklju¢nice kao nove ulaze, odnosno izlaze.

qu, o)

X 1% W y
e el
q1 o
SL 2.24
Spojna lista eksplicitnog sustava ili sustava s otvorenim petljama je:

fl :x9QI v:ﬁ(x’QI)a

2195, 1, w=f,(q,,v), (2.19)
f; :fz y = JFS (W)9

gdje su ¢; 1 g» smatrane kao ulazi sustava. Zatvaranje petlji izreceno je s dva slijedeca
popratna uvjeta:
g =w 1 q=y
Nepotrebne varijable v i w mogu se eliminirati, tako da se izraze varijable povratnih veza

q11q>.

q, =w= f,(q,,f,(x,9,)) q, = f,(f3(q,), f,(x,9,)),

9, = f3(q,) g, = P(x,q,) > q, =¥(x), (2.20)

y=q, y=4q, = f3(q,) = f;(¥(x)) = A(x).
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Jednadzbe su implicitne i daju vrijednosti varijabli ¢g; 1 g2 u zavisnosti od njih samih 1
ulaza sustava. Mi ne mozemo izracunati ¢; dok ne znamo ¢;. Taj problem se nekad moze
rijesiti analitiCki, ali se redovito dade rijeSiti numericki iterativnim postupcima. Kod
analitickog postupka nekad je lakSe izraziti ulaz kao funkciju izlaza, dakle odrediti inverznu
funkciju.

Iterativni postupak se pocne s pretpostavljenom vrijednosti g0 u jednadzbi i provodi
korak po korak.

qn = fZ[fS(QIO)’ﬁ(x’QIO)]’
Dk = /s [f3(%k)sf1(xa%k)]'

Za neki iznos varijable x izraCuna se aproksimacija q;; koja ¢e se upotrijebiti za
raCunanje slijede¢e tocnije vrijednosti gq» itd. Ponavljanje postupka nastavlja se dok
jednadZba nije zadovoljena do Zeljene to¢nosti.

Najjednostavnije spajanje blokova s jednim ulazom 1 jednim izlazom u implicitni sustav

je spajanje u prsten kao na slici

u X )%
N
v I(E) y =1
v=/f,(») (2.21)
fi X=uzxtv
Sl 2.25

To je sustav s povratnom vezom koja moze biti pozitivna (x =u + v) ili negativna
x=u-v).

Ulaz se mozZe izraziti s

u=xFv=f"MF L), (2.22)

Sto predstavlja inverznu funkciju sustava s povratnom vezom. Dobiva se postupak zbrajanja

odnosno oduzimanja apscisa x; 1 v; dobivenih za nekoliko izlaznih veli¢ina y; odnosno

y=f(uw); f=UFn (2.23)
Ovdje se pretpostavlja da sve funkcije s kojima radimo imaju inverziju. Graficki
postupci s karakteristikama su laksi i kada to nije slucaj.

Uzmimo primjer sustava s karakteristikama kao na SI. 2.26.
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()
fi(x)

v
v

Sl 2.26a Sl. 2.26b

Sustav s negativnom povratnom vezom imat ¢e karakteristiku koja se dobije iz

u=f" M+ L0).

A -1 A 1 A
7 0) u=" (A0 y
A0)
0 y i 0 y ] / 0 u
Sl. 2.27a SL. 2.27b SI. 2.27¢

Sustav s pozitivnom povratnom vezom u = £, (y) — f,(¥)

uA yA//

v
v

0 y 0 u
]
SI. 2.28a SI. 2.28b

Dok se u prvom slucaju iz funkcijskih blokova dobio opet funkcijski, u drugom slucaju
rezultiraju¢i sustav je relacijski.

Primjer: Sustav s povratnom vezom za dobivanje inverzne funkcije.
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y=f(x)=ax
v=2g(y)
g X=U-—-V

SL. 2.29

Blok f'je pojacalo vrlo velikog pojacanja tako da je njegov izlaz y = ax proporcionalan
ulazu x, dok je konstanta pojacanja a vrlo veliki realni broj. Blok g je karakteriziran
funkcijom v = g(y) koja ima inverziju g”'. Formulacija jednadzbe vodi na y = ax = a(u — g(»))

gdje se moze u izraziti eksplicitno pomocu y.

u=g()+=.
a
Kako pojacalo ima veliko pojacanje a>>1, dobit ¢emo vrlo dobru aproksimaciju s
u=g(),
odnosno inverznu funkciju
-1
y=g (u).

Kako se pokazalo u primjeni jednostavnih sustava s povratnom vezom implicitni sustavi
ne moraju biti funkcijski sustavi, iako su blokovi funkcijski, nego mogu biti 1 relacijski, tako
da za jednu vrijednost ulaza moZe biti viSe vrijednosti izlaza ili pak realno rjeSenje mozda 1

ne postoji. Ovo posljednje mozemo demonstrirati obi€nim sumerom s povratnom vezom

X y
y=x+y

SL. 2.30

Za x razliciti od nule nema rjeSenja za y, tj. nema moguceg realnog izlaza osim za x =0,
a tada moze biti bilo koji y. (Karakteristika je u y-osi). Drugi slucaj imamo ako pretpostavimo
da blok fje slijedilo (a = 1), a blok g vr3i kvadriranje g() = »* u ranijem primjeru, §to vodi na
jednadzbu

y=y"+x.

Ova jednadzba zadovoljena je za dvije vrijednosti y, uz x=0 tj. y=0 1 y=1.
Karakteristika je parabola koja presijeca ordinatu u to¢kama (0,0) i (0,1) i ima tjeme u
(1/4,1/2). Dva gornja primjera ilustriraju dva osnovna pitanja poznata kao egzistencija i
jednoznacénost rjeSenja jednadzbi. Vidimo da implicitni sustavi su generalno karakterizirani
matematickim relacijama i ne nuzno funkcijama iako su sastavljeni od funkcijskih blokova.

Za prvi primjer imamo da je sustav karakteriziran nul relacijom, dakle relacijom koja nema
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ulazno-izlaznih parova, dok u drugom primjeru imamo parove (0,0) 1 (0,1) Sto ukazuje da se
ne radi o funkcijskoj vezi izmedu ulaza i izlaza.

Iako kod takovih bezmemorijskih sustava mozemo dobiti jasne odgovore o vladanju,
njihovo vladanje kad su memorijski, moze biti veoma slozeno.

Kod jednostavnih implicitnih sustava nije nuzno i¢i kroz cijelu proceduru prekidanja
povratnih veza i pisanja spojnih lista, ve¢ je mogucée jednadZzbe napisati na temelju uvida u

blok dijagram $to nece biti slucaj kod velikih sustava i pisanja programa za racunalo.

2.6 Realizacije nekih karakteristika

4
—"4 b ajtaztas

ajtas

<

@

RYA

mill - O S

- @ »
Vs ZRRRVAVA >

u

Sl 2.31
@
. |
uq
o—— In
"0 ﬁ y y
e | © 1G>
us _ Vo
o—| In()
O
V3 — —‘4
SI. 2.32
o In()
us _ a
y = (u1 up u3)
o—|my |—» —[% Exp) |20
Uy
o——fmy ! . y=u/vzav>0

o— |
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2.7 Ekvivalencija i aproksimacija sustava

Definicija: Dva sustava su ekvivalentna ako su za sve moguce ulazne vrijednosti njihovi
ulazno-izlazni odnosi identi¢ni.

Pojam ekvivalencije je znaajan, jer je u analizi Cesto potrebno pojednostavniti strukturu
sustava bez promjene ulazno-izlaznih odnosa sustava.

Definicija: Dva sustava su aproksimativno ekvivalentna ako za sve moguce identi¢ne
ulaze imaju aproksimativno jednake izlaze. Ova definicija je nekompletna dok nije
specificiran nacin za ispitivanje da li su dva izlaza priblizno jednaka. Ima mnogo nacina za
definiciju aproksimativno jednakih signala, svaki od njih s prednostima i nedostatcima za
odredenu primjenu.

Na primjer: Dva izlaza y; 1 y» dva sustava mogu se smatrati priblizno jednakim ako je

najveci iznos apsolutnog iznosa odstupanja
gm:max|yl(x)—y2(x)|<gmd as<x<b,

manji od dozvoljenog &,.

Druga moguc¢nost karakterizacije efektivne greske je integral kvadrata odstupanja
b
2
Ey :I[yl(x)—yz(x)] dx<8e_/d a<x<bh, (2.24)

manji od dozvoljenog &u.
Manja odstupanja u okoliSu jedne tocke predstavljaju se polinomom n-tog stupnja
razvojem u Taylorov red.

Ax Ax)?
=[5, =00+ 8 T 70 k48 )

Ax n
(CIl +R, (2.25)
n!
Ax=x-Xx,.
Greska se procjenjuje s (n + 1) ¢lanom.
Navedeni nacini karakterizacije greske se upotrebljavaju u teoriji aproksimacije i mogu

se poopc¢iti za vektorske funkcije tj. za bezmemorijske sustave s vise ulaza i izlaza.
2.8 Linearnost sustava

Linearni sustav bez memorije je vrlo vazan podskup kontinuiranih sustava bez memorije
koji zadovoljava uvjet linearnosti.
Definicija: Sustav s jednim ulazom x i jednim izlazom y je linearan ako zadovoljava
uvjet
fa-x,+b-x,)=a- f(x)+b: f(x,), (2.26)
za sve realne vrijednosti a, b, x; 1 x2. Taj uvjet je dovoljan i nuzan. Drugim rije¢ima,

funkcijski blok vr$i linearnu operaciju bez memorije, ako je gornji uvjet zadovoljen. SloZeni
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sustav koji zadovoljava uvjet linearnosti ne mora nuzno biti sastavljen od elemenata ili

podsustava koji su linearni. Na primjer sustav

Y| Arsh() sh() |2

SL. 2.34

je linearan, ali budu¢i da njegovi elementi nisu, kaze se da nije strukturno linearan. Svaki
sustav koji je strukturno linearan (svi elementi linearni), linearan je i operacijski.

Sustav s dva ulaza x; 1 x; 1 izlazom f{x;,x;) je linearan ako je flax; + bxi,
axy) + bXQz) = aj(xn,le) + bf(xlz,X22) za sve realne Vrijednosti a, b, X115 X125 X21 1 X22. Lako se
vidi iz definicije da je linearan sustav s vise ulaza takoder linearan obzirom na svaki pojedini
ulaz kad su ostali ulazi jednaki nuli. Obratno, medutim ne vrijedi opCenito, jer moze postojati
linearan sustav za ulaz x; dok su ostali ulazi x;= 0, osim za i =, ali to ne mora biti za bilo
koji x;.

Linearni sustav f bez memorije s ulazima x; do x, i izlazom y moze uvijek biti
karakteriziran s ulazno-izlaznom relacijom

n xl
y=Y ax = [a, - a,] ]|, (2.27)
1

X

n

gdje su a; realne konstante. Izlaz linearnog sustava s n ulaza x; do x, jednak je sumi izlaza iz

n identi¢nih sustava od kojih £-ti ima ulaz x;, a sve ostale ulaze jednake nuli. Na primjer:
y=f(x,x,,x)=f(x,0,0)1(0,x,,0)+ £(0,0,x;).

Ako je sustav s n ulaza 1 m izlaza treba nam m# vrijednosti konstanti za karakterizaciju

takvog sustava.
M Ay Ay || 4
N : D], y=Ax.

yln anl '” anm xm
2.9 Aproksimacija nelinearnog sustava linearnim

U analizi sustava vrlo je vazan slucaj aproksimacije nelinearnog sustava linearnim.
Nelinearna funkcija bloka f(x) razvija se u Taylorov red u okolisu jedne toCke xo (radne

tocke) dok se greska moze ocijeniti drugom derivacijom kao $to je spomenuto prije.
S (xg+x)= f(xo) + ['(x)x +6(x),
y=f(xy+x)=f(x,))=ax+(x). (2.28)
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y
ax
0 X
Sl 2.35

Od reda se zadrzava samo linearni ¢lan f(xo)x =ax dok ostatak &x) predstavlja
odstupanje od linearnosti. Odstupanje se Cesto predstavlja graficki kao funkcija odstupanja
ulaza x ili odstupanja izlaza y.

5 A 5 A

% %

v
v

7 Z

Sl. 2.36

Iz dozvoljenog odstupanja ¢e se odrediti dozvoljeni prirast ulaza x; odnosno dozvoljeni
prirast izlaza y, pri kojem sustav moZemo smatrati linearnim. Te veli¢ine su redovito malene
prema protezanju odnosno zakrivljenosti karakteristike. Linearna analiza uz zadovoljene
gornje uvijete naziva se analizom za "mali signal". Analiza za "veliki signal", provodi se kad
procesi u sustavu iskoriStavaju veliki dio karakteristike nelinearnog bloka ili elementa. To je
nelinearna analiza.

Ostale karakterizacije odstupanja od linearnosti su relativna pogreska linearnosti

0 y—ax

5 =—= , (2.29)
ax ax
apsolutna diferencijalna pogreska linearnosti
dyj
E=|—|-a 2.30
(dx (2.30)
i relativna diferencijalna pogreska linearnosti
@ _
g =dx (2.31)
a

Kako se diferencijalna pogreska moze napisati u obliku
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Y iman),  yar
dx
Integracija po x odnosno y daje
X y
y—ax :ajerdg“: ajgr@
0 0 a
pa vrijedi veza izmedu pogreski
S(y) = [ &,dn.

0

(2.32)

(2.33)

(2.34)

Apsolutna greska se moze dobiti integracijom diferencijalne pogreske po izlazu ili

relativne diferencijalne pogreske po ulazu.

2.9.1 Utjecaj povratne veze na linearnost

Uzmimo kao primjer nelinearnog funkcijskog bloka koji ima inverziju i formirajmo

sustav s povratnom vezom s dodanim pojacalom, koje ¢e povecati pojacanje u petlji povratne

veze.

> th(x) |2

th(x)

y

=

SI. 2.37

x=u-y, y=th(kx), hkx=Arthy

u=x+y=y+%Arthy.

k>0,

(2.35)

Karakteristike sustava bez i s povratnom vezom prikazane su na Sl. 2.38.
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y A Uy A
y=th(u) u=Arth(y)
0 u 0 v
A A
u y y
LN
L (3') ‘
0 y 0 u
SI. 2.38

Vidi se da povratna veza popravlja linearnost unutar raspolozivih granica izlaza.
To se moze vidjeti 1 iz izraza u =y +;Arth vy . Za vece pojacanje u petlji £, doprinos
nelinearne komponente je manji, prema tome manje je i odstupanje od linearne funkcije

u=y.
Pozitivna povratna veza x = Arth y ¢e dati

uzx—yzéArth y—y.
Ovim se dobiva model takozvanog Schmidt-ovog bistabilnog sklopa u elektronici.
2.9.2 Linearizacija funkcijskog bloka s viSe ulaza i izlaza

Za nelinearni funkcijski blok moze se upotrijebiti Taylorov razvoj za sve izlaze kao

funkecije viSe varijabli

vi=fi(u,uy,...,u,), i=12,...,n. (2.36)
Razvoj daje
Vi :fi(ulo,uzo,...,umo)+%"1Au1 +%;Au2+...+%;Aum + ¢lanovi viseg reda.  (2.37)

Ovo se moze za sve izlaze napisati pomocu Jacobijeve matrice
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S
B

B
e
Q@

[ 2

g

(2.38)

3

2
I
|
21

1
@L@%...
[

e

au

m

Zanemarivanjem viSih ¢lanova sustav je u okolisu toc¢ke yy = f{ug) za mala odstupanja
linearan
Ay = AAX . (2.39)



3. MODELI MEMORIJSKIH SUSTAVA

3.1 Sustav u konacnom intervalu

Kauzalni sustav s beskonaénom memorijom je definiran s
y(O)=Fu_,,),
pri tom u. 4 ne ukljuCuje ftrivijalni slucaj da je wuw q=u(f). Sustav dakle nije
bezmemorijski.

Realne sustave pratimo ili promatramo redovito u konacnom intervalu kojeg ¢emo
zvatl interval promatranja od ty do z. On je ograni¢en s pocetnim trenutkom ty; 1 krajnjim
trenutkom ¢, koji moze biti promjenjiv kad zelimo opcenito odrediti ili predvidjeti vladanje
sustava u vremenu. Zanima nas dakle segment odziva y, ,; kao posljedica pobude ili
segmenta pobude

fot]*

Pobuda koja tece od —oo se moZe podijeliti na dva segmenta u_, ;1 u 4 (S1. 3.1).

y@)=Fu_,,, 0]’ u(to’,]), t>t,. (3.1)
A
u
u(—oo,to) t(): 0
\ N
i /\ >
-T t
SI. 3.1

Uzmimo kao jednostavan primjer, odziv vremenski stalnog linearnog sustava (
h(t,t) = h(t — 1) ). On je dan linearnim preslikavanjem pobude:

+00

¥ = [u@h(t-7)dr, 7.t e(w,0).

Vladanje takvog sustava u kona¢nom intervalu te(ty, ] se moze istraziti podjelom

vremena integracije (—oo,00) na tri intervala: (—oo, to], (to, £], (¢, ), koji se dodiruju.

t

y(0) = [u(@)h(t—7)dr + j u(t)h(t —7)dr + ju(r)h(t 7)dr .

Posljednji integral je nula ako pretpostavimo kauzalan sustav A(t— 7) =0 za >, dok
prvi integral predstavlja odziv sustava s pobudom prije to. U intervalu promatranja (to,7], taj
integral daje neku odzivnu funkciju g, koja je posljedica pobude do trenutka ty, ali nije

posljedica pobude iza ty. Znaci da trenutne vrijednosti g(f) za £>t, ne zavise od trenutnih
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vrijednosti pobude u(7) za sve 7>t, ve¢ samo od proslih vrijednosti pobude u(7) iz intervala
re(-o0, to]. Drugi integral daje odziv y koji je posljedica pobude iz intervala (to, 7].

Za g mozemo re¢i da predstavlja procese u sustavu koji su posljedica pohranjene
energije, materije ili informacije unutar sustava, pobudom do trenutka ty, pa se y(f) moze

napisati kao:

y(t)=g(t)+ ju(r)h(t —-r)dr, t>t,. (3.2)

)
Pri tom g, mada je prisutna za sve t>ty, nije posljedica pobude u iz intervala (to, ¢]. Budu¢i da
nas zanima segment odziva y,, ,, kao posljedica segmenta pobude u, ,, pogledajmo kako

uzeti u obzir funkciju g za £>t;. Diskutirajmo ilustrativan primjer.

R

n +

u C ==v
Uzmimo sustav kod kojeg je ulazno-izlazna relacija S1.3.2 obi¢na diferencijalna
jednadzba. MozZemo uzeti elektricki krug na Sl. 3.2 1 pratiti nabijanje

kondenzatora naponskim izvorom za RC = 1.
RC dv +v=u
dt

Funkcija / je tada dana s h(f) = e, za t>to, a odziv na pobudu u ¢e biti:

E ! to t
W0 = [u(e)e dr + [u(e)e Vdr=e” [u(e)edr+ [u(redr

—00 ty —o0 ty

Odredeni integral pobude iz (-, ty] daje neki broj C, pa slijedi

w(t)=Ce™ + j u(r)e " dr

to
Pretpostavimo da znamo vrijednost v(to):
v(t,)=Ce ™ +0= C=v(t,)e".

Uz poznati v(to), dobit ¢emo v(?) jednoznacno odreden pobudom u,

t
() =v(ty)e " + j u(r)e " dr, t>t, (3.3)

to
Vidimo da za £ty moZemo odrediti ili predvidjeti vladanje sustava prate¢i pobudu iz intervala
(to, ], dok proslu pobudu mozemo ignorirati ukoliko znamo stanje napona na kondenzatoru u
trenutku tyo. Ako je tomu tako onda je sasvim nevazno kakvom pobudom se stiglo do tog

pocetnog napona v(ty), bitan je samo njegov iznos za daljnje £>t, vladanje sustava. v(ty) je
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vrlo znacajna veli¢ina i veza izmedu v(¢) 1 pobude u promatranom intervalu nije jednoznacna,
dok nije poznata veli¢ina v(tp). Ona se naziva pocetno stanje ovog sustava.

Kod sustava opisanih obi¢nim diferencijalnim jednadzbama rezultat pobude iz intervala
(-0, ty] moze se uzeti u obzir jednim o ili viSe brojeva {o;}. Ti brojevi sadrzavaju
informaciju o proslosti sustava tako da za >t vrijedi

y(t) = F(u(fw,tn],u(tn,l]) = F(a, u(w]) (3.4)

To je svojstvo kauzalnih sustava sa zbijenim parametrima (diferencijalni sustavi). Izlaz
iz sustava u trenutku ¢ zavisi od pobude u intervalu (to, ¢] 1 stanja sustava u trenutku toy, koje
stanje je dano brojem x(t))eXcR. Stanje je dakle akumulirani efekt prosle pobude dan
brojem ili skupom brojeva.

Za kauzalne sustave opisane obi¢nim diferencijalnim jednadzbama ¢e biti moguce
osigurati jednoznaCnu vezu izmedu segmenta odziva y, , 1 segmenta pobude u, ,

uvodenjem jednog parametra xo, kojim se uzima u obzir prosla pobuda iz intervala (-oo, t¢].
Vi) = Fl‘XO’u(to,t]J (3.5

Kao $to slijedi iz predasnjeg razmatranja u op¢em slucaju svakom segmentu pobude
U, odgovara vise izlaznih segmenata y, , . Svaki pojedini segment pobude za y u skupu
¢ini ulazno-izlazni par, koji pripada S-u. Jedan nacin da se jedinstveni y pridruzi svakoj
pobudi u sastoji se u zadavanju svakom paru (u, y) jednog parametra x, takovog da je y
jednoznacno odreden s u 1 xo.

To ¢e biti moguce za sustave sa zbijenim parametrima kako smo pokazali u nasem
primjeru linearnog sustava (3.3), gdje se moze funkcija g odrediti poznavanjem broja v(to)
koji zovemo stanje sustava S, x(to) = v(to) u trenutku to. Stanje v(to) u (3.3) se pojavljuje kao
parametar.

Postupak parametrizacije mozemo ilustrirati na slijede¢i nacin. Pretpostavimo da je
sustav S predstavljen katalogom, gdje na svakoj stranici imamo pobudu i odgovaraju¢i odziv,
gdje par funkcija (u, y) ¢ini ulazno-izlazni par koji pripada S-u. Budu¢i da ima vise y za jedan
u, parametrizacija se moze shvatiti kao oznacavanje onih stranica kataloga u kojima imamo
istu pobudu u pa izlazi da je y jednozna¢no odreden pobudom i parametrom-brojkom stranice
u skupu stranica s istim u-om u katalogu.

Eksplicitan izraz za stanje sustava u bilo kojem trenutku # moze takoder biti jednoznacno
odreden pocetnim stanjem x(to) i pobudom u, ,,, $to u principu moze biti izvedeno iz relacije
ulaza, izlaza i stanja (3.5).

Ako bismo trajno pratili napon, odnosno stanje na kapacitetu u naSem primjeru (3.3),
mogli bismo u bilo kojem trenutku t;>t, zaboraviti procese u krugu za sve ¢<t;. Procese za
£>t; mozemo pratiti koriste¢i pobudu za £t 1 stanje u t;. Zato se Cesto u sustavu i prati stanje
x(?), pa tek iz njega 1 pobude odreduje izlaz iz sustava y(z).

Sustav je opisan opcenito s dvije funkcije ¢ 1 m.
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X(t) = plt, to, x(te e b >t (3.52)
YO =qlex@.u@) 1>t

Kod kauzalnog sustava postoji funkcija ¢ koja iz pocetnog trenutka ty i stanja x(to), te
odsjecka pobude u,, , 1 trenutka 7T, odreduje stanje sustava u trenutku 7 tj. x(¢). (Ovdje se
odsjecku u, ,, funkeije pridruzuje broj x(2).)

Postoji 1 funkcija 7, koja iz stanja x(f) i pobude u(¢) u trenutku teT, odreduje izlaz
sustava u trenutku e T. (Ovdje se brojevima u(t) i x(¢) pridruzuje broj y(¢).)

Ovako opisan sustav gdje dominantnu ulogu igra stanje sustava kao jedna ili skup
unutarnjih varijabli sustava zove se model s varijablama stanja ili model stanja.

Skup varijabli {x; |i= 1,2, ..., n} Cini stanje sustava, ako njihovo poznavanje za tye T, uz
poznavanje odsjeCka pobudeu, ,, osigurava jednoznacno odredivanje stanja x(7) i izlaza y(?)
za sve trenutke £>to.

Sustav moze imati viSe ulaznih {u.}, g=1, 2, ..., m 1 izlaznih {y,}, p=1, 2, ...,r
varijabli, §to uz viSe varijabli stanja definira vektorske prostore, pa se varijable mogu
predstaviti vektorima ulaza, stanja i izlaza: u(r)e R", x(f)e R", y(f)e R".

Sustav u kome nema akumuliranih efekata od prijasnjih pobuda opisan je samo s
funkcijom 7

Y0 =nlt,u(0)]
1 ¢ini klasu trenutnih, bezmemorijskih ili stati¢kih sustava.

Uzevsi u obzir domenu T i podrucje varijabli u, x, y sustava, U, X, Y, sustav se moze
okarakterizirati osmorkom

s={T.U,%, Y, % X, ¢, n},
gdje T, U, 7%, Y, 7%, X, su ranije dani skupovi, a ¢1 7 funkcije.

Zavisno od skupova i funkcija ¢ 1 7 u matematiCkom modelu, sustav se moze svrstati u
pojedine klase, koje su modeli odredenih realnih sustava. Teorija ne vrsi klasifikaciju sustava
po podruc¢jima primjene. Za vladanje sustava sasvim je irelevantno da li se radi o kemijskom,
bioloSkom, mehani¢kom sustavu, avionu, mnozenju bakterija, obradi signala govora ili
televizijske slike ili ekonomiji jedne zemlje. Bitna je matematicka forma modela sustava koji
se razmatra. Ona ¢e odrediti klasu sustava, a time i metode njegove analize i sinteze.

Ovdje smo Sute¢i pretpostavili da objekt ili sustav ne pokazuje slucajno vladanje
(stohasti¢ko), nego je ono potpuno odredeno (deterministicko).

Ako pogledamo osmorku, mozemo klasificirati sustav na slijedec¢i nacin

Vremenski kontinuiran sustav

Sustav spada u klasu sustava s kontinuiranim ili neprekinutim vremenom TcR, ako je
vremenska skala kontinuirana (neprebrojiv skup vremenskih trenutaka). Ako je funkcija ¢ pri
tom jo$ neprekinuta funkcija svojih argumenata, kazemo da je sustav gladak. Klasi¢ni

dinamicki sustavi, koji su poceli s Newtonovom mehanikom su ovog tipa i mogu se
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predstaviti diferencijalnim jednadZbama. Skupovi trenutnih vrijednosti su takoder
neprebrojivi.
Ako je ¢ neprekinuta funkcija, grani¢nim prijelazom ty—¢ moZze se pokazati da se takav

sustav moze opisati diferencijalnom jednadZzbom
x(t) = f(x(@u()0),  x(t,)=x,
y() = g(x()u(2), 1),

gdje su f'1 g obi¢ne funkcije. U tom slucaju kazemo da je objekt ili sustav diferencijalan i da

(3.5b)

mu je jednadzba stanja u diferencijalnom obliku. Sustavi sa zbijenim parametrima opisani
obi¢nim diferencijalnim jednadzbama su dominantni dio danasnje teorije sustava. Nazivaju se
diferencijalnim sustavima.

Opcenit oblik jednadzbe stanja je dan u (3.5a). Za takav oblik se kaze da je u
eksplicitnom obliku. Eksplicitni oblik se moze dobiti iz (3.5b) diferencijalnog oblika,
rjeSenjem diferencijalne jednadzbe za x. Medutim, oblik (3.5a) nece uvijek biti moguce
staviti u diferencijalni.

Model diferencijalnog sustava se moze predstaviti blokovskim dijagramom s dva
funkecijska bloka:

v(t) = fx(0), u(®) i y(0) = g(x(@), u(®)),
ali jo§ nam treba blok koji povezuje x 1 x. To moze biti diferencijator ili integrator, tj.
element koji obavlja operaciju diferenciranja, odnosno integriranja. Kako se u postupcima
realizacije ovih operacija 1 opcenito sustava integrator pokazao pogodnijim, u blokovskim

dijagramima diferencijskih sustava redovito nalazimo integratore. Blok integratora prikazan
jenaSl. 3.3.

j Y 0=y + Juv)ds
‘o (3.6)

SL. 3.3

Izlaz iz integratora u trenutku # je odreden integralom pobude u intervalu (to, ] 1 veliCine
¥(to), koju je imao izlaz u trenutku to. Dakle, za odredivanje y(¢) potrebno je poznavanje izlaza
u nekom pocetnom trenutku ty i poznavanje funkcije pobude u ,, u intervalu (to, 7].
Cinjenica da izlaz integratora y(¢) u trenutku ¢ zavisi od funkcije pobude u intervalu svrstava
integrator u memorijske elemente. Integracija je operacija koja funkciji pobude pridruzuje
broj. y(¢) je dakle funkcional odu, ,. Trenutak ty moze imati iznos to=—oo. Ako nema
pobude u ,, =0 neki izlaz y(to) ostaje na integratoru i kad 7—oo, odakle slijedi da je
integrator element s beskonacno dugom memorijom.

Budu¢i da redovito poznajemo signale pobude od nekog trenutka to, mi ne znamo kakva
je pobuda djelovala prije ty 1 Sto je izazvalo izlaz y(ty). Medutim, ako znamo y(ty), poznavanje

pobude prije ty nije potrebno, jer je y(f) jednoznacno odreden s y(to) 1 u, ;- Sva proslost
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integratora sadrzana je u podatku y(tp) i taj podatak je dovoljan da se prati njegova daljnja
sudbina. Takav podatak se naziva stanje integratora.

Stanje nekog memorijskog elementa je podatak koji je potreban da se odredi njegov izlaz
u nekom trenutku t;, uz djelovanje poznate pobude pocevsi od ty do t;. U apstraktnom modelu
je to vrijednost neke varijable x(t9) u trenutku ty 1 naziva se pocetno stanje. Kako je, medutim,
izbor pocetnog trenutka proizvoljan, mi mozemo u bilo kojem trenutku t; zaboraviti procese u
elementu za /<t; i pobudu za ¢<t;, ustanoviti stanje elementa x(t;) i uz poznatu u, ,, odrediti
izlaz y(f). Prema tome vrijednost varijable x(¢) u bilo kojem trenutku ¢, je stanje elementa.
Kako je kod integratora njegov izlaz y(tp) stanje ujedno i varijabla, ¢ije je poznavanje u
trenutku ty dovoljno da se odredi izlaz y(¢) u trenutku #, njegov izlaz y(¢) je njegovo stanje
x(2) = y(0).

Uz uvedeni element integrator moZemo nacrtati blok dijagram sustava. Zbog opc¢enitosti
¢emo pretpostaviti da sustav ima viSe varijabli ulaza, stanja i izlaza Sto oznaCavamo

vektorima u, x 1 y. Uvest ¢emo takoder varijablu za pripremu stanja v(¢) = x ().

3.2 Modeli vremenski kontinuiranih sustava

3.2.1 Model s varijablama stanja

U nekom sustavu mozemo ustanoviti da je potrebno najmanje n-varijabli stanja da u
potpunosti opiSemo njegovo vladanje. Za takav sustav kazemo da je n-tog reda. Nadalje,
sustav moze biti pobuden s vremenski promjenljivim veli¢inama, koje u modelu predstavlja

m varijabli uy, u, ,..., up. Smatrat ¢emo da su one komponente ulaznog vektora
t
u=[u,u,,..,u,]
Isto tako r izlaznih varijabli y; ,..., y, formiraju izlazni vektor

Y=y 21
Ulazni i izlazni vektor u iy su funkcije vremena. Trenutne vrijednosti oznacavaju se s
u(t) 1 y(t), $to znaci vrijednost funkcije u, odnosno y u trenutku ¢. Ulazni i izlazni vektori
nalaze se u visedimenzionalnom vektorskom prostoru. Skup svih mogucih vrijednosti koje
vektor u moze imati u trenutku ¢ zove se ulazni prostor, dok je izlazni prostor skup svih
mogucéih vrijednosti koje moze imati vektor y u trenutku 7. (u(n)e R™ , y(H)e R")
Oznac¢imo skup varijabli stanja s xy, x, ,..., x, kao vektor stanja x
X =[x, x, ..., x, ]
Prostor stanja tada definiramo kao skup svih mogucih vrijednosti koje vektor x moze imati u
trenutku . (x(t)e R")
Stanje sustava je po definiciji najmanji skup brojeva (varijabli stanja), koji predstavljaju
dovoljnu informaciju o proslosti sustava da bi se odredilo buduc¢e vladanje sustava. Stanje u

Casu ¢ je odredeno s
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X(t) = ¢(tat09x(t0)au(t0:t)) (37)
gdje je ¢ jednoznacna vektorska funkcija svojih argumenata.

Izlazni vektor y zavisi od stanja x(7) 1 ulaza u(?)

y(1) = g(x(1), u(1),1) (3.8)
odnosno od pocetnog stanja x(ty) i odsjecCka pobude u(to,?] iz intervala (to,]
y(0) = g6, to, X(t ), u(ty,1]) (3.9)

Unutarnja struktura modela vremenski kontinuiranog sustava s varijablama stanja sastoji

se od dva podsustava: bezmemorijskog i memorijskog.

X A\

F

u i f
Y
g [—°

SI. 3.4

Bezmemorijski sustav ima dva skupa ulaza: ulazni vektor u(z) i vektor stanja x(7), i dva
skupa izlaza: izlazni vektor y(¢) i vektor v(f) koji priprema stanje. Za bezmemorijski
podsustav vrijedi da za bilo koji # mozemo iz trenutnih vrijednosti u(#) 1 x(¢) izraCunati
trenutne vrijednosti v(¢) 1 y(¢) $to je izreCeno izrazima

V(D) =£(x(),u(),1),
¥(0) = g(x(0),u(0).1).

Memorijski podsustav F' vezuje dva skupa varijabli: vektor stanja x(¢) s vektorom za
pripremu stanja v(¢). Pri tom v(?) je ulaz, a x(¢) izlaz ovog podsustava. Vektor stanja kao izlaz
ovog memorijskog podsustava zavisi od proslih vrijednosti njegovog ulaza, tj. vrijednosti
v(71), gdje to<t<t. Ima viSe operacija, koje mogu definirati memorijski podsustav. Ovdje ¢e se

uzeti integracija koja vodi na opis sustava skupom obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, dakle:
X(6) = x(t,) + [ v(z)d7 (3.10)
to

Sustavi opisani diferencijalnim jednadzbama nazivaju se diferencijalnim sustavima.
Alternativni oblik, dobije se deriviranjem stanja:
dx

SV ()=, (3.11)
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Stanje x(tp) je pocetno stanje sustava. Vektor pripreme stanja je ovdje brzina promjene stanja.

Jednadzbe stanja dinamickog sustava sa zbijenim parametrima su:
X(2) = f(x(2),u(2),) X(t)) =X, (3.12)
y(7) = g(x(2),u(?),1) (3.13)

Sustav opisan diferencijalnim jednadzbama naziva se kontinuiranim. Iz gornjih jednadzbi
proizlazi da za dano pocetno stanje X, i pobudu u(t) preko intervala ty < 7< ¢ mozemo:
1. odrediti stanje x(#) sustava rjeSenjem vektorske diferencijalne jednadzbe stanja

2. odrediti izlaz y(#) supstitucijom stanja x(¢) i pobude u(?) u algebarsku jednadzbu
y(1) = g(x(0),u(1),1)

Da bi se dobila funkcija ¢ potrebno je rijesSiti vektorsku diferencijalnu jednadzbu.
RjeSenje opce diferencijalne jednadzbe uz pocetni uvjet x(tp) = Xo, poznatu u za sve ¢ iz
intervala [t;,tz] 1 ty 1z istog intervala [t;,t;] je realna vektorska funkcija ¢ ako zadovoljava
o(to) = Xo, za svaki ¢ 1z [t;,t2].

Rjesenje je funkcija poCetnog trenutka ty, poCetnog stanja X, 1 pobude iz intervala (to,f].

0 =olt,ty, x,u(ty.1]) (3.14)

Pri trazenju rjeSenja analiticki ili kontinuiranom ili diskretnom simulacijom moraju se
istraziti dva bitna svojstva, rjeSenja:

1. Koji uvjeti osiguravaju egzistenciju, odnosno postojanje rjeSenja. (Da li na primjer

¢(?) ide u beskonacnost u kona¢nom vremenu).

2. Ako rjesSenje postoji, da li je jedinstveno, tj. da li za dane pocCetne uvjete postoji vise

rjeSenja ili samo jedno.

Oba pitanja su vazna s matematickog i1 inZenjerskog stanoviSta. U nekom realnom
sustavu ne oCekujemo nejedinstveno rjeSenje ili slucaj kad nema rjeSenja. MozZe se medutim
dogoditi da jednadzbe sustava ne pokazuju egzistenciju i jedinstvenost rjeSenja. Razlog tome
moze biti €injenica da je upotrijebljeni matematicki model aproksimativan i da zanemaruje
neki dio procesa. Nuzan uvjet dobrog modeliranja sustava je da jednadZbe imaju jedinstveno
rjeSenje ako ga realni sustav ima.

Uvjeti egzistencije 1 jedinstvenosti rjeSenja diferencijalnih jednadzbi mogu se naci u literaturi

[3].
3.2.2 Geometrijska interpretacija rjeSenja

RjeSenje vektora x(f) u biti odreduje koordinate x;, x»,....xn kao funkcije vremena
x1(t) = @1(2), x2(t) = @a(1),....xn(?) = @u(t). Za sustav prvog reda rjeSenje se moZze predstaviti

krivuljom u x,z ravnini, kao $to pokazuje SI. 3.5.
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x1(?) *

/\/\

v

SL 3.5

Za sustav drugog reda trebat ¢e trodimenzionalni prostor (x;,x»,f), SL. 3.6.

X2
0 t
X1
SI. 3.6
A

X2

a >
&y i
SI. 3.7

Ako interpretiramo funkcije x; = ¢(f) 1 x, = ¢(t) kao parametarske jednadzbe jedne
krivulje u ravnini x;, x;, kazemo da je ta krivulja trajektorija u ravnini stanja, Sl. 3.7.
Parametar je vrijeme. Vremenski trenuci predstavljaju tocke na trajektoriji, koju opisuje vrh
vektora stanja.

Sustav tre¢eg reda imat ¢e trajektoriju u trodimenzionalnom prostoru, Sl. 3.8.
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0 X2

SIL 3.8

Ovu geometrijsku interpretaciju moZemo protegnuti i na viSedimenzionalni prostor, iako

ga je nemoguce predstaviti.
3.2.3 Klasifikacija sustava

Prvi nacin koji se namece za klasifikaciju sustava je funkcija v = f(x,u,z). Dakle, na koji
nacin se odreduje v, odnosno brzinu promjene stanja X = v . Prisutnost varijable ¢ ukazuje da
je v eksplicitna funkcija vremena, a ne samo posredno preko x(7) 1 u(z), pa tako oznacavamo
sustav koji je vremenski promjenjiv. Vremenski promjenjivi sustav dan je s

x =f(x,u) (3.15)
Nadalje, ako sustav nije pobuden u(#) = 0 za sve ¢, jednadzba je dana s
x =f(x,u) ili x =f(x)

3.2.4 Otvoreni ili eksplicitni sustav

U jednadzbi stanja x = f(x,u) zavisnost brzine rastenja stanja X od varijabli stanja
moze imati oblik koji se dade sortirati:
X, = fi(uuy,u,)
Xy = o (X u,u,,0 0 u,)
Xy = f3(x0, 20,0 ,uy,000,u,,) (3.16)

X, = f, (XX e ees X, Uy Uy ey l,)

Tada sustav moZemo zvati otvorenim, eksplicitnim, odnosno sustavom bez povratnih veza.
Rjesenje skupa jednadzbi moze se dobiti sukcesivnom integracijom jednadzbe iza jednadzbe
pocevsi od one samo s pobudnim signalom, pa one u kojoj je samo jedna varijabla stanja
(dobivena prethodnom integracijom), itd. te kona¢no do¢i do x,(t).

Po obliku funkcije f(x,u,f) mozemo sustav klasificirati na linearni i nelinearni sustav.

Ako je funkcija v=f (x,u,t) linearna, tj. ako se moZe napisati kao linearna kombinacija
varijabli stanja i varijabli pobude, tada je sustav linearan (u protivnom je nelinearan).

X(1) = A()x(t) + B(H)u(z) (3.17)
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Zavisnost A(f) 1 B(f) od vremena pokazuje da je ovaj linearni sustav vremenski
promjenjiv. Vremenski nepromjenjiv linearan sustav je onaj kod kojeg su matrice A i B
konstantne, tj.

X = Ax(?) + Bu(?) (3.18)
Elementi {a;} 1 {b;;} matrica A 1 B su konstante.
Poseban slucaj je:
x(¢) = Ax(?) +B(?)u(?) = Ax(¢) + z(¢) (3.19)
gdje je samo matrica B vremenski promjenljiva, pa se takav sustav moze smatrati vremenski
stalnim, sa nekom slozenijom pobudom z(?).
Takoder, sustav ¢ija je jednadzba oblika
X(2) = Ax(?) + f(u(?)) = Ax(¢) + z(¢) (3.20)
moze se smatrati linearnim 1 vremenski stalnim (A = konst.) ili promjenjivim (A = A(?))
sustavom s nekom sloZenijom pobudom z(¢), jer je tada skup jednadzbi stanja linearan.
Razumljivo da je relacija izmedu pobude u(?) 1 izlaza y(¢) nelinearna. Veliko je, medutim,
pojednostavljenje Sto su jednadzbe stanja linearne pa se memorijski dio sustava moze rijesiti
analiticki.

Ako se medutim upotrijebi povratna veza, gdje u(¢) postaje neka funkcija varijabli stanja,
prvi sustav ¢e postati vremenski promjenljiv, a drugi nelinearan.

Nepobuden linearni sustav u(¢) = 0 za sve ¢, ima homogenu diferencijalnu jednadzbu

x(t) = A(t)x(1), (3.21)
ako je vremenski promjenjiv, odnosno
x(t) = Ax(1), (3.22)

ako je vremenski stalan.
3.2.5 Op¢i model sustava s ulazno izlaznim varijablama

Vidjeli smo da model s varijablama stanja kod kontinuiranog sustava vodi na skup
simultanih diferencijalnih jednadzbi prvoga reda unutarnjih varijabli stanja koje samo
indirektno (preko g(x,u)) utje¢u na izlazne varijable.

U teoriji sustava susrece se jo$ jedan model nazvan model s ulazno izlaznim varijablama,
koji se upotrebljava u analizi i sintezi sustava. Taj model je skup diferencijalnih jednadzbi
viSeg reda u kojima postoje samo ulazne u; 1 izlazne varijable y; te njihove derivacije. Sustav s
jednim ulazom i jednim izlazom dade se opisati s jednom diferencijalnom jednadzbom viseg
reda. Budu¢i da je taj model vazan, ovdje ¢emo ga izvesti iz modela s varijablama stanja.

Uzmimo kao primjer sustav s jednim ulazom i jednim izlazom koji je opisan s dvije

simultane diferencijalne jednadzbe prvog reda i izlaznom jednadzbom
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X = fi(x,x,,u) x (ty) =x,,
x, = f,(x,,x,,u) x,(t,) =X, (3.23)
y=g(x,x,,u)

Kako model s ulazno izlaznim varijablama ne sadrzi unutarnje varijable, tj. varijable
stanja, nego samo u i y 1 eventualno njihove derivacije, prijelaz iz gornjeg modela na takav,
pretpostavlja eliminaciju varijabli stanja x; 1 x».

To je moguce postiéi deriviranjem izlazne jednadzbe gdje ¢e derivacija biti

y=h(x,,%X,,x,,X%,,u,u).
UvrStenjem jednadzbi za X, , X, 1 # mozemo dobiti
y="n"(x,x,,u,u).
Jos jedno deriviranje ¢e dati
V=k(X,,X,5,X,,X, ,u,1,ii) .
Ponovnom eliminacijom x, ix, s jednadzbama stanja dobivamo
V=k"(x,,x,,u,u,ii) .

Iz izlazne jednadzbe za y i1 dobivenih njenih derivacija j i y, gdje su angaZzirane
jednadzbe stanja, mozemo sada potpuno eliminirati varijable stanja x; 1 x;.

U opéem slucaju nelinearnog sustava mozemo napisati implicitnu diferencijalnu
jednadzbu

(3,9, y,it,u) =0

koja sadrzava samo varijable izlaza i njene derivacije, te varijable ulaza i njene derivacije. U
pokazanom sustavu drugog reda dobivamo diferencijalnu jednadzbu kojoj je najvisa
derivacija drugog reda. U opcem slucaju sustava n-tog reda, implicitni oblik diferencijalne
jednadzbe Ce biti

(p(y(”) DUy ™ Y ..,L't,u) =0. (3.24)
Za sustav opisan ovom jednadzbom, kaze se da je to opci diferencijalni sustav s jednim
ulazom i jednim izlazom. Moze biti vremenski stalan ili promjenjiv, nelinearan ili linearan.

Model linearnog sustava s ulazno izlaznim varijablama imamo ako je funkcija ¢
linearna, tj. ako se prethodna jednadzba moZze napisati u obliku linearne kombinacije izlaznog
i ulaznog signala i njihovih derivacija

ay" +a, y" "+ . +y=bu"™ +b, u""+.. +u. (3.25)

Bit ¢e to vremenski promjenjiv sustav u slucaju da su koeficijenti {a;} funkcije vremena, a
stalan ako su konstante.

Pretvorba modela s jednim izlazom i ulazom u model s varijablama stanja namece
pitanje koje veliine treba izabrati kao varijable stanja. Opcenito govore¢i mogli bi izabrati

viSe skupova varijabli, medutim ako nemamo uvid u strukturu sustava i njegove elemente
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nego samo njegovu diferencijalnu jednadzbu viseg reda, namece se moguénost da izlaz i

njegove derivacije uzmemo kao varijable stanja.

y=x

y=1x,
(1) _

y - xn

Budu¢i da veli¢ine y(0),7(0),...,»" " (0) predstavljaju pocetne uvjete u diferencijalnoj
jednadzbi njihovo poznavanje uz poznavanje u(f) za £>0 dovoljno je da se odredi y(¢) za 0.
Prema tome, taj skup varijabli je, sigurno, stanje sustava u trenutku #=0. Kako taj skup
varijabli ( Vs Vserns y(”‘”) moze biti podetno stanje sustava i u bilo koji ¢as ¢, opravdano ga je
smatrati stanjem sustava.

(n=1)

Sam izbor varijjabli y=x,,y=x,,...,»""’ =x, daje n—1 jednadzbu dok polazna

jednadzba napisana u obliku

yO = O YLy ™ Y i) (3.26)
daje n-tu jednadzbu

y=x y=x, X =X,
y=x, y=x, X, =X,
: : : (3.27)
y"? = X y" = X X, =X,
X, :f(xn,xnfl,...,xl,u(m),u(m'l),...,u)

Ovaj skup diferencijalnih jednadzbi prvog reda je model s varijablama stanja.

Za sustav s jednim ulazom i jednim izlazom najlakSe se dobije model s ulazno izlaznim
varijablama. Cesto i postupci mjerenja daju parametre tog modela. U analizi sustava s tim
modelom je tezi tretman pocetnih uvjeta, jer iz pocetnog stanja na elementima, treba odrediti
1(0), 1(0),...,y" ™ (0). Sto vide kad se rjeSenje prikaze uz pomo¢ tih veli¢ina ili polaznih
pocetnih uvjeta (npr. pocetnih struja i napona u elektri¢koj mrezi) rjeSenje nije pregledno jer
se dobiju slozeni izrazi za koeficijente ispred eksponencijala.

Kod modela s varijablama stanja u rjeSenju stoje pocetna stanja pa je rad s pocetnim
uvjetima jednostavan. Za sustave s viSestrukim ulazom i izlazom se mogu jednostavno i
sistemati¢no formulirati s varijablama stanja. Ovaj model pokazuje prednost kod vremenski
promjenljivih 1 nelinearnih sustava pogotovo kad trebaju biti programirani za analizu ili
simulaciju na ra¢unalima. Zbog toga je vazno prelaziti iz jednog modela u drugi. To je vazno
za uvid u strukturu sustava pa ¢emo razlaganje na jednostavnije sustave povezati s modelom s
varijablama stanja.

Razlaganje se temelji na ekvivalenciji diferencijalnih jednadzbi koje Cesto mozemo
prepoznati. Tu nam mogu pomoc¢i osnovne operacije i transformacije blok dijagrama.

Jednadzbe linearnih sustava se koriStenjem Laplace-ove transformacije mogu napisati kao
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algebarske, pa se razlaganja i transformacije sustava mogu provesti na temelju algebarskih

jednakosti ili ekvivalencija.
3.3 Modeli vremenski diskretnih sustava

Sustav spada u klasu sustava s diskretnim vremenom ako je skup TcR prebrojiv.
Signali u, x, y su funkcije niza trenutaka i takoder su nizovi brojeva. Npr. pobudni niz moze

biti dan kao funkcija indeksa, odnosno koraka
u= {(k,u(k))| k eZ} ili krace {u(k)}, ke Z .

Pri tom U=Y =X = IR, daje klasu sustava koja vodi na jednadzbe diferencija. Njihova
svojstva su veoma sli¢na svojstvima vremenski kontinuiranih sustava, pa se u novije vrijeme
studiraju zajedno. Jednadzba diferencija se moze dobiti ako se stanje sustava u koraku & + 1

izrazi pomocu stanja u koraku k&
x(k+1) = f(x(k),u(k),k)
y(k) = g(x(k),u(k), k).

Ova klasa sustava proizlazi iz diferencijalnih jednadZzbi kad se one rjeSavaju numericki, a
pojavljuje se u tehni¢kim sustavima uvijek kad je dio sustava digitalno racunalo. Za prikaz
sustava blokovskim dijagramom trebat ¢e nam element koji obavlja jedini¢no ka$njenje, t;.
operaciju TTx(k + 1)] = x(k).

Element za kaSnjenje

Promotrimo za pocetak element za kaSnjenje u kontinuiranom vremenu. Prostiranje
signala kroz neki medij kona¢énom brzinom (zvuk, EM val) uvjetuje vremenski pomak
izmedu signala na razli¢itim toCkama prostora. Redovito ¢e osim pomaka postojati slabljenje
1 deformacija valnog oblika, no mi mozemo uzeti da signal putuje kroz nedisperzivan medij i
medij koji ne oslabljuje signal, pa da se valni oblik ne mijenja ve¢ samo vremenski kasni za
neko vrijeme 7 prema signalu na ulazu.

Razmotrimo operaciju kasnjenja u kontinuiranom vremenu.
y=T(u)

v—p T | YO =u(t - ) (3.28)

SIL. 3.9

Operacija T vremenskog kasnjenja je sigurno operacija s pamcenjem, jer izlaz y(f) u
trenutku ¢ iz elementa za kaSnjenje je jednak vrijednosti signala koja je bila na ulazu u
trenutku ¢ — 7.

Prema tome, element za kaSnjenje zapamtio je vrijednost signala u ¢ — 7 kroz vrijeme 71
dao ga na izlazu u trenutku ¢. Za takav element kazemo da ima konacnu memoriju trajanja z.
Promotrimo vladanje takvog elementa. Ako pocevsi od jednog trenutka ty mi Zzelimo pratiti
ulaz u(to,f] 1 izlaz y(to,¢] za £>tp, mi moramo znati osim u(to,#] 1 dio pobude u(ty — 7, to] dakle i

proslost pobude u trajanju 7, tj. vrijednosti koje se nalaze na elementu za kasnjenje u trenutku
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to. Zamislimo naponski signal koji putuje po elektrickom vodu konaéne duzine. U trenutku to
trenutne vrijednosti signala u iz intervala (to-7, to) nalaze prostorno rasporedene duz voda.
Pocevsi od trenutka ty na izlazu iz elementa za kasnjenje prvo ¢e se pojaviti vrijednosti u(to-t)
pa zatim ostale, dok nakon vremena 7 ne dode nama poznata vrijednost pobude u(ty). Ako
znamo samo vrijednosti pobude od trenutka tp, mi moramo znati i "stanje voda" da bismo
mogli odrediti izlaz y pocevsi od trenutka ty na dalje. To "stanje voda" medutim nije jedan
podatak, kao kod integratora, nego jedna funkcija (raspodjele napona na vodu), dakle
beskonac¢no mnogo podataka.

Ima medutim slucajeva kad "stanje voda" mozZemo prikazati samo jednim podatkom.
Pretpostavimo da se valni oblik sastoji iz sekcija trajanja kraceg od 1 ponavljanja 7, = 7,
tako da imamo samo jednu sekciju na elementu (vodu). Ako se sekcija moZe opisati samo
jednim parametrom, npr. amplitudom, mi mozemo odrediti amplitude sekcija na izlazu
pocevsi od trenutka ty pomocu jednog podatka tj. amplitude sekcije koja je u elementu (na
vodu) u trenutku to. To je slucaj kod vremenski diskretnih sustava. Element za kasnjenje

pomice ulaznu sekvencu za jedan korak.

| y=E"u,ili {p(k)} =E" {u(k)}
u E k) =u(k—1) k>0

Sl. 3.10

Ako je poznat ulazni niz u intervalu [0, k], treba poznavati y(0) da bi se dobio izlaz u
intervalu [0, k), tj.
y©0) , k=0

y(k):{u(k—l) k>0

U primjenama susre¢emo sustave koji su u jednom dijelu vremenski kontinuirani, a u
drugom diskretni. Obi¢no se nazivaju hibridnim i analiziraju se kao vremenski diskretni
sustavi.

Daljnju vrlo vaznu klasu diskretnih sustava ¢ine sustavi s prebrojivim skupovima U, X 1
Y, ¢ije vrijednosti su indeksirane cijelim brojevima ili ti skupovi mogu biti skupovi cijelih
brojeva U =X =Y = Z .Takvi sustavi se nazivaju automatima. Dani su modelima sustava s
varijablama stanja, gdje su funkcije ¢ 1 7 1li f1 g dane tablicama. Njihova svojstva nece biti

studirana u okviru ovoga predmeta.
3.4 Simulacija sustava

Istrazivanja svojstava jednog realnog sustava mogu se provesti analiticki, studiranjem
apstraktnog sustava koji je odgovaraju¢i matematicki model tog realnog sustava i time
koristiti kroz stolje¢a razvijeni matematicki aparat. Istinitost svojstava realnog sustava
temeljenih na analizi apstraktnog sustava, zavisi od valjanosti pretpostavki pri odredivanju

njegovog matematickog modela (algebarskih relacija ili diferencijalnih jednadzbi). Kada
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model nije odgovarajuci nece ni analiza dati istinit odgovor. Ako ne postoji mogucénost da se
odredi odgovaraju¢i matematicki model, nec¢e se mo¢i iskoristiti analiticke moguénosti teorije
sustava. Spomenuta nemogucnost odredivanja modela u nekim disciplinama ogranicuje
primjenu inace multidisciplinarne teorije sustava. Analiticki 1 numericki postupci
predstavljaju brz i efikasan put da se odrede svojstva sustava i predvidi njegovo vladanje
kada je moguce odrediti model sustava.

To nije medutim jedini put za studiranje sustava. Razliiti realni sustavi mogu se
predstaviti istim apstraktnim sustavom npr. jedan mehanicki sustav i jedan elektri¢ki sustav
mogu imati isti model.

S druge strane jedan apstraktni sustav se moze interpretirati kao model jednog
elektrickog sustava ili jednog mehanickog sustava. Pretpostavimo da jedan apstraktni sustav
interpretiramo kao elektricku mrezu. Varijable u apstraktnom sustavu ¢e se interpretirati kao
naponi ¢vorova i struje grana jedne mreze. Cijeli sustav ¢e se predstaviti kao elektricka mreza
s elementima induktivitetom, kapacitetom i otporima. Za takvu mrezu kazemo da je to jedna
interpretacija razmatranog apstraktnog sustava. Ako bi napravili elektricku mrezu od svitaka
i kondenzatora, takva realna mreza se zove jedna realizacija apstraktnog sustava. Cesto
matematicka forma sugerira jednu realizaciju sustava pa se takva forma, i odgovaraju¢i blok
dijagram nazivaju realizacijom.

Za realnu elektricku mrezu i realni mehanicki sustav koji su interpretacija istog
apstraktnog sustava, kaze se da su medusobno analogni. Mreza je analogna mehanickom
sustavu 1 obratno. Kod nje ¢e se naponi 1 struje u granama vladati jednako kao pomaci,
brzine, akceleracije masa u mehanickom sustavu. Zbog toga studiranje, mjerenje ili
podesavanje realnog mehanickog sustava moze se uspjesno provesti na analognoj elektrickoj
mrezi. Cesto je to jednostavnije, jeftinije i brze provesti nego na samom mehani¢kom
sustavu. Tada se mreza naziva analognim modelom mehanickog sustava. Analogni modeli se
Cesto grade kad su istrazivanja na originalnom sustavu skupa, opasna po zivot ili neizvediva
iz bilo kojih razloga.

Tocno ili priblizno ponavljanje procesa u sustavu na analognom modelu naziva se
simulacijom ili simuliranjem.

Odredivanje 1 realizacija modela odgovarajueg realnom sustavu naziva se
modeliranjem.

Razvoj elektronickih sustava donio je vrlo prakticna analogna racunala i digitalna
racunala koja omogucuju realizaciju veoma sloZenih apstraktnih sustava i time omogucuju
odredivanje 1 simuliranje procesa u razli¢itim sustavima.
polaze¢i od njegovog apstraktnog modela ili simuliranjem na fizikalnom modelu odnosno

simuliranjem na analognom ili digitalnom racunalu, koji su takoder realni sustavi.
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U svim postupcima bitnu ulogu ima odredivanje apstraktnog sustava kao matematickog
modela realnog sustava. To odredivanje se provodi u osnovi na dva nacina: dedukcijom ili
indukcijom.

Dedukcijom se odreduje model polaze¢i od poznatih prirodnih zakona (Newton,
Maxwell, Kirchoff i dr.), i dolazi do jednadzbi, koje karakteriziraju partikularni sustav
jednoznacno.

Indukcijom se odreduje model polaze¢i od mjerenja ulaznih i izlaznih veli¢ina pa se
zakljucuje kakve relacije vrijede izmedu izlaznih i ulaznih varijabli. Ovaj postupak zavisno
od toCnosti mjerenja, i zanemarivanja izvjesnih svojstava sustava, moze dati razliCiti
matematicke modele. Zbog uStede u mjerenju i vece tocnosti modela nastoji se Sto vise

aspekata sustava obuhvatiti dedukcijom.



4. SUSTAVI PRVOG REDA

4.1 Blok dijagram

Razmatrat ¢emo klasu apstraktnih sustava predstavljenih blokovima gdje je skupu
elemenata funkcijskih blokova dodan i jedan integrator. Nabrojena pravila za spajanje
elemenata su ista kao kod funkcijskih blokova, dakle vrijede i za integratore. Uzet ¢e se da
integrator ima jedan ulaz i jedan izlaz. Mozemo, dakle, formirati klasu sustava prvog reda,
¢iji su elementi jedan integrator i jedan ili vise funkcijskih blokova. Takav sustav mora imati
najmanje jedan izlaz, a moze imati jedan ili viSe ulaza. Sustav bez ulaza naziva se
autonomnim. U njemu mogu takoder te¢i procesi kao posljedica onoga §to je pohranjeno u
memorijskom elementu. Ima veliki broj nacina kako jedan integrator i nekoliko funkcijskih
blokova mogu biti spojeni u okviru pravila P, tako da se dobije sustav prvog reda. Takvi
sustavi medutim mogu biti klasificirani u dvije kategorije, zavisno od toga da li se integrator
nalazi ili ne nalazi u petlji povratne veze. Uzmimo primjer kad integrator nije u petlji (SL
4.1).

I S

Sl 4.1

Obzirom da je v(f) =fu(t)), a y()= J.v(r)dr+ y(t,) sustav se moZe analizirati
jednostavno postupkom integracije poznate furtkcije v(7) = f(u(z)). Izlaz je eksplicitno izraZzen

s poznatim ulaznim signalom
t
(@) = [ f@)dr+y(t,) (4.1)
to

pa se sustav naziva eksplicitni.

Drugu kategoriju imamo kad je integrator u petlji povratne veze.

- f,) = o
i |

Sl 4.2

Odrediti y(¢) nije sada tako jednostavno jer je v(¢) = f{u(?), y(?)).
¥ = [ flue), y@)dr+ p(t,). (4.2)

Da bi se nasla vrijednost izlaza u trenutku #, y(¢) na lijevoj strani jednadzbe, mora se

znati cijelu funkciju y u intervalu (to, 7), jer treba izvrSiti integraciju na desnoj strani
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jednadzbe. Signal y sadrzan je u jednadzbi implicitno pa se ovakav sustav naziva implicitnim.
Ovaj oblik jednadZzbe mozZe se rijesiti iterativnim numeri¢kim postupkom.

Sustav moze medutim biti opisan i jednadzbom
dy
=W, (0), (43)

uz pocetno stanje y(to) = yo koja proizlazi iz prethodne diferenciranjem integrala po gornjoj
granici. Jednadzba izrazava jednakost signala za svaki ¢ s lijeva i s desna spoja izmedu bloka f
1 integratora, tj. izrazava brzinu promjene izlaza y(¢) integratora vrijednostima u(¢) i y(¢) (SI.

4.3). Jednadzba predstavlja diferencijalnu jednadzbu prvog reda.

“ ALY Auwy) ] y
- T

Ako sustav prvog reda ima petlje preko bezmemorijskih elemenata, tada ¢e funkcija fu
diferencijalnoj jednadZbi Cesto biti dana u implicitnom obliku. Uzmimo na primjer sustav na

S1. 4.4. gdje je prisutan jo$ jedan funkcijski blok g koji daje izlaz y, dok je izlaz iz integratora

Sl 4.3

uzet kao stanje sustava x.

o g 4
v
dx X
dt J.
Sl 4.4
Sustav je opisan jednadzbama
dx
I S (x@),u(@),0), y=gx(@),u(),r). (4.4)

Za dane veli¢ine y 1 u, veli¢ina y za svaki ¢ moze biti dobivena rjeSenjem gornje
implicitne jednadzbe (iterativnim postupkom). Tako dobiven y moze dati sa stanjem x

veli¢inu dx/dt u isti trenutak.
Sistematski na¢in formulacije jednadzbe koja opisuje sustav prvog reda pretpostavlja

izbor varijable stanja x i izrazavanje varijable za pripremu stanja v i izlaza y
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u
O—e—» Y
glx(®)u(0),t) o
dx
X J‘ dt
Sx(0),u(2),1) v
SL. 4.5
v=f(x@),u(0),t) y=gx@),u),), (4.5)

Sto ¢ini bezmemorijski dio sustava.

Ako Zelimo to prikazati funkcijskim blokovima, koji imaju samo jedan izlaz, morat
¢emo bezmemorijski dio razdijeliti na dva funkcijska bloka /i g. Ukoliko bezmemorijski
podsustav nema petlji, /1 g se mogu lako odrediti, u protivhom ¢e se razmatrati slucajeve kad
f1 g egzistiraju iako u opéem slucaju one se nece moci prikazati eksplicitno nego ¢e se morati
rijesiti jednu ili viSe implicitnih jednadzbi redovito postupkom iteracije. Uz definiranu
jednadzbu integratora i gornje jednadzbe, brzinu promjene stanja sustava dobiva se opcom

jednadzbom koja karakterizira sustav prvog reda.
dx
— =0, y=gGl)ut)n, () =x. (4.6)

Prva jednadzba je diferencijalna jednadzba prvog reda i ¢ini jednadzbu stanja. RjeSenje x
1 pobuda u uvrstenjem u drugu daje y pa se naziva izlazna jednadZzba.
Formulacija jednadzbi koje karakterizira sustav prvog reda se sastoji od:

1. Pisanja diferencijalne jednadzbe tako da je veli¢ina v (ulazni signal integratora)
izrazena ili dana vrijednoS¢u stanja x(¢) izlaza integratora i ulaza u sustav u(¢).

Pocetnu vrijednost xo = x(to) treba ustanoviti.
2. Pisanja izlazne jednadzbe koja daje za bilo koji ¢ veli€inu izlaza y(f) za dane
vrijednosti x(¢) 1 u(f). Ovaj model se naziva model stanja kontinuiranog sustava

prvog reda.

4.2 Klasifikacija sustava prvog reda s obzirom na funkcije bezmemorijskog
dijela
Bezmemorijski dio sustava prvog reda koji ima utjecaj na njegovo stanje je f{x,u,t).
Svaka od varijabli u f od kojih x predstavlja varijablu stanja sustava, u varijablu pobude,

t vrijeme, koje moze vrsiti utjecaj na vladanje sustava nezavisno od x i u. Za ovakav sustav se

kaze da je s povratnom vezom (x), pobuden () i vremenski promjenjiv (¢). Funkcije f'koje ne
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zavise od pojedinih varijabli mozemo smatrati specijalnim slucajevima od spomenutog opéeg
slucaja.

Ti specijalni slucajevi su zanimljivi jer se blok dijagrami, analiticke metode i numericke
metode razlikuju. Ako imamo f{x,u), sustav je vremenski nepromjenljiv (stalan, stacionaran),
funkcijski blokovi imaju vremenski stalne funkcije. Vremenski promjenljivi sustav kao §to
smo spomenuli ve¢ kod bezmemorijskih sustava moze se svesti na vremenski nepromjenljivi
s dodatnim ulazima w(f). Ovdje signal w(#) osigurava vremensku promjenu sustava f. Sustav
je dakle stalan, ali ima dva ulaza. Pogodnim izborom funkcije f{-,) i vremenske funkcije w(¢)
moze se dobiti vremenski stalan sustav x = f(x,u,w). U tom smislu x = f(x,u) je dovoljno
opc¢enita jednadzba.

Ako je f(x) sustav nije pobuden. Procesi u sustavu mogu medutim nastati kao posljedica
pocetnog stanja memorijskog elementa (integratora). U klasi¢noj literaturi naziva se
autonomnim, a pobudeni sustavi su neautonomni. Ako je f'=f(x,f) vremenska promjenjivost
je ekvivalentna nekoj pobudi w(¢), pa se nepobudeni, a vremenski promjenljivi sustav ne
smatra autonomnim.

Za f'= f(u,f) sustav je eksplicitni, tj. nije sa zatvorenom petljom.

Sustav je linearan ako je f{x,u,f) linearna funkcija u varijabli x 1 u tj.

f(x,u,t)=a(t)x+b(t)y. 4.7)

Za linearan f dobivamo op¢i oblik linearne diferencijalne jednadzbe koja se moze
formalno rijesiti uz neka ogranic¢enja za op¢i oblik funkcije a(¢) 1 b(¢). 1zlazni funkcijski blok
moze biti vremenski stalan g(x,u) bez prijenosa ulaznog signala g(x). Op¢i oblik linearnog
bloka je

glx,u,t)y=c(t)x+dt)u. (4.8)

4.3 Stanje ravnotezZe i njegova stabilnost

Stanje ravnoteZe je stanje sustava u kojem sustav moze ostati neodredeno dugo, ako
nema pobude. Stanje ravnoteZe autonomnog sustava I reda je:
dx
—=0=f(x,). (4.9)
dt
Ako je pobuda konstantna u =uy=konst. sustav se smatra autonomnim. Njegovo

ravnotezno stanje x, je dano s
S(xu,)=0 (4.10)
pa zavisi od konstantne pobude.

Za linearni vremenski nepromjenljivi sustav dx/dt = ax stanje ravnoteze je x. = 0 za a#0,
dok za a =0 ima ih beskonac¢no. Nelinearni sustav moze imati nijedno, jedno ili viSe stanja
ravnoteze. Stanje ravnoteze moze biti stabilno, nestabilno i polustabilno. Za sada to mozemo
samo opisati na sljede¢i nacin. Stanje ravnoteze x, je

e stabilno, ako se sustav iz nekog stanja x( vraca u stanje ravnoteze x,
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e nestabilno, ako se sustav udaljuje iz stanja ravnoteZe x, na najmanji moguci poremecaj

e polustabilno, ako se iz nekih stanja x( vraca, a iz nekih ne u ravnotezno stanje x.
Vladanje sustava u okolici ravnoteznog stanja x. moze se odrediti jednostavno
aproksimacijom funkcije f za mala odstupanja stanja x, razvojem u Taylorov red i
zanemarivanjem visih ¢lanova razvoja. Analiza se najceS¢e svodi na ekvivalentni linearni
sustav.

Za autonomni nelinearni sustav I reda moze se funkcija f{(x,u) razviti u Taylorov red u
okoli$u ravnoteznog stanja x,

2
Ax+ﬂ

Flnu) = fxou)+ L axr 2

&

(Ax)* +vise derivacije. 4.11)

X=X,

Budu¢i da je sustav u ravnotezi f{(x.,up) = 0 izlazi jednadzba stanja za okoli$§ x = x,

X=X,

d d 2
—(x, +Ax)=—(Ax)=aAx+ f(Ax)" +...,
9, 20)= % ()= e+ piy
2
gdje su, =z p= O;'ka (4.12)

Ako je a# 01 =0 rjeSenjem linearne diferencijalne jednadzbe moze se odrediti u koju
kategoriju stabilnosti spada ravnotezno stanje sustava.

%x = ax,—> Ax = (Ax),e” .

Za a = 0 trebat ¢e uzeti drugi ¢lan razvoja, odnosno prvi ¢lan koji je razli¢it od nule.
LTI PRy
dt 1-(Ax), p

A
X

B>0

stabilno { nestabilno

i »
= N »

0 Xe X

SI. 4.6

Ako je f(Ax)o > 0 vidi se da (Ax) moze postati vrlo velik, dok za f(Ax) < 0 otklon (Ax)
od x, tezi k nuli pa zaklju¢ujemo da je sustav stabilan. Treba medutim uociti da to znaci da ¢e

sustav biti stabilan za (Ax)y < 0 i nestabilan za (Ax)y > 0 uz >0 i obratno uz g < 0.
(polustabilan sustav)
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(Ax)o /

SIL 4.7

4.4 Vladanje i svojstva sustava prvog reda
4.4.1 Linearni sustav

% =a(t)x(t)+b(Hu(t); x(0)=x,

pthrr e( e pobtd(t)u(r)

Xo-pocetno stanje (4.13)

o=

SL. 4.8

Rjesenje je x funkcija vremena koja zadovoljava gornju nehomogenu diferencijalnu
jednadzbu i pocetni uvjet.

Nepobudeni sustav ima homogenu jednadzbu

ax =a(t)x(t) x(0)=x,. (4.14)
dt
Rjesenje mozemo dobiti integracijom jednadzbe
dx tdé |
—=a(t)dt > |—=|a(r)dr,
X ;[ & !
t j.a(r)dr
Inx—Inx, = ja(r)dr — x=x,e . (4.15)

0

za a = konst. x =x,e" (4.16)
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a>0 a<0

X0 \\
Xo pa S

»

0 t 0 t

v

SIL 4.9

Odziv pobudenog sustava moze se dobiti metodom varijacije parametara, gdje se
rjeSenje nehomogene jednadzbe pretpostavi u obliku rjeSenja homogene diferencijalne

jednadzbe s tim da se proizvoljan koeficijent u rjeSenju pretpostavi u obliku vremenske

funkcije, tj.

a(7)dr

x(t) =z(t)e® . . (4.17)
Ia(r)dr dZ —J.a(r)d‘r
Uvrstenjem u (4.13) izlazi—e° =bu, odnosno — = bue ° ,
dt , dt
—ja(r)dr

jdf = jb(g)u(s)e " dg,

9
—ja(r)dr

z-z,= [b(Su(Pe* 49,

9 t
—|a(7)dr ja(r)dr

X0)=| zy+ [B(Du(Pe T dler

za x(0) = xo, izlazi
Xo =2y,
a(r)dr t Ia(‘r)dr

x(1) = x,e’ +jb(9)u(9)e9 dsg. (4.18)

0
Prvi ¢lan je odziv nepobudenog sustava, (u(f) = 0) a drugi ¢lan je odziv mirnog sustava
(xo = 0). Odziv stanja linearnog sustava je suma (superpozicija) odziva stanja nepobudenog i
mirnog sustava x(f) = x,(f) + x,(¢). Pri tom je nepobudeno stanje x,(f) linearna funkcija
pocetnog stanja xo. Mirno stanje x,(?) je linearna funkcija ulaza, tj. zavisnost mirnog odziva
od oblika ulaznog signala zadovoljava uvjet aditivnosti i homogenosti, kako se moze

pokazati.
Za vremenski invarijantan sustav (a, b = konst.) izraz ¢e dobiti oblik

x(6) = x " +b[u(Ped . (4.19)
0
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Za pobudu konstantom u(7) = U dobivamo:

x(6) = x,€" +bUe" [*'d 3, (4.20)
0

x(t) =x,e" —b—U(l —eat),
a

uza<0 t—>owo x(w)=-bU/a. (4.21)
Stanje ravnoteze u tom slucaju izlazi
ax+bU=0, x,=-bU/a (4.22)
pa se gornji izraz moze napisati u obliku
x(t)=(x,—x,)e" +x,. (4.23)

Prvi ¢lan je prijelazno stanje, a drugi x, stacionarno stanje.

Vremenski invarijantan sustav (a, b = konst.)

Odziv mirnog sustava x,,(¢) je dan s:
t
x (1) = j bu(A)e““PdA, u(t)=0 za t<0. (4.24)
0

Odredimo odziv mirnog sustava na pobudu istog oblika, ali zakaSnjenu za 9, tj. u(t — 9)
Odziv je:

r

V() = [u(A = 9e " PdA,

(C]
Donja granica je ¢ buduci da je u(4— $) =0 za A <. Ako ispitamo vrijednost odziva u
trenutku » =+ ® ustanovit ¢emo da je ona jednaka x,(7). Da to dokazemo supstituirajmo

r=t+ 0, a zatim varijablu ¢ = 1 — $u integral

t+9
Vo (Z + 19) = Jbu(ﬂ _'9)63(”9%)07 .

4
Granice su:
Aa= &a=Aa—8=0,
Ag=t+ G Eg=Ag— =1,
odnosno
V() =xu(t— Pzat> 4 (4.25)
Odakle slijedi da je odziv na kasniju pobudu jednak po obliku, samo kasni za 3.To je
svojstvo vremenski invarijantnog sustava.

Odziv mirnog sustava kao konvolucija

Izraz za x,,(f) moze se prikazati u obliku

x, ()= jh(r, Nu(9)d$, (4.26)
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gdje je
ja(t)dr
h(t,3)=b(9)e® . (4.27)
Sto predstavlja funkcija 4(¢,%) mozZe se ustanoviti na sljede¢i naéin. Pretpostavimo da je
pobuda impuls odnosno Diracova distribucija (generalizirana funkcija), koja se pojavljuje u
trenutku #°, tj.
ut)=dt-1r).

Izraz za x,,(¢) ¢e postati

t t
a(r)dr a(r)dr

x, ()= ja(s —b(Pe’  dI=b(1"Ye  =htt),

Sto pokazuje da je A(t,¢") odziv sustava na impuls u trenutku # = ¢".
Ako su a i b konstante vrijedi:
h(t, $=be""" P =h(t- 9, (4.28)
jer je impulsni odziv na &)
h(f) = be™. (4.29)
Da to ne vrijedi za ranije izvedeni op¢i slucaj, tj. vremenski promjenjivi sustav pokazat

¢emo na sljede¢em primjeru

a(t) = b i b = konst.
l1+1¢

t t d‘[
Rt (1+1)
N L
1+ 9

h(t,8) = b(F)e’ =be*  =be " =p —j =h(t,9)/
Kako je odziv na X¢)
h(t,0) =b(1 + 1),
a odzivna &t - 9) je
1+¢

h(t, 19) = b(m

]¢b(l+t—9):h(t—z9,0).

Odredimo odziv gornjeg sustava na jedini¢nu stepenicu u(f) = £(¢)
0 0, 1+t
x, (t)=u(Ph(t,HdI=|b——d3I,
o (1) {()( ) !Hg
x, ()=b(1+t)In(1+1)=h_,(2,0).
Odziv na zakasnjenu stepenicu o_(¢ — 9) izlazi

1+¢
1+9

Ovdje takoder vidimo da je h_i(¢,9) # h_i(t — $,0). h_i(¢,.¥) se ne moze prikazati kao
h(t—9).

x (O)=b(l+)In——=h_(,9).
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4.5 Nelinearni sustav

Kod nelinearnih sustava funkciju f(x,u) bezmemorijskog bloka mozemo predstaviti
plohom iznad x, u ravnine, odnosno f{x) krivuljom koju moZzemo zvati karakteristikom bloka.

Cesto se karakteristike predstavljaju po odsje¢cima, pravcima ili jednostavnim
krivuljama (parabolama). Sustav I reda funkcijskim blokom predstavljenim linearnim
funkcijama (pravcima) po odsje€cima moZe se analizirati opet po odsjeccima kao linearni
sustav. Aproksimativni modeli su naj¢esce tog oblika.

Uzmimo za pocetak takav primjer gdje je v =f(x) dana s
X J‘ X

\% f(x) X

Sl 4.10

Graficki je predstavljena na sljedecoj slici.

Sl 4.11

Odmah mozemo uociti da karakteristika sjeCe os stanja x u tri tocke koje su tocke

ravnoteze. Iz v = f(x,) = 0 izlazi

za x>1; X+2= =  Xc=2
0

Za|x|<1; x=0 —> x;5=0

za x<-1; Xx—2= =  Xyy=-2
0

Za sustave nizeg reda moZemo pratiti procese u sustavu slijedenjem stanja i
odgovarajuce tocke na karakteristici. Ordinata v =dx/dt u ovom slucaju nam daje brzinu
promjene stanja. Bilo koje stanje odnosno tocku mozemo izabrati kao pocetnu, a zatim preko
rastenja dx/dt > 0 odnosno padanja dx/dt < 0 stanja odrediti smjer kretanja tocke po

karakteristici.
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Uzmimo to¢ku P kao polaznu. U toj tocci je v=x>0 S§to ukazuje da Ce stanje s
vremenom rasti, pa ¢e tocka P(x,v) putovati desno po karakteristici sve brze, a zatim sve
sporije u tocku C ravnoteze, gdje ¢e ostati. Tocka je opisala dinamicku stazu po karakteristici.

Ako se izvede stanje sustava u xo > X,¢ brzina dx/dt < 0 uvjetovat ¢e povratak u tocku C.

Isti proces ¢emo imati u okoliSu to¢e 4. Otklon iz tocke X,z medutim izazvat ¢e kretanje
prema tocci A ako je xo < X.p ili tocci C ako je xo > X.p. Odatle zaklju¢ujemo da su tocke A4 i
C stabilna ravnotezna stanja dok je stanje u B nestabilno.

RjeSenje jednadzbe stanja.

Jednadzbu x = f'(x), xo = 0.5 rijeSimo po odsjeCcimaa) 0 <x<1ib)x>1

a) x=x - x=x,e zax<l, l=x, "
b) X=-x+2 > x=2-e " zax(t) =1 (4.30)
x=1=05%" —> ¢ =mn2=07.

Odzivne krivulje stanja su prikazane na Sl. 4.12. za nekoliko vrijednosti pocetnog stanja
x0=3,0.1,-0.3, -2.5.

3,
n: ~
. —
: ]
1
o:/
1L
_2: \\
. —
|
_37\\\\ | | | | | I | | | | | | I | | | | I | | I |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sl 4.12

Uzmimo sada paraboli¢nu karakteristiku

3
X

f(x):x—j. (4.31)
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1.5
1 [
0.5 r

0
-0.5 -
1+

Tri to¢ke ravnoteze

2
x{l - (f) } =0,
2
X.5 = 0 nestabilna,

X.4 = —2 stabilna,
X.c =2 stabilna.,

=

0

—In
x) %)
SnjeT
2 2
odakle se moze dobiti eksplicitan izraz

x(t)=

=t,za ‘x xo‘ <2,

9

2x,
ng —(xg —4)e™™

Sli¢ni integrali 1 isti eksplicitni izraz (4.32) dobije se za | x

2

uzimaju se negativni predznaci korijena).

(4.32)

x0| <2. (Zax,x<0

Odredimo potrebno vrijeme da stanje iz xo=0.5 dode u x(t;))=1 i usporedimo s

vremenom predasnjeg primjera.
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x(t)=1-t, :%ms ~0.8.

Stanje doseze tocku 1 za 0.8 umjesto 0.7 sekundi zato jer X kod prve karakteristike
prolazi ve¢im iznosima, pa je proces brzi.

Za pocetni uvjet xo = 0.5

2
X(f) = —— .
NI+3e7

Zavisnost od pocetnog uvjeta nije linearna!

Za xo < 0 stanje bi se smirilo u ravnoteznoj tocki x.;. Ovaj sustav ima dva ravnotezna
stanja koja su stabilna. To je jednostavni model elektronickog sklopa, tzv. bistabila, koji ima
Siroku upotrebu u digitalnoj elektronici i digitalnim racunalima. Dva stabilna stanja
odgovaraju binarnim stanjima O 1 1. Da bi se obavljale logiCke operacije, bistabil treba
prebacivati iz jednog stanja u drugo i obratno. To se moze izvrSiti dovodenjem tzv. okidnog

signala. Jedan model bistabila koji se moze okidati je prikazan na Sl. 4.14:

X
dx
—=f(x)+u
% f(x)
X
Sl 4.14
A i=viu
A B C
y
U Cl
r >
N
XeA XeB XeC X
Sl 4.15

Stanje u kojem se bistabilni sustav nalazi, npr. X.4 ne moze se promijeniti trenutno kad
dode abraptni skok na ulazu ve¢ ostane X.4. Pozitivne ordinate X =v+u>0 tjeraju stanje

novoj ravnotezi u toc¢ki C’. Vanjski pravokutni impuls treba biti dovoljno velike amplitude
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kako bi stanje preslo X .z =0, dakle U + f(x) > 0. Trajanje tog okidnog impulsa mora takoder

biti dovoljno da stanje x stigne preéi X,z.
Sljede¢im razmatranjem mozemo odrediti uvjete koje mora zadovoljiti okidni impuls

pravokutnog oblika. Za sustav u stanju X,4 1 okidni puls amplitude U vrijedi
x=—x-2+U x=Ce'+U-2,
x(0)=x,=Ce" =2+U C=2-U+x,=-U,
x(t)=-Ue" +U-2=U(l-¢")-2.

Za prvi odsjecak x(¢;) = -1, izlazi

Ul-e")-2=-1 lé—%]e*tlzl, -
Ue" =U-1 — = tlzan .
Za drugi odsjecak | x| <1, izlazi
x=x+U — x(t)=Ce"™ -U,
X(t)=-1=C-U -  C=U-1,
x(t)=U-De"™ -U. x(t,)=0 -
(U_l)e(tzftl) =U SN e(f*tl) — ,
U U-1
t,—FE =In .
U-1

Ukupno vrijeme potrebno za prijelaz
t,=In v +In v =2In v .
-1 U-1 U-1

U

Potrebno trajanje okidnog pulsa da prebacivanje uspije je odredeno s t, =2In U-1)’

dok je potrebna amplituda U > 1.
Odzivi bistabilnog sustava za okidni puls U= 1.5 1 razli¢ita trajanja t, = 0.8, 2.16,

2.24 1 4.8 sekundi. Kriti¢no trajanje za prebacaj bistabila 2In3 = 2.2 §to odgovara prolasku

kroz nestabilno stanje X,5.
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b
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2
Sl 4.16

4.5.1 Pojava skoka i relaksacijskih oscilacija u sustavu prvog reda

Pretpostavimo da u sustavu I reda na Sl. 4.10 imamo relacijski blok gdje v = f(x) nije

funkcija nego je veza v 1 x-a viSeznacna. Primjer takve veze je karakteristika na Sl. 4.17.
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v

v
D
A
P
o S PR
C C
B B B
;L
AB X
C,D
e

vi

CD

Sl. 4.17

Neka je pocetno stanje x, izabrano i tocke P(xo,vo) gdje je dx/dt > 0 stanje e rasti i tocka
¢e putovati po karakteristici desno, dok ne dode do tocke A. Koljeno karakteristike u tocki A4
sprecava nastavak kretanja prema ve¢im iznosima stanja ako vrijedi jednadzba x = f(x).

Kretanje uz v = dx/dt > 0 je nemoguce jer nema parova vrijednosti.. Ako se pretpostavi
kretanje s v=dx/dt < 0 ono ne zadovoljava jednadzbu. Na karakteristici medutim postoji
tocka B u kojoj je jednadzba zadovoljena i kretanje po donjem dijelu karakteristike je
moguce, ali u lijevo prema manjim stanjima. Ordinate v na tom dijelu prolaze negativnim
iznosima. Stanje je neprekinuta funkcija jer su signali na ulazu u integrator omedeni, pa ¢e se
prijelaz iz to¢ke 4 u tocku B dogoditi trenutno uz x4(¢,-) = xa(t; 1 ). Kretanje ¢e se nastaviti do
tocke C, gdje koljeno karakteristike C onemogucava daljnje kretanje po karakteristici u tom
smjeru. Opet ¢e do¢i do skoka u tocku D, gdje je jednadzba karakteristike zadovoljena.
Dinamicka staza po karakteristici ¢e biti zatvorena s dva skoka u brzini promjene stanja X .
Tocke 4 1 C gdje nastupa skok obi¢no nazivamo neprolaznim to¢kama karakteristike.

Vladanje sustava mozemo odrediti rjeSenjem diferencijalne jednadzbe, ali samo po

sekcijama karakteristike odnosno staze gdje se kretanje odvija.
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Uzeli smo linearno lomljenu karakteristiku zbog jednostavnosti analize. Inverzna

funkcija je dana

Xx=v lv| <1 P—A4,
XxX=—v+2 y>1 D—A,
x=—-v-2 y<l1 B—C,
Rijesimo jednadzbu na odsjecku B — C
ﬁ=—x—2 x=Ce' -2 x,=C-2=1,
dt dx »
x=3e"-2, V:Z:_‘?’e 0<t<ty.
Rijesimo jednadzbu na odsjecku D — A4
L x=Ce " 42 x,=C+2=-1,
dt dx —(-t)
x==3e"" 42, o 3e t<t<t.

Dobili smo tzv. relaksacijske oscilacije. Njihov period mozemo odrediti iz odzivnih
funkcija x(¢) po odsjec¢cima.
x.()=3e" -2=-1 e =3 x,=C+2=-1,
x,(t,)=-3e " +2=1, e =3 t,—t, =In3.
Period t, = t; + (t; — t;) = 2In3
Razmatrani model sustava je model elektronickih relaksacijskih oscilatora, Froudeovog

njihala, Skripanja koc¢nica ili vrata, itd.
4.5.2 Klasifikacija vladanja autonomnog sustava prvog reda

1. Nelinearni funkcijski blok

a) Jedna ravnotezna tocka. Karakteristika sjece s dx/df = 0 tocka je stabilna. Sva stanja

teze u tu to¢ku ravnoteze.

b) Tri ravnotezne toCke. Dvije su stabilne, a jedna nestabilna. Skoro svi bistabilni
sustavi mogu se modelirati ovako. Vanjskom pobudom (okidanjem) sustav se moze
prebaciti iz jednog u drugo stanje ravnoteze.

c) Vise stanja ravnoteze. Karakteristika koju daju realni sustavi za veliki x ostaje u
drugom i cetvrtom kvadrantu, pa je broj ravnoteznih to¢aka neparan i alterniraju

stabilna stanja, nestabilna, stabilna, itd. kao na SI. 4.18.
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Sl 4.18

Podesavanjem polariteta 1 trajanja okidnog impulsa sustav se moze prebaciti u bilo koju
stabilnu tocku.

2. Relacijski blok (viSeznac¢na funkcija)

a) Jedna nestabilna tocka ravnoteze. Astabilno vladanje tj. pojava relaksacijskih
oscilacija.

b) Jedna stabilna tocka ravnoteze Sl. 4.19.

\¢
V=X

Sl 4.19
Ako je pocetno stanje xo> xp vraca se u P.

Ako je xo < x¢ stanje stize do koljena A gdje dx/dt skace u to¢ku B uz x4 = xz. Zatim se
sustav postepeno vraca u P. Ovaj ciklus nastaje nakon S$to je sustav doveden u stanje xo < x¢
okidnim impulsom. To je model elektronickog monostabila, koji je izuzetno koristan za
generiranje impulsa odredenog trajanja ili kasnjenja.

3. Brojnija viSeznac¢nost kao na Sl. 4.20.
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v

e

Sl. 4.20

Ako se koljena karakteristike pojavljuju na pogodnim mjestima, sustav moze oscilirati

relaksacijski na nekoliko nac¢ina. Na slici imamo dvije zatvorene staze tzv. grani¢nog ciklusa.
4.5.3 Pobudeni nelinearni sustav I reda

Uzmimo model sustava prikazan na Sl. 4.21 s f(z) =" — 1 i op¢om pobudom u(?). To je
model elektronickih sklopova-pojacala s povratnom vezom u kojima je nelinearni element

bipolarni tranzistor. Eksponencijalna karakteristika poti¢e od svoj stvc? pn spoja.
X
= f (xau) ’

3 O H 5 Lo ju-v,

ax _ _
i =f(2), z=u—x.

Sl. 4.21

Difencijalna jednadzba sustava
x=e"" -1,

moze se svesti na oblik

(x+1De* =e"
. v : 2
u kojem nakon mnoZenja s e
u+t

(x+1)e™ =e"",

. . d( .. D y e
lijevu stranu prepoznajemo kao E(e' ) pa formalno rjeSenje mozemo dobiti iz

% ()=e e =c,

odnosno
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t

e = Ie“”dt +C.

0

Pocetno stanje x(0) = xo omogucuje odredivanje konstante C.

0
e =J.+C.

0

Odatle slijedi

t
ex+t — Ieu(r)ﬂ'dz__‘_exo )
0

Nakon mnozenja s e ™ imamo

t
ex—x0+t — 1+e—x0 .J‘eu(r)-%—rdz_’
0

zaxo=0;
t t
et =e’' + Ie“(’)e’("”dr e’ + J-v(z')h(t -7)dr.
0 0
Opce rjesenje na pobudu u(¢) izlazi eksplicitno:
0

x=X,+In et{1+e_x°'[e”(’)”dz}. (4.33)

Za slucaj mirnog sustava x = 0 izraz se pojednostavnjuje
t
x=In|e" + J.e“(”e’(t’”a’r ,
0

x= ln{l + J- e”(””dr} —t (4.34)
0
Za pobudu stepenicom u(t) = Urf)

t
x=x,+Ine” {1 +e ™ IeU”dT} , (4.35)

0

x=X,+Ine” [l-i-e_xﬂeu (e —l)J.
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Sl 4.22
Stanje za t—o tezi k
x=x,+mne™e’, x =U,
x=x,+Infe” +e* (1 —e_t)],
e = 4T (1 —é' )
Uz x'=x —x¢1x4 =x, — x¢ 1zlazi
e =e' e (1 —e’ ): e’ + (1 —e* )e_t ,
odakle se u kompaktnom, ali inverznom obliku dobiva

e —1

4.5.4 Vremenski promjenljivi nelinearni sustav prvog reda

X J‘ X

1 +mcosax

Sl. 4.23

Uzet ¢emo model LR kruga s L(?) i otporom v = ki*. Jednadzba stanja

% = —k[x(l + mcos a)t)]2 ,

10

(4.36)
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gdje je stanje flux, x = w=1Li, a
B 1
x(l+mcosat)

JednadZba se moze rijesiti separacijom varijabli:

dx
Nl —k(1+mcosat)*dt .

Integracijom dobivamo

I 1 2m . m m’ sin 2ot
———=k|t+—sinwt + —t+—
X X, w 2 2 2w

1 kona¢no
%o (4.37)

m? 2m) . m*) . '
1+ — [t+] — |sinwt +| — |sin 2wt
2 1) 4w

[lustrirali smo svojstva sustava [ reda analitickim rjeSavanjem nekoliko primjera

linearnih i nelinearnih sustava. Medutim, ve¢ kod sustava I reda u opéem sluc¢aju pobude i

X =

1+ kx,

drugacijih karakteristika f{x) te ako su nelinearni ili vremenski varijantni, trebat ce

upotrijebiti analognu ili digitalnu simulaciju na ra¢unalima.



5. SUSTAVI DRUGOG REDA

5.1 Definicija i blok dijagram

Sustav drugog reda je klasa sustava koja moze biti modelirana s dvije simultane
diferencijalne jednadzbe prvog reda i viSe izlaznih jednadzbi. To pretpostavlja dva elementa s
memorijom, dakle, dva integratora u blok dijagramu. U bilo kakvom sustavu drugog reda
trebat ¢e identificirati dvije varijable stanja i dva pocetna uvjeta. Ako nademo koje varijable
predstavljaju pocetne uvjete, njih mozemo smatrati varijablama stanja. U naSem blok
dijagramu to ¢e biti izlazne varijable integratora.

Sustav s ulazom u i izlazom y je drugog reda ako se mogu identificirati dvije varijable

stanja x; 1 x, tako da

dx
7;=f1(x1,x2,u) x,(tg) =x
zat >t
dx
thzfz(xlaxz’“) x,(tg) = Xy

y=8(x,%,,u),
gdje je t vrijeme, ty pocetni trenutak, x; i x, realni brojevi, fi(.,.,.), f2(.,.,.) 1 g(.,.,.) funkcije
realnih vrijednosti i x;¢ 1 x29 pocetni uvjet ili pocetno stanje sustava.
Sustav koji se sastoji od dva integratora i jednog ili viSe funkcijskih blokova moze se
uvijek prikazati gornjim jednadZzbama. Uzmimo da su izlazi iz integratora varijable stanja, a

da smo integratore izvukli iz sustava

NI N e

o— Bezmemorijski dio ——o0

SL. 5.1

Preostali sustav sastoji se isklju¢ivo od funkcijskih blokova. Ulazi u preostali
bezmemorijski sustav su xj, x; 1 u, a izlazi dx,/dt, dx,/dt i y. Dovode¢i u vezu tri izlaza s tri
ulaza s funkcijama fj, /, i g dobivamo gore navedene jednadzbe. Primijetimo medutim kao
kod sustava I reda da funkcije mozda nece uvijek biti eksplicitno vezane s funkcijskim
blokovima sustava ve¢ ¢e se nekad dobiti rjeSenjem skupa implicitnih jednadzbi

bezmemorijskog sustava. To ¢e biti u slu¢aju kad bezmemorijski sustav ima petlje. Mi ¢emo
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pretpostaviti da funkcije f1, f> 1 g egzistiraju. Op¢i oblik blok dijagrama za sustav drugog reda

moze se nacrtati s funkcijskim blokovima samo s jednim izlazom, kako slijedi:

i P
X1

u : |7
X2
R
SL.5.2

Mozemo izvesti vektor stanja

X
X:|: :| (5.1)
Xy

te f i g kao vektorske funkcije, pa mozemo sustav drugog reda napisati ukratko

dx dx
E:f(xau) d_tl:fl(xlax27u)

e x(0) =x,. (5.2)
y=g(x,u) 7;=f2(x1,x2,1/l)

Rjesenje vektorske diferencijalne jednadzbe mozemo napisati formalno u obliku kao da

se radi o diferencijalnoj jednadzbi prvog reda
t
X(1) = X, + [ f(x(1),u(v))dx. (5.3)
)

Ovdje je stanje x vektorska veli¢ina 1 f vektorska funkcija. Dobivena je integralna
jednadzba u kojoj se funkcija stanja x(¢) pojavljuje implicitno, pa ju nije mogucée jednostavno
rijesiti kao ni kod jednadzbe prvog reda. (Treba poznavati x(#,t), Xo da se dobije x(¢)).

Ustanovimo medutim, da ukoliko nema povratnih veza u sustavu drugog reda, kao u

blok dijﬁm@}fl{lg)slici:

dt

dx

—E=flu) S

y:g(x13x29u) X1

u y
o g L o

X2

e

SL.5.3
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pojedine varijable se mogu dobiti integracijom poznatih vremenskih funkcija.

Xy =X+ jﬁ(“(f))dﬁ
! t (5.4)
X, =X + [ £ me +| fl(u(t"))dt'}u(t’)]dﬂ.

Izlazni signal, dakle, moze biti odreden postupkom integriranja poznatih funkcija i
algebarskim operacijama odredenim s funkcijskim blokovima.

U oba slucaja, sa ili bez petlje povratne veze, moZze se sustav opisati jednadzbama koje
ukljucuju vektorsku diferencijalnu jednadzbu i algebarsku jednadzbu. Njihovo rjeSenje zavisi
od pocetnog stanja danog vektorom Xo. Sam X, je dovoljan da uz poznavanje pobudnog
signala u(¢) pocevsi od ty dalje, odredimo izlaz iz sustava u svakom trenutku ¢.

Poznavanje varijabli x; 1 x, odnosno vektora x, u bilo kojem trenutku t; sadrzava svu
proslost sustava pa je moguce zaboraviti sve Sto se dogadalo u sustavu do trenutka t;.

Vektor x(t;) moze se uzeti kao pocetno stanje za daljnji proces u sustavu. Uz poznate
signale pobude u intervalu (t;,/] mi mozemo odrediti novo stanje x(¢) i izlaz sustava y(?).
Vektor x(f), dakle, u svakom trenutku predstavlja stanje sustava. Zato se ovakav model

sustava naziva model stanja ili bolje, model s varijablama stanja.

5.2 Vladanje i svojstva sustava drugog reda

5.2.1 Linearni sustav vremenski stalan

Op¢i oblik jednadzbe stanja
Xy =ay X, +apX, by +byu,, (5.5)
Xy =y X, + Ay X, + by + by,

|:5Cl:|:|:a11 a12:|.|:x1:|+|:bll b12:||:ul:| s %=Ax+Bu (5.6)
X, Ay Ay | [ X by, by, | u,

Moze se transformirati jedino u diferencijalnu jednadzbu drugog reda
X, —Tx, +Ax, = u(t), ako je a,, #0, 5.7)

X, —Tx, + Ax, = w(t), ako je a,, #0. '
Ako su obje konstante a;, = ap; = 0 (matrica A je dijagonalna) sustav je opisan s dvije

razvezane jednadzbe prvog reda.

T'=a, +a,, trag matrice A, (5.8)
A=a,a,, -a,a,, determinanta od A, (5.9)
u(t) = (apby, —aynby u, +(apby, —ayby, u, + by, + by,

] ) (5.10)
w(t) = (ayby, —a,\by) )u, +(ayby, —ay by uy + by, +byti,.
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Cesto se jednadzba drugog reda nepobudenog (autonomnog; u = 0, v = 0) sustava pise u
donjem obliku (gdje x moze biti x; ili x; iz (5.7))
¥+2at+wix=0, (5.11)
gdjeje 2a=-T, a je faktor prigusenja
) = a,,a,, — a,a,, , (5.12)
oo je frekvencija neprigusenog titranja.
Rjesenje jednadZzbe se dobiva pretpostavkom da je eksponencijala x(z) = Xe” rjeSenje.

Uvrstenje vodi do karakteristi¢ne jednadzbe

P +2ap+w, =0, (5.13)
Cija rjeSenja su karakteristi¢ne ili prirodne frekvencije sustava drugog reda.
-ata, za a>ao, >0,
P =—atia’-w, ={-a za a=w,>0,
-atjo, za 0<a<w,,
(5.14)
a,=+a’ -],
o, =\ o, —a’.
Rjesenje je oblika x =X, e™ +X,e™ i zavisno od veli¢ina i ay vodi na tzv.
nadkriti¢no a> ay,
kriti¢no a= ax,
1 podkriticno prigusenje a< a, (5.15)
te nepriguseni slucaj a=0.

Proizvoljne konstante odreduju pocetni uvjeti x(0) 1 x(0) tako da se rjeSenje moze napisati u
obliku

X(t) — X(O)_X(O)pz eplt + X(O)_X(O)pl epzt' (516)
(p1 _pz) (pz _pl)
Rjesenje homogene jednadzbe stanja moze se dobiti u opéem slucaju opet

pretpostavkom da eksponencijalne funkcije x, = X,e”,x, = X,e” zadovoljavaju sustav od

dvije jednadzbe
. x;=X,e”" _
Xp =a, X, +a,x, sy=X pe” rX, = (aqu +a,X, )’ (5.17)
e .
Xy =dy Xy +dyX, pX, = (a21X1 +anX, )

Uvrstenjem smo dobili sustav algebarskih jednadzbi
(a,, —p)X, +a,X, =0,
ay X, +(ay - p)X, =0.
Da bi taj sustav karakteristicnih jednadzbi dao rjesenja za amplitude X, X, razli¢ita od

nule, mora determinanta sustava iS¢ezavati, tj.
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a, — a
(a;,—p) 2 1_g. (5.18)
ay (ay —p)
To daje polinom drugog stupnja u p
p-Tp+A=0, (5.19)

odakle slijede opet prirodne frekvencije p; i p; za koje €” zadovoljava jednadzbu. Rjesenje se
moze napisati u obliku
x () =X, " +X,e™,

(5.20)
x, (1) =X,,e™ +X,,e™.

Iako su napisane Cetiri proizvoljne konstante, nezavisne su samo dvije. Njih ¢emo
odrediti iz dva pocetna uvjeta x 1 x20, dok druge dvije izlaze iz prvih uvrstenjem u jednadzbe

stanja za t = 0.

X =X + X, X1(0)=p, Xy +P, X, = ay,%;0 + Xy, (5.21)
Xy =Xy + Xy, X,(0) =p, Xy + Py Xy =ay X0 + Ay Xy.
Iz ove Cetiri jednadzbe se mogu odrediti sve konstante X, X2, Xo1, X22
X +X,, =X, = a,e™ +a,e™ = x, } — X = (@1, = P2)Xio + @15 Xy
PiXy + DX, = a4 X, +a,X, ! P~ P,
X, = (@, =P )Xo + @15Xy0
P, =P (5.22)
X1+ Xy =Xy } N x. = %t + (@ —Py)Xy
DX + DXy = Xy + Ay B P1 —P:
X,, = Ay X0+ (Ay —Py) Xy
P> =P

Odakle se moZe napisati rjeSenje za svaku varijablu stanja kako se mijenja u vremenu
pocevsi od pocetnog stanja (xj9, X20).

Primjer: Uzmimo najjednostavniji slu¢aj dva integratora s povratnom vezom

dx, _
ax, dx, =%
dt 2 1 dt
J J P (5.23)
dt ! '
<I|
S1. 5.4
a, =0 a, =1
a

5] [o 1][x ~ -
= . a, = a,, =0 (5.24)
X, a 0] |x, T—0 Acea



SUSTAVI DRUGOG REDA 90

- 1
Pt o pria=o p,=*Va =+a za a>0), (5.25)
a -—-p
() =X +X e
_ Xy +1-2,, o —ax,y +1-0y o
2a 2a
:ﬁeat +he_at +ﬁeat _ﬁe_m’
2 2 2a 2a
x,(t) = x,, ch(at) +%sh(at), (5.26)
A Xyg+ WXy o XXy =Xy
1) = - ,
= ¢ 2a (5.27)
X, (t) = ax,, sh(at) + x,, ch(at),
x,(?) | ch(at) w X0
_ il RN (5.28)
01 | gsh(ar) ch(ar) | X

x(1) = D(7)xo , gdje je D(t)-prijelazna matrica

Kakva je medusobna veza izmedu x(¢) 1 x(¢). Shvatimo ove funkcije kao parametarske
jednadzbe krivulje u ravnini (x;, x;) Jednadzbu krivulje F(x;,x;) =0 mozemo dobiti
eliminacijom vremena.

Uzmimo pocetno stanje xjg, (x20 = 0)

X, =X, chat ‘: X0

x, =ox,,shat ‘:oax10 ‘2 (5.29)

2 2
X10 axy,

Im a A
X2

- 0 o Re
0 X10 X1
SIL. 5.5

JednadZba trajektorije u ravnini stanja x, >0 za t—>®

X, >0 za t—> 0.

(Nestabilan sustav. Ravnoteza x = 0 se ne dosegne) - sedlo
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za a<0 L, =t -0 =tjo,, (5.30)
Xy .
x,(t) = x,, cos wt — L sin ot , (5.31)
x,(t) = ax,, sin ot + x,, cos @t , (5.32)
Za X,, =0
X, (t) = x,, coswt |: X10 ‘2
+ (5.33)
. 2
X, (t) = ax,, sin wt |: x,, ‘

2 2
X0 X,

Zatvorena krivulja - periodi¢an proces. Trajektorija obilazi oko tocke ravnoteze (fokus).

Im a A
‘ f(Dd /-_\
0 Re 0 x|
¥ Jog
SI. 5.6
Sustav na slici
dx, dx,

a dt _[ 2 J' X1

<

SL. 5.7

a
{ 22
+a21,

za a, <01ia, < 010122 << —4a,,,

x,(1) = +]a7d )gw —(_zzaymﬁ»)]@(a_ja)ézxﬁ /(a%lmd&f ,
2jow,

a+jo, e’

‘0)4

a-jo, e

x,(t) = xloe_m{

Jjoy, 2 Jjoy,

—Jjoy
9
2

(5.35)

(5.36)
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ul A .
x, (1) = x,0e” | ——sinw,t + cosw,t |, (5.37)
Wy
2 2
X, (t) — a)z{xlo e(—a+.iwd)t _ a)d'xlo e(—a—.iwd)t’ (538)
2jw, 2jw,
x,(t) = w,x,ye” " sin(w,?),
_ —at a
x,(t) = x,,e”“ cos(w,t), za — <<,
Wy
2 2
X X
— | + —| =1. (5.39)
X;0€ @, X,,€
Im a Xy
T Joq
-a 0 Re 0 X1
AL
SL. 5.8
Slucaj realnih i razli¢itih p; i p,
R pa=ata, (5.40)
2
a11<0 A<T xloio,xm:o,

vodi na trajektorije koje u prvom slucaju zavrSavaju u ishodiStu, a u drugom bjeze iz

ishodista. IshodiSte kao, ravnotezno stanje predstavlja stabilni odnosno nestabilni ¢vor.

(@)

stabilni ¢vor

p 0

v

Re 0

SL. 5.9

X1
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x, () = xj5e |:Ch(ad)+_5h(adt):|
(04

4 (5.41)
X, (1) = a,x,e " [Sh(adt)]'
(ii)
Im A x 4
nestabilni ¢vor
0 pm pm  Re 0 X
SI. 5.10
x,(t)=x ch(a +—shat
(1) =x,e { (a,) o (d)} (5.42)

x, (1) = a,x0e 7 [sh(e, )]
Sumarni prikaz trajektorija autonomnog sustava drugog reda u ravnini stanja je na Sl.
5.12.

5.2.2 Vremenski promjenjiv sustav drugog reda

Dva integratora s povratnom vezom ¢e postati vremenski promjenjiv sustav drugog reda,

ako pojacanje u petlji blok dijagrama na slici bude zavisno od vremena a(¥).

dt 2 a4 X1
I I X, ()= Xy 43
1 HO=—ax@ O
)= a+ Ay~

d

Sl 5.11

Vremenska ¢e funkcija pojacanja razumljivo utjecati na vladanje sustava. Diferencijalne
jednadzbe s nekim a(?) su pobudile ve¢i interes pa su dobile ime po istraZiva¢ima. Tako se
jednadzba sa a(t) = o + ff (¢) naziva Hillova diferencijalna jednadzba,

=X, =—(a+ ﬂf(t))xl,
X +(a+ O =0,
dok za f(f) = 2cos 2¢ izlazi
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X, +(a+2pcos2t)x, =0 Mathieu-ova dif. jednadZba.

Ako za f(t)=r(f) pravokutan oblik, dobiva se funkcija konstantna po odsjeccima
(Meissnerova jednadzba). Zbog konstantnih koeficijenata ispred x; u subintervalu, jednadzba
se moze rjesavati po intervalima kao diferencijalna jednadzba s konstantnim koeficijentima.

Pretpostavimo a(?) u obliku

1 0<1/(1+m)a£%,

a(t)=a(+mr(t)) r(t)= (5.44)

-1 %<w/(l—m)a£7z.

Za 1,3,5,... Cetvrtinu perioda jednadzba stanja je
X, =—a(l+m)x,, X, =X,
ili (5.45)
¥ +wlx, =0,
aza 2,4,6,... Cetvrtinu perioda je jednadzba stanja
x, =—a(l-m)x,, X, =X,
ili (5.46)
¥ +wix, =0.
U oba slucaja je to rjeSenje vremenski nepromjenljivog sustava, gdje je @ = a(1+m) u
prvom, a @; = a(1—m) u drugom slu¢aju. Rjesenje izraZeno s pocetnim uvjetima je (5.31) i
(5.32)

Xy .
X, = X,, COS @t +—=sin o,
1)

X, = —@x,, Sin Wt + X,, COS @t.
Odredimo rjesenje gornjih diferencijalnih jednadzbi u 1, 2, 3 1 4. vremenskom odsjecku.
U svakom odsjecku ¢emo smatrati da vrijeme pocinje od #=0, a kao pocetno stanje uzet
¢emo krajnje stanje iz prethodnog vremenskog intervala. Kao pocetno stanje u prvom

intervalu uzmimo x,, #0, x,, =0

x,(t) = x;, cos(ey?) x, () = —w,x,, sin(eyt) 0< V4

ot <=

x(ot=r/2)=0 X, (ot =r/2)=-wx, 2
x(t=n/2w)=0 x,(t=n/2w)=-wx,
x,(t) = msin(a)zt) x,(t) = —w,x,, cos(w,t)

e Cox 0<wyt< z

x(opt = 7/2) =20 xXy(o=7/2)=0 2

@,
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—w,x ox, .
5, (0= 250 cog(ay) 50 =0, 20 sin(o)
), w,
2
o} x
x(ot=r/2)=0 x, (ot =r/2)=—""
W,
w;x o} x
x, (1) = —=%sin(w,1) x, (1) = =5 cos(w,t)
o, ;
] x
x (ot =m/2)=—5% x,(w,t=7/2)=0

2

2
x,(27m) = (ﬂj X0 = 1+_mx10
m

2 1-
xl(f)A
2
o (2% . = 1+mx

X10 \ w, Y -m Y

0 / t

...«-4""\
A

() i /xi_

1

/ X10
t % 0 a)l X1
( ] X0

-1 p)

Sl. 5.12

Ovdje se vidi da periodi¢na promjena parametra pogodnog polariteta m>0 1 dvostruke
frekvencije izaziva porast amplitude titranja.

Analizirani sustav je model fizikalnog njihala (dje¢ja ljuljacka) gdje se teziSte mase
mijenja ili model titrajnog kruga ¢iji se kapacitet mijenja dvostrukom frekvencijom od
frekvencije titranja kruga. Promjena kapaciteta u gornjem primjeru se dogada u trenucima
kad je na kondenzatoru maksimalni napon ili nula. Smanjivanje kapaciteta kondenzatora t;.
razmicanje ploca kondenzatora vrsi se savladavanjem privlacne sile medu plocama pa taj rad
povecava energiju u kondenzatoru u trenutku kad se energija nalazi u kondenzatoru (najveci

napon).
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Vracanje na prijasnji kapacitet i razmak ploca vr$i se u trenutku nikakvog napona na
kondenzatoru, pa nema rada niti promjene energije. Ovim postupkom se pumpa energija u
krug i odatle slijedi rast amplitude oscilacija.

Ovakvo vladanje titrajnog kruga primjenjuje se u elektronici za pojacavanje ili
generaciju sinusnih signala (parametarska pojacala ili oscilatori) gdje se varijabilni kapacitet

realizira specijalnim poluvodi¢kim diodama (varikap).
5.2.3 Nelinearni sustav drugog reda

Uzmimo kao primjer nelinearni funkcijski blok ¢ija funkcija je polinom treéeg stupnja,

fx) = ax — cx’, u autonomnom sustavu drugog reda prema blok dijagramu:

& b

dx
dt 2 X1 —L=x
_[ _[ a7’
- dx
ST n) (54
Jx)
SI. 5.13
Jednadzba se moze svesti na jednadzbu drugog reda
dx, __dy  df dxv,
dr’ dt  dx, dt’
oy _xz + i . & ,
dx, dt
2
dd;z =—x, +(a—3cx] %,
odnosno
d’x dx
dt22 —(a—3cx22)al—;+x2 =0, (5.48)

koja se obi¢no naziva Van der Polova jednadzba. Ova jednadzba je posluzila za analizu
nekoliko tipova oscilatora, ali je Rayleigh ve¢ ranije studirao odrzavanje vibracija
jednadzbom koja se moze svesti na Van der Polovu. Studiranju svojstava ove jednadzbe
posvetili su se i ruski znanstvenici (Bogoljubov). Analiticki postupci razvijeni za njeno
rjeSenje preneseni su na rjesavanje nekih klasa nelinearnih sustava opcenito.

Od niza zanimljivih fenomena posvetit ¢e se paznja radu ovog sustava kao oscilatora.
Pretpostavit ¢emo da velic¢ine a << 1 i ¢ << 1 tako da je sustav vrlo oscilatoran. U tom slu¢aju

. : y . . X, . y .
dominantni proces moze se opisati uz zanemarenje ¢lana s 72, jednadzbom X, +x, =0.
t
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Za ocekivati je, dakle, da ¢e se taj proces moc¢i opisati priblizno s harmonijskim titranjem
dok ée mali srednji ¢lan (a—3cx)x utjecati na mijenjanje amplitude titranja. Pretpostavimo,
dakle, rjeSenje u obliku:

x = A(t)sin(?), (5.49)

gdje je A(f) sporo mijenjaju¢a amplituda oscilacija. UvrStenje ovakvog rjeSenja u
jednadzbu pokazuje da ono uz odgovarajuce aproksimacije zadovoljava jednadzbu, te da se
moze odrediti oblik mijenjanja i stabiliziranja amplitude oscilacija A(¢).

x = A(f)sint + A(f) cost,
X = A(f)sint + 2 A(t)cost — A(t)sin¢.
Uvrstenje u jednadZbu daje
At)sin(t) + 24(t)cost — A(t)sint — [a — 34 (¢)sin® t|-| A(t)sint + A(t) cost |+ A(t)sint =0.

Da bi jednadzba bila zadovoljena, svi ¢lanovi koji mnoze sin(f) i koji mnoze cos()
moraju biti jednaki nuli.

A(t)sint — A(t)sint —ad(t)sint + 3 4% (t)cA(t)sin’ ¢ = 0,

2A(t)cost —aA(t) cost +3cA® (f)sin’ t cost = 0.
1 —cos2¢ ;

(5.50)

Dovoljna nam je druga jednadzba koja uz sin*¢ =
(l — lcos2tj cost = lcost — l[cos(2t —t)+cos(2t + t)] ,
2 2 2 4

daje treci ¢lan 3—CA3 (cost—cos3t).
Druga jednadzba izlazi

2 A(t)cost —aA(f)cost + %CA3 (cost—cos3t)=0.

Efekt tre¢e harmonicke komponente (37) u ovom veoma oscilatornom sustavu koji titra s

ap=1 moze se zanemariti pa dobivamo diferencijalnu jednadzbu za sporo mijenjanje

amplitude
2A(t)—aA(t)+%cA3(t):O. (5.51)
Stalna amplituda A(¢) = 0 uspostavit ée se pri
A(t)(a —%Az(t)j =0 t. A, =0 i Al = % : (5.52)

Ako pretpostavimo da je pocetno stanje u sustavu izazvalo pocetnu amplitudu titranja
A(0) = Ay utitravanje oscilatora od Ay do A dobit ¢e se rjeSenjem gornje jednadzbe

separacijom varijabli. Pogodne transformacije su mnoZenje s 4

2
244 = aAz(t)—ﬁA‘*(z) _dd
4 dt

Uz supstituciju 4° = 1
Y
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1l dyp a 3c dy 3c
—— = —=—ay+—
yodt y 4y dt 4
v v _
i :aJ‘a’r:at:J‘ i =—In-Y: Y
Yoﬁ—ﬂ Yo Yoys—n Ys ™Yo
4a
d_1
_ AZ 2
S e S B (5.53)
Y€_YO L_L
A 4
Amplitudu dobivamo konacno
1 | R | -
—=—c"+—(1-e"). 5.54
7oA Af( ) (5.54)
Odnosno
A
A(t) = s : (5.55)
2

v

Sl. 5.14

Amplituda se u pocetku eksponencijalno razvija pocevsi od Ay, a kasnije asimptoticki
priblizava stalnoj vrijednosti As. U slucaju A¢<A; raste, dok za Ap>A; asimptoticki pada na
A;. Amplituda oscilacija pokazuje svojstvo stabilnosti. Trajektorija u ravnini stanja kre¢e od
pocetnog stanja i tezi zatvorenoj krivulji. Zatvorena krivulja opisuje tzv. granic¢ni ciklus u
sustavu.

Za razliku od zatvorenih trajektorija u linearnom sustavu, gdje pocetno stanje odreduje
veli¢inu zatvorene krivulje, ovdje parametri nelinearnog funkcijskog bloka (a,c) odreduju
veli¢inu zatvorene trajektorije. U njenoj neposrednoj blizini nema drugih trajektorija. Takve

trajektorije se nazivaju izoliranim.
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X2

720

SL. 5.15

X1

v



6. OPCI LINEARNI SUSTAVI

Linearni sustavi ¢ine vrlo vaznu klasu sustava, jer se veliki broj realnih sustava moze

modelirati linearnim sustavom.
6.1 Primjeri signala u kontinuiranom vremenu

Za analizu linearnih sustava najvece znacenje imaju signali: kompleksna eksponencijala

1 Diracova o-funkcija.
6.1.1 Kompleksna eksponencijala

Kompleksna eksponencijala je vrlo vazan signal u analizi sustava, a predstavljen je s
u(f) =Ue", U, seC, te R,
gdjesu U = lu|e? kompleksna amplituda, a s = 6 + jo kompleksna frekvencija.
Specijalni slu¢ajevi pokriveni s ovim matematickim modelom signala:
a) konstantan signal s =0
u(t)=U, t € (-0, ),

gdje je U realna konstanta.

v

SIL 6.1

b) eksponencijalni signal s = o
u(t) = Ue” , te(—mw, ), 0ce R, Ue R,

gdje su U i orealni brojevi.

A
u

\ <0

\

v

SI. 6.2

¢) kompleksni harmonijski signal s = jo
u(f) = U™ | te(—w, o), e R,
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gdjeje U = lule? kompleksna amplituda, a o realna kruzna frekvencija
w=27f.
Kompleksni harmonijski signal se moze rastaviti na dvije komponente: realnu i
imaginarnu
u(?) = U = |U| D = | U|[cos(axt + ¢) + jsin(et + ¢)].
Realni harmonijski signal predstavlja titranje konstantne amplitude Sl. 6.3.
u,(t)= Re{u(t)} = |U| cos(awt + @) .

A
u

ANANYAN
VARV RV

SI. 6.3

Moze se takoder prikazati i s dvije eksponencijale

u,(f)= u) +u () = l(Ue”’” +U*e™/ )
2 2
Harmonijski signal s frekvencijom f'# 0 je periodi€an tj. u(f) = u(t + T), gdje je T = 1/f
najmanja pozitivna vrijednost za T # 0, takova da vrijedi € = &* ") odnosno ¢“" = 1. Za
/=0 harmonijski signal postaje konstanta u(f) = U.
d) op¢i slucaj kompleksne eksponencijale o= 01 @ # 0.
Re{u(t)} predstavlja eksponencijalno rastu¢e (o > 0) ili padaju¢e (o < 0) titranje

frekvencijom o Sl. 6.4.

A
u

[N\,

/\ |
YRS

SL. 6.4

6.1.2 Dirac-ova delta funkcija

Drugi vazni model signala za analizu sustava je Dirac-ova &funkcija. Potreba za delta

funkcijom pojavila se u fizici kad je trebalo predstaviti gustocu elektrickog naboja u prostoru
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s tockastim nabojima ili vremenski tok struje i(¢) u idealnom krugu bez induktiviteta i otpora
koja nastaje pri nabijanju kondenzatora. Napon kondenzatora trenutno skace na napon izvora
U, a struja donosi kona¢nu koli¢inu naboja Q= CU, u beskona¢no kratkom vremenu.
Mozemo zamisliti da je oblik struje vrlo kratkotrajan impuls, vrlo velikog iznosa koji u
grani¢nom slucaju (R, L — 0), ima trajanje 0 i beskonacan iznos.

Da se uzme u obzir i ovakav impuls morat ¢e se uzeti matematicki objekt, tzv. Dirac-ova
delta funkcija koja ima svojstvo da je svugdje jednaka 0 osim u ishodistu

5(t)=0, t#0,

te da joj je integral jednak jedinici
T& (t)dt=1.
Tada struju u kondenzatoru moier_no predstaviti s
i(t)y=CUAL), a q(t)=CU jé(z‘)dz‘.

Isti vremenski tijek sile p(f) imamo kad jedna biljarska kuglica udari drugu. Taj sudar je
za idealno elastiéne kugle zanemarivog trajanja, a sila ima oblik impulsa koji predaje
konac¢nu veli¢inu gibanja mv drugoj kugli

dV v 4
—_—= t - dv = Hdrt .
= p(o) mj {p()

Delta funkciju svrstavamo u obitelj tzv. singularnih signala koji se mogu tretirati samo
pod znakom integrala, jer je samo integral delta funkcije konacan.

Matematicka teorija koja ukljucuje singularne funkcije naziva se teorijom distribucija.
Distribucija ili generalizirana funkcija ukljucuje uz singularne funkcije poput Sfunkcije i
regularne funkcije klasi¢ne matematike preko djelovanja na skup tzv. ispitnih ili test funkcija.

Polazno stanoviSte je da se regularna funkcija moze karakterizirati linearnim
funkcionalom koji specificira djelovanje te funkcije na definirani skup ispitnih funkcija.
Funkcional preslikava funkciju u broj i moze ukljuciti i objekte koji nisu regularne funkcije.
Tim putem se mogu opravdati sve operacije na singularnim funkcijama koje su ekvivalentne
operacijama na regularnim funkcijama.

Generalizirane funkcije su opisane dakle pomocu linearnih funkcionala na skupu ispitnih
funkcija 2. Dalje, skup 2 se sastoji od svih funkcija omedenog podrucja (konacne amplitude)
koje su jednake nuli izvan nekog kona¢nog intervala i mogu se derivirati proizvoljan broj
puta.

Dobar primjer ispitne funkcije je

)= o M=) |t|<a
70

|t|2a.
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Distribucija je kontinuirani linearni funkcional F(¢) definiran s
F(p)= [ f(Op(t)dt.

Funkcija F je regularna ako postoji funkcija f, odnosno singularna ako ne postoji. Mi
ipak Cesto piSemo F(¢) simbolicki kao integral i f u integrandu nazivamo singularnom
funkcijom. Integral, dakle, pridruzuje broj funkciji ¢ zavisan od (tezinske) funkcije f.

Delta distribucija &) se pise simbolicki kao
S(p)= [5()p() dt = p(0).

Singularna funkcija &) se naziva delta funkcijom. Njeno osnovno svojstvo je da ispitnoj
funkciji ¢ pridruzuje broj ¢(0). Sva njena svojstva se dadu prikazati upotrebom gornjeg
integrala i ispitne funkcije ¢ iz skupa 2.

Za rad s o-distribucijom na funkcijama koje nisu iz 2 rezultat zavisi samo od iznosa
¢»(0), pa kad radimo s delta funkcijom dovoljno je da ¢ bude kontinuirana na ¢ = 0.

Neka svojstva delta funkcije

Produkt X1)A(¢), gdje je f(f) neprekinuta funkcijau ¢ = 0:

[ f Op)dt = £(0)p(0) = [ 5(2) £ (O)p(2)dt

Odatle slijedi da je
S &) = 0)KD).

Derivacija delta funkcije

F(p) = T5'(t)(/>(f)dl :
Parcijalna integracija daje
~50000)|”” - [5009 )t = 0).
Za n-tu derivaciju parcijalnu integraciju ¢e trebati provesti n-puta da se dobije
T5 " (Op()dt = (=1)" " (0).

Integral delta funkcije

Heavisideova jedini¢na stepenica je definirana s

ool >0
OV <o

Moze se pokazati da je delta funkcija derivacija jedini¢ne stepenice tj.
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+00

Jowp = [ eypa.

—00

Integrirajmo parcijalno desnu stranu

) = [ g0yt = (0]~ - [ ey ey =

= 1)~ [¢'(0)dt = p(o0) =0~ ()], = p(0).

Time smo pokazali da su A7) i du/dt ekvivalentni jer funkcional u oba slucaja daje ¢(0).

Pregled najvaznijih svojstava delta funkcije je u tablici 6.1.

‘ Svojstvo Uvjet
[8(p(t)dt = (0)

¢(t) neprekinutau £ =0

A Xt) =R0)X¥) At) neprekinutau =0

[5=Hot)dt = ()

.

I5(")(t)¢(t)dt =(-1)" 9" (0) ne N, ¢(t) je najmanje n-puta

—00

0370 =27 @0

@(t) neprekinuta u t = ¢

derivabilnau =0

du
Z(t) =o(1)

a"u
—@)=6"(
dt() ® neN

1
0 =—0
(o) |a| ® aceR, a#0.

Tablica 6.1 Svojstva Diracove delta funkcije
6.2 Linearne operacije medu signalima

Pretpostavimo linearnu kombinaciju od N signala
N
ult) =2 a, u,(¢), (6.1)
k=1

kojom je predstavljen slozeni signal u(t). Pri tom su {a;} realne ili kompleksne tezinske
konstante (amplitude). Ovdje je parametar ke Z cijeli broj, a rezultat u(t) je dobiven
sumacijom konac¢nog ili beskona¢nog (N—), ali prebrojivog skupa funkcija wu(t)

(elementarnih signala). Za trenutne vrijednosti imamo
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u(t):ZN:akuk(t):ZN:a(k)u(t,k) , teR, ke Z. (6.1a)

U ovom obliku se pojavljuju transformacije, gdje je domena funkcije kontinuirana, a
parametar k cijeli broj. Ovdje je funkcija u(t) jednoznacno odredena sa skupom ili nizom
amplituda {a(k)}.

Na primjer Fourierov red

u()= Y a, e, gdjeje u(t,k)=e"".
k=—c0

Ako je skup elementarnih funkcija neprebrojiv, indeks & ¢e biti kontinuirani parametar A.
Tezinska konstanta a(A1) postaje kontinuirana funkcija parametra A, a sumacija integral, tako

da se slozena vremenska funkcija dade predstaviti integralom.

W(t) = Ta(x)u(t,x)dx . (6.2)

Signal v je dakle predstavljen integralom elementarnih signala s tezinskom funkcijom
a(A), koja se obicno naziva spektar i kojom je v jednoznacno odreden. Ovaj integralni oblik

se naziva transformacijom dok se u(z, 1) naziva jezgrom transformacije. U tom obliku su

linearne integralne transformacije koje se upotrebljavaju u analizi sustava kao $to su:
(1) Fourierova
u(t, A) =™,
gdje je parametar kontinuirana A€ IR realna frekvencija.
(i1) Laplaceova
u(t, \) = eM, AeC,
gdje je parametar AeC kompleksna frekvencija elementarnog signala. U jezgri,
dakle, u oba slucaja figurira eksponencijalna funkcija.

Za uzorke vremenski diskretnog signala vrijedi

v(n) = +Z.oak“k (n),

v(n) = ia(k)u(n,k) , mnkeZ, (6.3)
k=-0
Sto je analogno izrazu (6.1a).
Signal je ovdje predstavljen sumom elementarnih signala. U tom obliku su zbrojne
transformacije kao na primjer diskretna Fourierova transformacija.
2 mk
u(n,k)zej N o mkeZ,
2mk

v(n) = g‘ia(k)e“T .

Brojevna transformacija a(k) € (0,1)
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u(nk)=2", vn)= Zb:a(k)Zk" .

S druge strane parametar moze biti kontinuiran, pa umjesto sumacije po parametru

imamo integral

v(n) = Ta(l)u(n,ﬂ)dﬂ , neZ, eR. (6.4)

—00

Na primjer: Vremenski diskretna Fourierova transformacija
1 % ) ,
v(n)=— |a(e’*)e’"dw .
(n=> j ()

Ovdje je niz predstavljen integralom eksponencijala, dakle, obratno nego kod razvoja
periodicne vremenske funkcije u zbroj eksponencijala diskretnih frekvencija—Fourierov red.

Slijede¢i primjer: 2-transformacija A=z € C
v(n) = iﬁa(z)z'“dz .

Svojstva ovih transformacija upoznat ¢e se poblize u kasnijim poglavljima.
Preslikavanje s linearnim operatorom F moZe se posebno jednostavno odrediti

koriStenjem superpozicije ako se operator vremenski ne mijenja.

V= [Za,”,] Za F(u,)= Zalvl, (6.5)

gdje je v; = F(u;) komponenta slozenog signala uzrokovana komponentom izvornog signala
(6.1) ili komponenta v; dobivena preslikavanjem komponente u;.
Ako izvorni signal predstavimo integralom (6.2) primjena operatora F ¢e dati slozeni

signal u obliku
V= [Ta(/'t)u( ﬂ,)d/ij Ta(/'t)F(u(-, 2))dA
i konaéno
v = Ta(/i)z(-, A)dA, (6.6)

gd.]e je F(u(aﬂ’)) = Z('vﬂ“)'
Za trenutne vrijednosti signala nakon primjene operatora imamo

W(t) = Ta(/”t)z(t, A)dA. (6.7)

Izrazi (6.5) 1 (6.7) proizlaze iz linearnosti operatora F i predstavljaju vrlo vazne operacije
na signalu. Dovest ¢emo ih u vezu s &funkcijom.
Pretpostavimo specijalni slu¢aj da je kontinuirani signal u(f) predstavljen linearnom

kombinacijom &funkcija.
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u(t)= Y a,6(t-1,)= Y u(r)5(t-r,). (6.8)
Nakon primjene operatora /' na zakasnjelu o-funkciju mozemo pisati
F(&t =) =h(t, 7) (6.9)
odnosno iz (6.5)
v(t)= Y ah(t,z,). (6.10)

Kod predstavljanja signala integralom o-funkcija imamo
u(t)= [a(A)d(t—A)dA =a(r).

IzjednaCavanje a(?) = u(f) izlazi zbog svojstva ofunkcije, pa se gornji integral moze
napisati u obliku

u(t) :Tu(r)é(t—r)dz'. (6.11)

Nakon primjene operatora na gornju prezentaciju signala, odnosno o~funkciju
F(&Xt—1))=h(t,7) (6.12)

izlazi kona¢no za trenutne vrijednosti

W(t) = Tu(r)h(t,z')dz' . (6.13)

Kao §to se vidi, bilo kakvo linearno preslikavanje dade se predstaviti gornjim
integralom, gdje A(¢, 7) predstavlja rezultat djelovanja operatora na zakasnjelu Sfunkciju
At — 7).

U specijalnom slucaju kad je funkcija A(¢, 7) = h(f - 7) uvijek ista, samo vremenski kasni
za T, koliko kasni 1 &~funkcija, (6.13) dobiva oblik

v(t) = Tu(r)h(t —7)dt = Th(f)u(t —-7)drt, (6.14)

koji se naziva konvolucijom. Preslikavanje je potpuno odredeno funkcijom 4.

Opcenito za linearne sustave, preslikavanje signala (6.1) u — v ¢e biti moguce
predstaviti superpozicijom istih elementarnih funkcija, ako nademo takve elementarne
funkcije koje se ne mijenjaju primjenom operatora F' osim za skalni faktor, tj.

vi = F(u;) = Hu,.

H je konstanta i naziva se vlastita ili karakteristi¢na vrijednost operatora.

Bilo koji signal ¢ija transformacija s F daje svoju repliku naziva se vlastita ili
karakteristi¢na funkcija operatora F (eigenfunction).

Za vremenski stalan linearni operator to je kompleksna eksponencijala e, te R i seC

Sto se moze dokazati konvolucijskim integralom (6.14).
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v(t) = Th(r)u(t —7)dt = Hu(t).
Pretpostavimo da je u(f) = e”. ;a W(t) izlazi
v(t) = Th(r)es“_”dr = {Th(r)e_”dr}e” = He", (6.14a)
gdje je
H(s) = Th(t)e‘"dt,

karakteristi¢na vrijednost za karakteristi¢nu funkciju e”, tako da u (6.5) izlazi
v,(t)=a,H(s,)e".
Integral treba biti konvergentan $to odreduje podrucje s-a za koje je H(s) vlastita

vrijednost.
6.3 Ulazno izlazni model linearnog sustava

Sustav je dan relacijom, odnosno skupom parova {(u, y)} ulazno izlaznih varijabli. Ako
bilo koja dva para (uj, y1) 1 (42, y2) daju linearnom kombinacijom par (qu; + fuz, ay1 + [v2),
koji je takoder ulazno izlazni par, sustav je linearan. Sustav dan relacijom nema nuzno jedan
izlaz za svaki ulaz. Ako za dani ulaz postoji samo jedan izlaz, ulazno izlazni model
karakteriziran je funkcijom, odnosno preslikavanjem koje pridruzuje jedinstven izlaz za svaki
ulaz.

Funkcija F:7—% koja pridruzuje jedinstven izlaz ye% svakom ulazu ue? naziva se i
ulazno izlazno preslikavanje y = F(u).

Ako je F linearni operator, tj. ako vrijedi F (au; + fuz) = aF (u1) + BF (u2), tada se
y(f) moze izraziti eksplicitno kako smo pokazali u poglavlju 6.2 u obliku integrala (6.13).

y(t) = Th(t,r)u(z‘)dr (6.15)
Za kauzalan sustav vrijedi E
y(t) = j-h(t, Du(r)dr, h(t,7)=0, 7>t (6.16)
te ako je kauzalan sustav ;iran ufo1u(t) =0 za t<ty

(1) = jh(t,r)u(f)dr : (6.17)

U razvoju ulazno izlaznog modela pretpostavlja se da je sustav miran prije pocetka
pobude, te da je izlaz posljedica jedino ulaznih signala, kojima je i jednoznac¢no dan. Kako se
pretpostavlja da je sustav miran za ¢ = —o (6.15), signal u _, ,, osigurava da je izlaz dobiven

samo 1 jednoznacno s u(t). Svaki linearni sustav moze biti predstavljen u obliku (6.15).
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Jezgra h(t, 7) se moze interpretirati kao odziv linearnog vremenski promjenjivog sustava
na o-funkciju u trenutku t = 7(6.12).

Integralni oblik (6.15), (6.16), (6.17) je funkcional koji pobudnoj funkciji pridruzuje broj
v(t). Jezgra h(t, 7) zavisi od sustava. Ovaj integralni oblik predstavlja formalno rjeSenje za
linearne sustave, bili oni diferencijalni ili ne. Ovi posljednji su beskona¢nog reda kao $to su
linije, valovodi, sustavi s kasnjenjem ili nekauzalni sustavi kao $to su idealni niskopropusni
filtar, itd.

S druge strane, u slozenim sustavima impulsni odziv je ¢esto jedini podatak koji imamo,
a dobiven je mjerenjem.

Osnovna spajanja sustava paralelno i1 u kaskadu za vremenski promjenjive sustave kada

su nam poznati samo njihovi impulsni odzivi 4, 1 A, se mogu dobiti kako slijedi iz slike.

u % y
o—— h —o— h» —— o
SI. 6.5

W(t) = Thl (t,0)u(r)dr
W(t) = Thz &, HV(HdI
W(t) = Thz (t, 19)[Th1 (9, r)u(z‘)dr}dtg =

= j j hy (t,9)h, (9, r)dS}u(r)dr.
U zagradi je funkcija od 7 i T i predstavlja impulsni odziv kaskade.
hl,(t,7) = jhz t,9)h (t,9)d .

Linearni vremenski promjenjiv sustav je stabilan ako je njegov odziv na bilo koji
omedeni ulaz | u(t) | < M, < oo, omeden | () < M, <oo.

Nuzan i dovoljan uvjet za to je apsolutno integrabilan impulsni odziv sustava.

T|h(t,z')|dz' <N.

—00

Dokaz:

+00 +00

)| < [|he,u@ldz <M, [lhe,ojdz.

-0 -0

Odatle |y(f)| < MLN.
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6.4 Vremenski stalni sustavi

Vremenski stalni sustav ima impulsni odziv po obliku uvijek isti, nezavisno od trenutka
pobude, tj. za svaki 4, odziv u trenutku t + $ na impuls u(z+ 9) je isti kao odziv u trenutku ¢
na impuls u trenutku 7.

h(t+ 9, t+ 9) = h(t, 7).

Odatle proizlazi da je & funkcija razlike svojih argumenata.

Vrijednosti funkcije impulsnog odziva A(t, 7) u trenutku ¢ zavisit ¢e samo od proteklog
vremena od trenutka 7impulsne pobude, dakle od 7 — 7.

ht,)=h(t—17 tre R.

Odziv sustava se moze napisati u obliku
y(0) = [ht=oyu(r)de,

koji se naziva konvolucijskim integralom, a operacija izmedu funkcija 2 1 u naziva se
konvolucijom i oznacava s
y=h*u, y()=(h*u)r).

Konvolucijsko preslikavanje vrijedi za sve linearne vremenski stalne sustave koji se zato
cesto nazivaju konvolucijski sustavi.

Za odredivanje konvolucije dovoljno je znati impulsni odziv A(¢) = h(t — 0) tj. vrijednosti
funkcije 4 za svaki trenutak ¢ na pobudu impulsom u trenutku 0, jer je za 6(¢ — 7) odziv isti ali
zakasnjen za 7, tj. h(t — 7).

Primjer: Odziv konvolucijskog sustava g na jedini¢nu stepenicu pi(t).
t—-7=4

g(t)= _]:h(t —n)u(r)dr = Ih(t —-7)dtr dre—g

gt)=-[n(9)d9=[h(Hd3.
Deriviranjem integrala po gornjoj granici dobivamo

_dg
W) ==2(0).

Odziv na stepenicu je katkad lakSe odrediti.
Kauzalan sustav ima svojstvo A(t — 1) =0 za t <t ili A(¢) = 0 za t<0.

Odziv kauzalnog sustava
t
() = j h(t—7)u(r)dr .

Odziv kauzalnog sustava na kauzalnu pobudu (u(t) =0 za ¢ <0):
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y(t) = jh(t —Du(r)dr.

6.5 Svojstva konvolucije

Konvolucija preslikava funkciju « u funkciju y tako da trenutna vrijednost rezultirajuce
funkcije y(¢) je odredena integralom, dakle cijelim vremenskim tijekom jezgre 4 i signala u.
Prema tome to zaista nije preslikavanje tocke u tocku ve¢ funkcije u funkciju.

Da bi se izvrsila konvolucijska operacija i dobila vrijednost y(¢) za neki trenutak ¢ treba
izvrsiti slijedece:

(1) Vremensku inverziju signala / i njen pomak naprijed za ¢.
(i1)) Multiplikaciju signala kako stoje.
(i11) Integrirati produkt u danom intervalu da bi se dobio y(¥).
Ovaj postupak treba provesti za svaki ¢.
Pretpostavimo da su signali u, z, 4 definirani na beskonac¢noj osi te(—w, ).

MozZe se pokazati da za konvoluciju signala vrijedi:

Komutativnost h*xu=u*h ako A(h*u)
Asocijativnost (hxu)*z=h*(u*z) ako A((h*u)*z)
Distributivnost h*(u+z)=h*xu+ h*xz ako A(h*u)1 A(h*z)
Multiplikacija skalarom — a(h*u)=(ah)*u =h*(ou) ako A(h*u) aeC.
Diferenciranje D(h*u)= Dh*u=h=*Du ako je funkcija 4 odnosno

u diferencijabilna.

Suport konvolucije je skup vremenskih trenutaka za koje je signal razli¢it od nule
(€T | u(t) = 0}.

Ako je suport od /# u nekom intervalu [a,b] 1 od u u [c,d] s tim da se a 1 ¢ eventualno
protezu do —o, a b 1 d do + =, tada je suport konvolucije

[a+c,b+d].

Ako je suport obaju signala 4 i u omeden (tj. suport je sadrzan u konacnom intervalu),

onda je 1 suport konvolucije omeden.

Konvolucija sa singularnim funkcijama:

u*od=u,
0*0=0.
Ako je h regularna funkcija m-puta derivabilna
(h*8")(t) = _[h(t -7)8" (r)dr = (—l)m{j —h(t —1)} =0
—0 T
=h"(t) teR .

Isto tako vrijedi za singularne funkcije
S x g = slm
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Stabilnost konvolucijskog sustava

Konvolucijski sustav je stabilan ako je odziv y konacan za svaki ulaz u konacne
amplitude. Nuzan i dovoljan uvjet stabilnosti je da mu je impulsni odziv apsolutno

integrabilan.

ﬂmmm<w.

6.6 Harmonijska pobuda konvolucijskog sustava

Harmonijska pobuda je zanimljiva jer se svojstva sustava mogu sagledati u
frekvencijskoj domeni, $to je jo$ jedan nacin koji osigurava uvid u ponasSanje sustava. S druge
strane veliki broj signala se dade predstaviti kona¢nim ili beskona¢nim skupom (linearnom
kombinacijom) harmonijskih signala kao S$to su Fourierov red i integral. Linearnost
konvolucijskog sustava se onda moze iskoristiti da se njegov odziv dobije kao linearna

kombinacija odziva na jednu komponentu signala u
u(t) = U™ | te(~o0, o),

y@)==jh0—4jb%””dr,
supstitucijom ¢ — 7= Jizlazi

ﬂozua”jmgpﬁwds,

y@=ﬂ@&ﬂ4@ﬂﬁm@=ﬁﬂwww3 (6.18)

Odziv je eksponencijalan (sinusni) kao i pobuda. Veli¢ina H(w) je kompleksan broj na
pobudnoj frekvenciji @, koji svojom veli¢inom ‘H(a)) | pokazuje koliko puta je veca
amplituda odziva H(w) od amplitude pobude U, a fazom ¢ = arg H(w), koliko je izlaz fazno
pomaknut prema ulazu.

Ovdje vidimo oblik odziva jednak obliku pobude. Eksponencijala ¢’ je karakteristi¢na
funkcija F(vi(?)) = o(¢) (6.14a).

Ako pobuda mijenja frekvenciju, mijenjat ¢e se 1 H(w). H shvacena kao funkcija od @
naziva se frekvencijskom karakteristikom. Redovito je kompleksna i predstavlja se u
pravokutnom i polarnom obliku:

H(jw) = H(w) + H(®) = A(0)d (6.19)
gdje su H(w) i H(w) realni i imaginarni dio, a A(w) amplitudna i ¢(w) fazna
karakteristika. Integral H(w) egzistira ako je konvolucijski sustav stabilan, odnosno ako je

impulsni odziv sustava apsolutno integrabilan
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+ﬁh(9)|dl9 <. (6.20)

Ako je h realna funkcija vremena, frekvencijska karakteristika sustava je konjugirano
simetri¢na, tj. H(—w) = H*(w) §to znaci da je veli¢ina |H(a)) | = A(w), dok je fazna funkcija
neparna ¢ ®) = —@ ), Sto se lako vidi iz izraza za H(w) (6.18). Zbog te simetrije dovoljno je
za realne sustave specificirati frekvencijsku karakteristiku samo za @ > 0, tj. nenegativne

frekvencije.
Frekvencijske karakteristike sustava mogu imati razliCite oblike vazne za filtriranje

signala Sto ima veliko znacenje za obradu signala.
Zbog toga su se razvile metode projektiranja elektrickih mreza ili elektroni¢kih sustava

prema zahtjevima u frekvencijskom domenu.
Za linearne sustave vrijedi (6.1) 1 (6.5). Ovdje ¢emo ukratko razmotriti specijalni slucaj
kad su pojedine funkcije u linearnoj kombinaciji eksponencijale

v, (t)=e’™.

Specijalni slu€aj kad su @y = ko, predstavlja periodi¢nu funkciju perioda T=27/w; u
obliku

u(t)= Y U™, (6.21)
k=—0

Sto predstavlja Fourierov red.
Linearni operator primijenjen na u dat ¢e

y=F()= F( Y ke-”“"”j

k=—0
= > U F("")=> U H(ko)e*",
k=00 k=—0
Za trenutne vrijednosti izlazi
y(t)= > U H(ka,)e" ™" . (6.22)
k=—o0

Izlaz iz sustava je, kao i ulaz, suma harmonijskih komponenti. Veli¢ina H(kw;) odreduje
koliko ¢e harmonijske komponente na izlazu iz sustava biti ve¢e od harmonijskih komponenti
ulaza.

Prijelaz na neprebrojiv skup funkcija {¢}, gdje je @ kontinuirana, linearna kombinacija
(6.1) ¢e dobiti integralni oblik

u(t) = iTU(a))e’j“”da), (6.23)

gdje se umjesto tezinskog koeficijenta za k-tu komponentu U; u (6.23) pojavila tezinska
funkcija U(w), koja pokazuje relativnu zastupljenost svake infinitezimalno male harmonijske

komponente frekvencije @. Buduéi da pri prijelazu na kontinuiranu frekvencijsku os @ = kay,
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kod neke frekvencije w svaki k— o, a @ — 0, odnosno period 27/@; — o, gornji integral
(Fourier), predstavlja aperiodi¢nu funkciju definiranu na cijeloj vremenskoj osi. Tezinska

funkcija U(w) se naziva Fourierov spektar signala u

U(w)= Tu(t)e‘j”’dt :

Linearno preslikavanje od strane sustava y=F(u), daje primjenom aditivnosti i

homogenosti operatora F slijedece:
1 +0 A
=Fu)=— |U(o)Fle’"" Ho.
y=F@ = JU@F )

U F(¢“) prepoznajemo odziv sustava na eksponencijalnu pobudu
(Fe™)ke) = H(w)e™ (6.24)

pa izlazi konac¢no
1 v j ot 1 i j ot
Y(t)=— jU(a))H(a;)ef do=— j Y(w)e'”dw. (6.25)
2z 7 2r 7

Izlazni signal je predstavljen Fourierovim integralom. Spektar tog signala je dan
jednostavno s produktom spektra pobude i transfer funkcije
Y(w) = U(w)-H(o).
Odziv za pobudu eksponencijalom se dobiva vrlo jednostavno jer za tu funkciju u
linearnim sustavima vrijedi
" > He"
To svojstvo ima tzv. vlastita ili karakteristicna funkcija (engl. eigenfunction)
diferencijalne jednadzbe.
Ona zadovoljava zahtjev da elementarne funkcije za predstavljanje signala osiguravaju
najjednostavnije operacije u odredivanju odziva.
Tada se linearna kombinacija eksponencijala pobude nalazi i kao linearna kombinacija
eksponencijala na izlazu tek s promijenjenim parametrima - kompleksna amplituda.
Pobuda i odziv linearnog sustava se dakle mogu prikazati opcenito s prebrojivom ili
neprebrojivom linearnom kombinacijom eksponencijali.
Najopcenitija eksponencijala je ona s kompleksnom frekvencijom s. Za nju takoder
vrijedi
e — H-e"

Za konstantu H izlazi
H(s)= j h(t)e ™ dt, (6.26)

koja je funkcija kompleksne frekvencije s, pod uvjetom da integral konvergira.
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Izraz (6.26) za transfer funkciju definira dvostranu Laplaceovu transformaciju impulsnog
odziva Ah(?). Funkcija A(f) se moze prikazati preko cijele vremenske osi (—o0, o).

Umjesto sume harmonijskih signala ovdje imamo kontinuiranu sumu eksponencijalnih
funkcija s kompleksnom frekvencijom s. Zbog spomenutih svojstava Fourierova
transformacija je dakle specijalni slucaj Laplaceove za s =j .

Fourierova i1 Laplaceova transformacija imaju veliko znacenje u analizi sustava. Veliki
broj sustava se moze modelirati diferencijalnim jednadzbama. £ -transformacijom se one
svode na algebarske jednadzbe koje omogucuju:

¢ jednostavno, katkad rutinsko odredivanje odziva sustava;

e dobar uvid u svojstva sustava i njegovih podsustava u domeni realne i kompleksne
frekvencije;

e projektiranje sustava u domeni realne i kompleksne frekvencije;

¢ razliCite realizacije i transformacije sustava specificiranog odziva.
6.7 Laplaceova transformacija

Integralni oblik dobiven za transfer funkciju, koja predstavlja ekvivalent za vremensku
funkciju A(?), je bilateralna ili dvostrana Z-transformacija. Z-transformacija je operator koji

funkeciji u domeni ¢ pridruzuje funkciju u domeni s
X(s)= j x(t)e™dt,

pod pretpostavkom da gornji integral konvergira. Kaze se tada da Z-transformacija egzistira.

(—o+jo)t

Budu¢i da je funkcija x mnozena eksponencijalom e , koja sadrzava prigusni Clan,
za ocekivati je da ¢e <Z-transformacija postojati za veéi broj funkcija nego kod
7 -transformacije.

Z-integral ¢e biti konacan ako vrijedi
X(s) < [[eole™dt <ox..

Pretpostavimo da je:

re’ t>0
|X(t)| < oyt ?
re®? t<0

eksponencijalnog reda, gdje je re R ., a 61,07, € R.
Tada ¢e biti

0 +00
X(s)= J‘re("f‘v)tdt + J.re(clfs)’dt ,
0

—00

0 +o0

1 s
+ e(csl $)t
O, —S§

X(s)<r ;e“’f”’
c,—s

0

—0
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Vrijednosti integrala na donjoj (—) i gornjoj ( + o) granici su konacne ako i samo ako
su Re{s} < o» 1 Re{s} > ay. F(s) konvergira dakle u podruc¢ju kompleksne ravnine s za koji
vrijedi

o1 < Re{s} < oz, kako pokazuje Sl. 6.6 1 Sl. 6.7 , odnosno u podrucju Sirine o, — o7.

jo A s-ravnina jo A s-ravnina

v

»
»

o / o o 0 |o / o o

Sl. 6.6 SL. 6.7

Lijeva granica o7 je odredena ponaSanjem funkcije x za ¢+ > 0, a desna granica o
ponasanjem funkcije x za ¢ < 0.
Kad podrucje konvergencije ukljucuje imaginarnu os s =jw (S1. 6.6) , tada se moze

odrediti Fourierova transformacija

X(jo)=X(s) i Z{xj=L{x}

(6.27)

s=jw s=jo "
U protivnom funkcija x(¢) nije apsolutno integrabilna i ne posjeduje Z-transformaciju u
klasi€énom smislu.

Za funkcije eksponencijalnog reda za koje vrijedi

lime” x(¢) =0, t>0,

t—o

koje dakle ne rastu brze od eksponencijale, postoji podrucje konvergencije £-integrala.

Za funkcije koje brze rastu nema konvergencije, osim ako se takva funkcija ne nacini

0 t<T,
x(t)=
0 t>T,

konaénom

Moze se pokazati da je op¢i izraz inverzna transformacija dana integralom
x(t)= [F(s)e"ds (6.28)
gdje je integracija provedena u kompleksnoj ravnini duz linije s = ¢, koja lezi unutar
podrucja konvergencije £ -integrala.
Za kauzalne sustave A(f) = 0 za t < 0 1 kauzalne pobude u(¢) = 0 za ¢ < 0, dakle pri analizi

realnih sustava, upotrebljava se jednostrana ili unilateralna £ -transformacija

o0

X(s) = [ x(H)e™dt.

0
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Zbog toga za jednoznacnu vezu izmedu izvorne funkcije i njene transformacije odnosno
da bi se mogla odrediti iz transformata sama funkcija, treba znati podrucje konvergencije.
Primjer 6.1. Odaberimo dvostranu . -transformaciju funkcije
alt|

x(H)=e —00 < t < +00 a>0

x(0) = (e =" Ju(t)

0 +o0
X, (s)= Ie”’e_Stdt+ J.e_‘"e_”dt

-0 0
—(o-a)t —jot 0 —(o+a)t +jot to

e . e e

X, (s)= +
—(s—a) ‘_w —(s+a) ‘0
(c—a)<0 (oc+a)>0
o<a o>—a
1 1 2a

X, (8) = ——+—— = —e<o<a

a—s a-+s a —S

o0

X, (s) = J‘ e e dt - j e“edt
0 0

e—(o+a)z el *®

Xa(8)= —(s+a) ‘0_ —(s—a) ‘O

X, (s)= L = 25 (0-a)>0 = o>a

s+a S—a 612—S2

e—(o‘—a)t _e—ja)t |Oo

Iz primjera se vidi da su Laplaceove transformacije signala .Z {x;} 1 .Z {x»} jednake mada
su signali razlic¢iti. Podrucja konvergencije su medutim razlicita i dodiruju se za o= a.

Budu¢i da se inverziju integrala mora odrediti za vrijednost o, za koju je Laplaceov
integral konvergentan to ¢e osigurati jednoznacnost veze. Kako vidimo, podrucje

konvergencije za £ -transformaciju mora biti poznato.

6.8 Svojstva dvostrane L-transformacije

1. Linearnost

J{axl+bx2}:aX1+bX2 max(a,,a,) <o <min(f,, f,) .
2. Vremenska kompresija

Lar)=L x5 laler < <|al8.

3. Vremercllski p%mak

,-Z{JC(t—r)}:X(s)e’zy a<o<p.

4. Frekvencijski pomak

J{e“” -x(t)}:X(s+a) a-Rela}<o < f-Rela}.

5. Konvolucija u vremenu
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‘le*xz}z 1.))(((25) max(a,,a,) <o <min(f,, S,).
éﬁLEL,Q(gMgJ —‘vregrenu max(a,0) <o < f,

a < o <min(f,0).
a<o<p.

8. Frekvencijska derivacija

L x()}= ‘; ") a<c<p.

n

Da bi se £ -transfgrmacija efikasno upotrebljavala u analizi sustava, transformiranje iz ¢
u s domenu i obratno treba biti lagano. Odredivanje £ -transformacije provodi se
< -integralom, ali vrlo Cesto i koriStenjem gornjih pravila i malog broja osnovnih
transformacija. U tabeli 6.1 su dani korisni osnovni signali, njihove transformacije i podrucje
konvergencije.

Transformacija je dvostrana iako su suport signala osim (-0, ©) ¢esto polubeskonacan

[0,00) ili (—0,0], odnosno iako su signali nekauzalni, kauzalni ili antikauzalni.

TABELA
6.9 Inverzija Laplaceove transformacije

Inverzna transformacija definirana integralom (6.28) moze se provoditi linijskom ili
integracijom po zatvorenoj krivulji u domeni kompleksne frekvencije s.

Nije medutim uvijek potrebno i¢i tim putem da bi se dobila x(7). Izvjesne klase sustava,
kao $to su sustavi opisani obicnim diferencijalnim jednadZbama, odnosno razlomljenim
racionalnim funkcijama u s domeni, omogucuju jednostavne postupke. Oni se opet naslanjaju
na nekoliko osnovnih i tipicnih transformacija danih u tabelama, te na pravila koja vrijede za
£ -transformaciju.

Pri tom znacajnu ulogu igra razlaganje slozenih sustava u ekvivalentni skup povezanih
jednostavnijih podsustava.

Polovi razlomljene racionalne funkcije odreduju eksponente eksponencijale i podrucje
konvergencije £ -integrala.

Podru¢je konvergencije za kauzalne signale (x(f)=0 za ¢ < 0) je oblika o > o, za
antikauzalne signale (x(¢) =0 za t > 0) je o< o, te za op¢i nekauzalni signal o1 < o< 03, gdje
o odreduju najblizi polovi.

iy eC |Re(s) > max Re(pl.)},

{s eC | Re(s) < min Re(p,.)}.

Prekrivanje

is eC |min Re(s) < Re(s) < max Re(pi)}.
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Integracija po vertikalnoj liniji racionalne funkcije X(s) unutar podrucja konvergencije
svodi se na integraciju po zatvorenoj krivulji i sumu reziduuma svih polova i to za ¢t > 0 oko
polova lijevo od linije (podru¢ja konvergencije), a za t < 0 oko polova desno od linije
(podrucja konvergencije) integracije.

Uz upotrebu razvoja funkcije X(s) na parcijalne razlomke to se odnosi na inverziju

parcijalnih razlomaka koji pripadaju spomenutim polovima lijevo (¢ > 0) i desno (¢ < 0) od

)

linije integracije s = c.

jo A s-ravnina

»

-

(=)

SL 6.8



7. LINEARNI DIFERENCIJALNI SUSTAVI

7.1 Model sustava s ulazno izlaznim varijablama

Klasi¢an nacin opisivanja vladanja sustava s jednim ulazom i jednim izlazom je
diferencijalna jednadzba koja vezuje izlaznu y i ulaznu vremensku funkciju u. lako sustav u
pocetku moze biti opisan sa simultanim diferencijalnim jednadzbama obi¢no se nekim
sustavom eliminiranja uklone ostale varijable i jednadzba napiSe samo pomocu jedne, obi¢no
izlazne varijable. Tipi¢no je dakle da je sustav s jednim izlazom i ulazom opisan

diferencijalnom jednadzbom viseg reda.
a,y"”+a, y" P+, +ay=f)=bu" +b u""+. . . +b,u (7.1)

Desna strana u (7.1) f{(¢) je funkcija smetnje ili funkcija pobude, koja u opéem slucaju
kako se vidi moze biti funkcija ulaznog signala u(¢) i njegovih derivacija do m-tog reda.

U realnim sustavima broj m je ogranicen s m<n.

Linearna diferencijalna jednadZzba moZe imati koeficijente {a;} 1 {b;} kao funkcije
vremena ili kao konstante. U posljednjem slucaju jednadzba opisuje stalni (stacionarni)
odnosno vremenski nepromjenjivi linearni sustav. Ako koeficijenti {a;} 1 {b;} zavise od
izlazne ili ulazne veliCine (zavisna varijabla), odnosno njihovih derivacija, bit ¢e to
nelinearna diferencijalna jednadzba, odnosno nelinearni sustav.

Redukciju simultanih diferencijalnih jednadzbi nekog sustava na jednu diferencijalnu
jednadzbu viSeg reda moZe se izvrSiti na viSe nac¢ina. Uobicajeno je da se provede eliminacija
pojedinih varijabli tako da se iz jedne jednadZbe dobije jedna varijabla eksplicitno i uvrsti u
drugu jednadZzbu. Obi¢no je pri tom potreban postupak deriviranja ako je varijabla pod
znakom integrala.

Daljnja moguc¢nost da se integrali uklone iz jednadZbe je uzimanje integrala kao
varijable. U elektrickim krugovima je to Cest slucaj kad se umjesto struje uzme naboj na
kapacitetima, kao varijabla ili umjesto napona fluks u induktivitetima, Sto je posebno uputno
pri analizi vremenski promjenjivih ili nelinearnih elektrickih mreza.

Mnogo brze i sistematizirano moze se postupak eliminacije provesti upotrebom operatora kod
linearnih jednadzbi s konstantnim koeficijentima. Operator deriviranja u (7.3) ima slijedeca
svojstva

D(03)= D (pry)- 0,
uz C; 1 C; konstante vrijedi:
D" (Cly1 +C,y, ) =C,D"y, +C,D"y,,
(D+C,)D+C,)y=[D* +(C, +C,)D+C,C, .
Zbog ovih svojih svojstava operatorom se moze racunati kao s brojem 1 algebarskim

operacijama svesti simultane jednadzbe na jednadZbu viSeg reda. U tehnickoj literaturi se

¢esto umjesto D operator oznacava s p.
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Diferencijalna jednadzba se moZe napisati uz pomo¢ operatora deriviranja D ili p.

(anD”+...+a0)y:(me’”+...+b0)u. (7.2)
ili
A(D)y = B(D)u,. (7.3)
gdje su
dy ; dny
Dy=—, D"y=—=.
YSa T ar

Linearni sustav se obi¢no predstavlja u obliku

u | H(D) |V

SL. 7.1

gdje je H(D) sloZeni operator H(D) = B(D)/A(D), kojeg treba interpretirati kao diferencijalnu
jednadZbu.

7.2 Klasicne metode rjeSavanja

Linearna diferencijalna jednadzba (7.1) je nehomogena jer ima pobudnu funkciju f{(¥) ili
funkciju smetnja f{7).
Jednadzba postaje homogena za f{(¢) = 0.

n

a, 4’y
dt"

Iz teorije ovakvih jednadzbi proizlazi da homogena jednadzba n-tog reda ima » linearno

+.t a,y=0. (7.4)

nezavisnih rjeSenja {y;}, i =1,2,....n.
Opce rjesenje homogene jednadzbe je linearna kombinacija ovih pojedinacnih rjeSenja
Yo=Ky tKyp, +..+K,y, (7.5)

Postoji opéa metoda da se odrede pojedinacna rjeSenja yi,...,y, za vremenski stalne
sustave dok za vremenski promjenljive to ne postoji. Proizvoljne konstante se odreduju iz
pocetnih ili rubnih uvjeta, tj. na temelju n podataka o funkciji y.

RjeSenje nehomogene jednadZzbe se dobiva tako da se rjeSenju homogene doda jedna
funkcija y, tzv. partikularno rjeSenje ili partikularni integral koji zadovoljava nehomogenu
jednadzbu.

Y=Yt Yy (7.6)
Za odredenje te funkcije moze se pokusati s uvrStavanjem nekih funkcija koje bi mogle

zadovoljiti ili uvrstiti rjeSenje u obliku reda, odredivati koeficijente reda i njegovu
konvergenciju.
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Za teoriju sustava je zanimljiva metoda neodredenih koeficijenata i Lagrangeova metoda
varijacije parametara. Prva s matematickog glediSta je vrlo ograni¢ena, jer se odnosi na
jednadzbu s konstantnim koeficijentima i ogranicen broj funkcija koje se mogu svesti na
eksponencijalne i polinome. No kako je eksponencijalna, karakteristicna funkcija linearne
diferencijalne jednadZbe, raCunanje je izuzetno jednostavno, pa se ta metoda puno
upotrebljava u analizi sustava.

Metoda varijacija parametra se moze primijeniti za vremenski promjenjive i stalne
sustave uz op¢e pobudne funkcije. Postupak iskoristava rjeSenje homogene jednadzbe da se
nade partikularno odnosno opce rjesenje, tako da se umjesto proizvoljnih konstanti u rjeSenju
homogene jednadzbe pretpostave vremenske funkcije, kako smo to pokazali kod sustava

prvog reda.
7.3 Vremenski stalni sustavi

Homogena jednadzba napisana s operatorom D je
(a,D"+a, D""+. . .+aD+a,)y=0. (7.7)
Ovdje se moze pretpostaviti rjeSenje npr. u obliku reda, ali linearnu jednadzbu s
konstantnim koeficijentima ¢e zadovoljiti eksponencijalne funkcije §to bi i red pokazao.
Supstitucijom y(¢) = ¢”, gdje je p neki broj peC, dobivamo
(a,p"+a, p" " +...+a,p+a,)e” =0.
Ta jednakost ¢e biti zadovoljena za svaki ¢ ako je broj p takav da zadovoljava uvjet
a,p'+a, p""+...+a,p+a,=0. (7.8)
Ovo se naziva karakteristi¢na jednadzba gornje diferencijalne jednadzbe.
Lijeva strana je polinom n-tog stupnja, tako da karakteristicna jednadzba ima n rjeSenja
za p. Kad je n karakteristi¢nih korijena py,...,p, razli¢ito, eksponencijale e”' su pojedina¢na

rjesenja diferencijalne jednadzbe.

pit

y,=e; y,=eM. y, =e™; (7.9)

Opce rjeSenje homogene diferencijalne jednadzbe moze se tada napisati u obliku:
Yo() =K, e +K e +...+K, e =D K™, (7.10)
i=1

gdje su {K;} proizvoljne konstante. Ako medu korijenima ima jednakih na primjer
pPi=pP2-... =Dk tj. p1 s€ ponavlja k puta kao korijen, moze se pokazati da su:

y, =e™; y, =te™;...; y, =t"e™; (7.11)
pojedinacna rjeSenja. Tada se opCe rjeSenje moze napisati u obliku

v () =K, e™ +K te™ +...+K e + K, ™" +...+K e, (7.12)
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gdje je eksponencijala, e’ mnoZena s polinomima (k — 1) stupnja u varijabli 7. Koeficijenti su
proizvoljne konstante. U opéem slucaju sustava n-tog reda s korijenima pi, ps,...,p,

viSestrukosti my, m,..., m, rjeSenje je oblika
Y, () = ie""’iKgﬂ‘l. (7.13)
il g
Pri tom vrijedi da je suma viSestrukosti pojedinih korijena jednaka redu jednadzbe n.
i m =n. (7.14)
-1

Rjesenje homogene jednadzbe se obi¢no naziva komplementarno rjeSenje ili slobodni
odziv sustava. Ono moze postojati kako se vidi i kad nema funkcije pobude. Tada je to opce
rjeSenje jednadzbe sustava i opisuje titranje energije u sustavu bez vanjskog poticaja. Naziva
se vlastito gibanje ili titranje sustava. Pridjev vlastito potjece od Cinjenice da pojedina
rjesenja yi,..., y, ili komponente slobodnog odziva sustava titraju iskljucivo karakteristicnim
frekvencijama sustava p;, koje zavise od samog sustava (njegove strukturne sheme i
parametara), a ne vanjske pobude.

Titranje sustava vlastitim frekvencijama moze biti potaknuto 1 vanjskom pobudom jer je

komplementarno rjeSenje opéenito prisutno u opéem rjeSenju nehomogene jednadzbe.
7.4 Oblici vlastitog titranja sustava

Karakteristi¢ni polinom realnih sustava ima realne koeficijente{a;}. Korijeni mogu biti
kompleksni, ali se tada pojavljuju uvijek u konjugiranom paru
p=0t+jo p,=0-jo.
Pri tom moZe nastati specijalni sluc¢aj kad su korijeni Cisto imaginarni p;= +jo,
pj=—jo, ili realni p;=-¢, ili nula p;=0. Obi¢no se korijeni predstavljaju kao tocke u
Gausovoj kompleksnoj ravnini.

Im (jo)

SL. 7.2

Za realne 1 pasivne sustave nalaze se u lijevoj polovini te ravnine. Konjugirano

kompleksni par ¢e dati dvije komponente odziva

Yo(t) = K1eplt + Kzepzt s
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koje zajedno daju realnu funkciju vremena. Vidi se da pri tom moraju i proizvoljne konstante
K, 1 K biti konjugirani par.
Vrijedi da je
p,=p*i K,=K,. (7.15)
Uz
K, =|K,|e” izlazi K, =|K,e’"
Vs (1) = |K1 |ej¢e(—<7+jw)l + |Kl|e—ﬂﬂe(—0—ja))f
(1) = |K1| o [ej(anw) n e—j(wz—w)]
yo(1) =2[K |e™" cos(wrt + ), (7.16)

pa je to priguSeno titranje frekvencijom o 1 faktora prigusSenja o. Specijalni slucaj ¢ = 0 daje
nepriguseno sinusno titranje

yo(t)= 2|K1 | cos(awt + @)

Realni korijen daje Cistu eksponencijalu (konstanta je realna) u odzivu.

yo()=K,e™

Korijen nula daje (o— 0 ) konstantu u odzivu

Yo () =K,

Posebno je zanimljiv grani¢ni slucaj o= ay kad par korijena prelazi na jedan dvostruki
korijen. Tom se mozemo pribliziti iz kompleksnih o < @y 1 iz realnih korijena o > .
Zanimljivo je naime, Sto se dogada eksponencijalama neposredno prije nego Sto korijeni
padnu u jednu tocku. Pretpostavimo da su u jednadzbi pocetni uvjeti za t=0, y(0)=yo 1
¥ (0) =0, 1 odredimo iznose konstanti K; 1 K, (> a).

Za realne korijene izlazi

yo() = yo(O)[C’z—fe“M” - “2—‘;&-“'“’} (7.17)

Kad se 6 padajuci pribliZzava grani¢nom slucaju € = 0, ¢ = .

Vidi se da pojedine eksponencijale postaju po vremenskim konstantama 1/(c +¢) 1
1/(c —¢€) sve blize dok njihove amplitude dobivaju vrlo velike iznose kada se korijeni
dovoljno priblize. Funkcija odziva je konac¢na veli¢ina reda | yo(t)| < y0(0). Njen trenutni
iznos yo(f) daje razlika dviju eksponencijala vrlo visokih iznosa, ali malih razlika u
vremenskoj konstanti. Numericka racunanja odziva zato pokazuju velike pogreske kad su
korijeni bliski. U nazivniku su male razlike velikih brojeva.

Granic¢ni prijelaz dobiven analiticki pokazuje da funkcija koja predstavlja odziv nije Cista
eksponencijala
o (O+e)e” —(o—g)e™

2¢

limy,(r) = 1i1101{y0e } =y,(1+ct)e™ (7.18)
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Limes je odreden upotrebom L' Hospitalovog pravila. Istim postupkom se moze do¢i do
gornjeg oblika rjeSenja polaze¢i od rjeSenja s kompleksnim korijenima, grani¢nim prijelazom
za 0 —> ayp odnosno @ — 0.

Vece tocnosti u sluc¢aju bliskih korijena moze pruziti upotreba hiperbolnih i
trigonometrijskih funkcija gdje se one u zanimljivom podrucju ¢ < == mogu razviti u red,
ako je € odnosno ® malen. Uzimanje samo prvog ¢lana reda vodi nao- gornji izraz (7.18) §to
znaci da se dva bliska korijena mogu aproksimirati jednim dvostrukim kad se ude u racunske

teskoce zbog njihove male razlike.
7.5 O stabilnosti slobodnog odziva

Ako varijable u sustavu rastu bez granica kad vrijeme raste u beskonacnost, kaze se da je
takav odziv 1 sustav nestabilan. To je slucaj kad karakteristi¢ni korijeni sustava imaju
pozitivan realni dio, odnosno kad se nalaze u desnoj polovini kompleksne p-ravnine. Pojedini
¢lanovi odzivne funkcije rastu eksponencijalno s # i mogu postati veéi (u linearnom sustavu!)
od bilo kako velikog unaprijed zadanog iznosa.

Za korijene koji leZe na imaginarnoj osi, koja za kriterij stabilnosti predstavlja granicu,
moze se ustanoviti slijede¢e: imaginarni par korijena ako su korijeni sustava jednostruki daje
titranje s amplitudom koja ostaje konstantna. To se smatra se grani¢no stabilnim slu¢ajem.
Jednako tako korijen u ishodiStu, koji daje za odziv konstantu.

Vigestruki korijeni na imaginarnoj osi medutim daju odziv oblika 7 ili Fcos(ar + @) koji
mogu rasti linearno ili parabolicno u beskona¢nost s vremenom. Prema tome sustav je
stabilan samo ako su korijeni na imaginarnoj osi jednostruki.

Iz gornjeg slijedi da treba odrediti korijene kako bi se znalo da li je neki linearni sustav
stabilan. Postoji medutim viSe postupaka koji omogucuju odredivanje stabilnosti na temelju

koeficijenata diferencijalne jednadZbe 1 bez odredivanja korijena.
7.6 Amplitude vlastitog titranja sustava

Proizvoljne konstante pojedinih rjeSenja se mogu odrediti iz pocetnih uvjeta, koje mora
zadovoljiti opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe. Za slucaj nejednakih korijena opce

rjeSenje jednadzbe je
y() =Y K" +y,(0). (7.19)
i=1

Mada jo$ nije razmatrana metoda odredivanja partikularnog rjeSenja ovdje ¢e se uzeti da
je to poznata funkcija y,,.
Pocetni uvjeti za diferencijalnu jednadzbu viseg reda daju se redovito kao vrijednost

funkecije i njenih derivacija do (n — 1) reda

1(0), 5(0),..., y"(0), (7.20)

u nekom trenutku kojeg ¢emo uzeti kao pocetni ¢ = 0.
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Za taj trenutak moZe se napisati sustav od » jednadzbi deriviranjem izraza (7.19).
y0)-y,(0)=K,+K, +...+K,,

y(0)-3,0)=pK, +p,K, +...p,K,,
p 1 :2 2 (7.21)

y(n—l)(o)_yp(n—l)(o):pln—lKl +p;_1K2 +.“+pn—lKn’

n

odakle se mogu odrediti konstante rjeSenja homogene jednadzbe.

Vrijednosti partikularnog rjeSenja i njegovih derivacija za # = 0 , kao poznatih, stavljene
su na lijjevo tako da imamo sustav linearnih algebarskih jednadZbi. Svaka konstanta K; se
moze dobiti Cramerovim pravilom. Determinanta sustava sastavljena od potencija korijena
p! je tzv. Van der Mondova. Njeni elementi su potencije korijena p;.

Iz sustava jednadzbi se vidi da je veli¢ina konstanti K; zavisna od razlike pocetnih uvjeta
tj. cjelovitog odziva sustava u trenutku 7 = 0 1 partikularnog rjeSenja u ¢as ¢t = 0. Izgleda dakle
kao da je partikularno rjeSenje pocelo odmah u =0, a da komplementarno pokriva razliku
izmedu njega i pocetnih uvjeta u trenutku ¢ = 0.

Ako je pobuda konstanta ili periodi¢na funkcija (trajna pobuda), partikularno rjesenje je
istog karaktera, pa se Cesto naziva stacionarno stanje. Komplementarno rjeSenje predstavlja
jedan proces koji s vremenom i8¢ezava, pa se naziva prelazno ili prolazno stanje. Za trajne
pobude to je jedan medustadij u procesu dok se ne uspostavi isklju¢ivo stacionarno stanje.
Prelazno stanje se sastoji od titranja vlastitim frekvencijama sustava p;, dok njegove
amplitude odreduje razlika pocetnog stanja i iznosa stacionarnog stanja, u trenutku t = 0.

Pri tom je mogu¢ specijalan slucaj da su pocetni uvjeti ba$ jednaki partikularnom
rjeSenju u trenutku # = 0 tj.

y2(0)-y?P0)=0, i=012,...,n—1.

»

Tada homogeni sustav, uz Van der Mondeovu determinantu razli¢itu od nula, ima samo
trivijalno rjeSenje tj. da su sve konstante K;=0. Komplementarnog rjeSenja odnosno
prijelaznog procesa tada nema, ve¢ partikularno rjeSenje (stacionarno stanje) kre¢e odmabh.
(To je slucaj kad u sustavu imamo samo stacionarni proces koji pocnemo promatrati u nekom
trenutku 7 = 0).

Osim gornjeg specijalnog slucaja mozemo imati jos dva.

Slucaj homogenih pocetnih uvjeta y(0) =0, 7(0)=0,j(0)=0,...,y" " (0)=0, tada je
sustav bez pocetne energije, tj. miran sustav.

Drugi je slucaj kad je sustav nepobuden f(t) = 0; pa je 1 partikularni integral y,(#)=0 1
sve njegove derivacije, yp(i)(t) =0.

Neka su proizvoljne konstante koje slijede samo iz pocetnih uvjeta (yp(i)(O) =0)u (7.21)
oznacene s Ko;, a konstante koje slijede samo iz partikularnog rjeSenja kad je sustav miran
00)=0)u(7.21)s Ky, pa se konstante rjeSenja homogene jednadZzbe K; mogu razdvojiti

K, =K, +K,.
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Ukupno rjesenje (7.21) odnosno, odziv sustava ¢e biti prikazan s

y(@®) = |:ZK0iepit + ZKpiepit:|+ Yo () =y@)= ZKOiePit + |:ZKpiepit + ) (t):| .
i1 il i=1 i1

Ovdje mozemo izdvojiti dio s viastitim titranjem frekvencijom p;, koje Cine prve dvije
sume u zagradi, te prisilno titranje y,(t) frekvencijom pobude. S druge strane moZemo
grupirati odziv nepobudenog sustava - prva sumacija, te odziv mirnog sustava - druga
sumacija 1 partikularno rjeSenje y,(f). Odziv mirnog sustava (Ko;=0) titra vlastitim
frekvencijama sustava p; 1 frekvencijom pobude.

Na kraju spomenimo da veli¢ine {»(0),3(0),...,y" " (0)} &esto treba izradunati iz
sheme sustava ili polaznih diferencijalnih jednadzbi, Sto Cesto predstavlja dodatni napor.
Nadalje iz partikularnog rjeSenja treba traziti sve visSe derivacije da bi se odredile konstante
{K;}. Problem konstanti je daleko preglednije rijeSen predstavljanjem 1 rjeSavanjem skupa

diferencijalnih jednadzbi prvog reda kod modela sustava s varijablama stanja.
7.7 Prisilni odziv sustava

Prisilni odziv sustava predstavlja partikularno rjesenje nehomogene jednadzbe. Vecinu
potreba moze zadovoljiti metoda neodredenih koeficijenata. Osnovni postupak se sastoji u
tome da se y,(#) predstavi kao linearna kombinacija ¢lanova koji se nalaze u f{¥) ukoliko je to
suma eksponencijala e™ ili potencija # i njihovih derivacija. Pri tom je svaki ¢lan pomnoZen
s jednim neodredenim koeficijentom. Pretpostavljeno rjeSenje se uvrsti u jednadzbu i
koeficijenti odrede iz uvjeta za koje je jednadzba zadovoljena.

Razmotrit ¢emo odredivanje y, za dvije vazne funkcije u teoriji sustava.

a) Pobuda se moze predstaviti kao polinom:

f@)=c, t" +..+c¢,

Rjesenje mozemo takoder predstaviti u obliku polinoma m-tog stupnja i to uvijek sa

svim ¢lanovima odnosno svim potencijama od ¢.
y,()=d, " +..+d,

Nakon uvrStenja u diferencijalnu jednadzbu slijede uvjeti koji moraju zadovoljiti

neodredeni koeficijenti. UvrStenje u jednadzbu trazi derivaciju do n-tog reda.
Y, ()= md t"" +(m-1)d, "7 +...

Derivacije pretpostavljenog rjeSenja su polinomi sve nizeg stupnja. Odatle slijedi da
stupanj pretpostavljenog polinoma mora biti barem jednak stupnju polinoma pobude, da bi se
mogla posti¢i jednakost lijeve i desne strane za svaki 7. Pretpostaviti polinom jo§ vise
potencije takoder nema smisla jer ¢e njegov koeficijent iza¢i jednak nuli.

Nadalje pretpostavljeni polinom u y, mora imati sve potencije iako ih u polinomu

pobude u nema jer zbog deriviranja neodredeni koeficijenti se grupiraju.
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b) Pobuda dana eksponencijalnom funkcijom

Pobuda eksponencijalom je najzanimljivija pobuda ne samo zbog toga Sto ta funkcija
koja se u prirodi i sustavima najceS¢e pojavljuje nego Sto se odziv sustava izuzetno
jednostavno odreduje na tu pobudu. Jednostavnost odredivanja odziva poti¢e od svojstva
eksponencijale da su sve njene derivacije opet eksponencijale pa u linearnom diferencijalnom
sustavu jedino ona ne dozivljava promjenu oblika. Jedini efekt koji eksponencijala dozivljava
u sustavu je promjena njene kompleksne amplitude (amplitude i faze). (Eksponencijalna
funkcija (eigen function) linearnog operatora).

NapisSimo op¢i oblik diferencijalne jednadzbe operatorski

(aD"+a, D"'+...+a,)y=(b,D"+b D" +...+b,)u

m—-1

Desna strana sadrzava pobudni signal 1 njegove derivacije. Ako pretpostavimo pobudni
signal u obliku eksponencijale

u(t)=Ue", U= |U|ej"’ ,
gdje U predstavlja njenu kompleksnu amplitudu, odnosno U] amplitudu, a ¢ fazu, dok
s=0+jo kompleksnu frekvenciju. Za ocekivati je da ¢e partikularno rjeSenje biti
eksponencijala iste kompleksne frekvencije
y)=Ye",

gdje Y predstavlja neodredeni koeficijent.

Uvrstenjem u jednadzbu, vodeci racuna da je:

n

e ..,
dt dt"

(est) :Sn€St,

dobivamo
(a,s"+a, s"" +...+a,s+a,)Ye" =(b,s" +b, " +...+b,s+b,)Ue”.
Jednakost ¢e biti zadovoljena za svaki ¢ ako je
(a,s"+a, s"" +...+a,)Y =(b,s" +b, _s"" +...+b U,
odnosno:

_b,s"+...+b

Y OU=H(s)U.

n
a,s"+...a,

Odatle slijedi da je partikularno rjeSenje eksponencijala ¢ija je amplituda Y odredena
osim amplitudom pobude i svojstvima sustava sadrzanim u koeficijentima {a;} 1 {b;} te
kompleksnom frekvencijom pobude s = o+ jw.

Veli¢ina koja odreduje odnos kompleksne amplitude prisilnog odziva Ye" i kompleksne
amplitude pobude Ue" se naziva transfer ili prijenosna funkcija sustava, ili jednostavno

funkcija sustava:

H(s):b’”s +...+b, :X
as'+..a, U
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Transfer funkcija je kako se vidi kompleksan broj koji kazuje koliko je puta kompleksna
amplituda prisilnog odziva Y ve¢a od kompleksne amplitude eksponencijalne pobude U.

Moglo bi se napisati i u obliku:

| y,®
H(S) _|: u(t) :|u(t)Ue”

Transfer funkcija zavisi od kompleksne frekvencije s. Za fiksirani s ona ima odreden
iznos (kompleksan broj).

Gledajuci na koeficijente 1 potencije varijable s ona je formalno jednaka operatoru H(D).
Operator H(D), medutim, pridruzuje vremensku funkciju y funkeiji u.

y=H(D)u
dok H(s) ima znacenje faktora ili broja, kojim treba mnoziti kompleksnu amplitudu ulaza da
se dobije amplituda izlaza.

Y=H(s)Y

Transfer funkcija sadrzava bitna svojstva sustava kao 1 operator H(D) ili diferencijalna
jednadZzba.

Operator H(D) i transfer funkcija H(s) mogu se napisati direktno iz blok dijagrama ili
kruga koriste¢i funkcije ili impedancije elemenata piSu¢i jednadZbe ravnoteZe za kompleksne
amplitude umjesto za vremenske funkcije. Tada se dobivaju algebarske jednadzbe pa se
operator ili transfer funkcija odreduje jednostavno i brzo, kako se to radi u krugovima
izmjenicne struje.

Kompleksna frekvencija pobude s moze imati jos, specijalne slucajeve s=0, s=—-a i
S=jo

Uz s = 0 imamo podatak o prisilnom odzivu na pobudu konstantom.

u=Ue" =U, H(O)=b—0.
a,

Uz s =jo dobiva se odziv na eksponencijalnu pobudu oblika ¢“ =cos ot +jsin a,
dakle harmonijskom ili sinusnom pobudom
b, (jo)" +...+b,

H(s)= a,(jo)' +...a,

Kako je H(jw) ili H(w) je kompleksna veli¢ina piSe se obi¢no u pravokutnom ili
polarnom obliku
H(jw)=H(®)=H (0)+ jH (@)= A(w)e’”,
1 naziva frekvencijska karakteristika sustava. Pri tom je H; 1 H; realni 1 imaginarni dio
frekvencijske karakteristike, a A(®) amplitudna i ¢ w) fazna karakteristika.
Harmonijska ili sinusna pobuda se zbog jednostavnosti raCunanja s eksponencijalom

redovito predstavlja u eksponencijalnom obliku
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u(t)=Ue’,

gdje kompleksna amplituda U:|U|ej‘y , sadrZzava amplitudu i fazu pobude. Sinusna
pobuda 1 odgovaraju¢e partikularno rjeSenje su realni odnosno imaginarni dio
eksponencijalne pobude odnosno partikularnog rjeSenja. To vrijedi opcéenito za pobudu
kompleksnom frekvencijom s kod sustava s a;, b; e R.

Ako je y,()=Ye" posljedica pobude u=Ue" onda je y,(f)=Re{Ye"} posljedica
Re{Ue"} §to proizlazi iz principa superpozicije ako pobudu predstavimo s
u =Ue" = Re[Ue"] + jIm[Ue"].

¢) Slucaj pobude vlastitom kompleksnom frekvencijom sustava

Ako je sustav pobuden eksponencijalom ¢ija je frekvencija jednaka jednoj od
karakteristi¢nih frekvencija, pretpostavka partikularnog rjeSenja u obliku eksponencijale u
jednadzbi ne¢e moci zadovoljiti identitet bez obzira na izbor neodredenog koeficijenta. To
znaci da pretpostavljena funkcija ne odgovara.

Razmotrimo poblize taj slu¢aj na jednom jednostavnom primjeru.

Primjer 2.9. Pretpostavimo RC krug s pobudom e
R 44 + L,
d C
Odziv mirnog sustava ¢e biti:
dq  q 26 _ (v -ct
R—+==0 g, =Ce % =Ce™.
d C
Partikularni integral pretpostavimo u obliku:
q,=0¢", [R(—ﬁ)—%er‘”’ = Ee”,
()=40(0) +4,(0)=Ce™ + 0™, Q=" 1
q qO qp > R o— ﬂ 4

q(0)=0=C+0=C=-0.

Prema tome:

_E 1w
a0 = (e e
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SL. 7.3

Pustimo sad da se vremenska konstanta pobude priblizava vremenskoj konstanti sustava:

oo
p—a=A p=
a0 ==~

za A = 0 imamo oblik 9

a+A

(e—(aJrA)t _e—m )’

Upotrebom L'Hospitalovog pravila dolazimo da za A—0 taj oblik tezi

Vidimo da smo trebali za partikularno rjeSenje pretpostaviti oblik g = QOte™™ kad je

_Eie—m (e—At _ 1)
lim q(¢) = R dA 7
A—0 7A
dA A=0
p=c.
ﬂ+ aq = Ee’“’,
dt R
w q,
=Q0te™, —r
1, =9 dt

E e*at (—t)
R 1

= 0(e ™ ~ate™),

- - _ E _
O(e™ —ate™ )+ aQte™ =o€ “,

E —at
=—), =—te 7,
Q R qP R
Ako postoji pocetni uvjet g(0) rjeSenje dobiva oblik
q(0)=Ce™™ +£te"” ,
q(0)=C paimamo:
q(t) = q(0)e™ - Ete’“’
R
odziv nepobudepog partikularni integral
sustava odziv mirnog sustava
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Onaj dio vlastitog titranja koji izaziva pobuda stopio se s partikularnom eksponencijalom
u partikularno rjeSenje novog oblika.

Pri procesu priblizavanja f — «, amplituda jedne i druge eksponencijale je rasla u
beskonacnost, ali tako da je njihova razlika ostajala uvijek kona¢na i podjednaka.

Da smo samo promatrali amplitudu partikularne eksponencijale mogli bi vidjeti da njena

amplituda za B = o divergira u beskonacnost.

A |L]|

»
»

<« B=«a B> a
S1. 7.4

To je fenomen koji nam je poznat kao rezonancija. On se ovdje pojavljuje za realne
korijene, ali se moze opcenito pojaviti za svaki tip korijena. Stvarno je mnogo poznatiji slucaj
kompleksnog korijena +jy i pobude E¢/“*, kad se o mijenja u okolidu ax.

RjeSenje za titrajni krug je:

q(t)= E—Cz(cos @t —Ccos w,t) .
1-(0/®,)

A |q|

v

o< o ) o> o
SL. 7.5
Ovdje imamo superpoziciju dviju nepriguSenih sinusoida od kojih jedna predstavlja
prisilni odziv frekvencije o koje je izazvala pobuda i vlastito titranje sustava izazvano
neslaganjem pocetnog stanja na kapacitetu i onog kojeg trazi prisilni odziv. Ovdje su titranja

iste amplitude pa se dobije proces tzv. treptaj Sto se lako vidi ako se suma kosinusoida napise

q(t)= 1_(?520)2 [sin(m —'_2600)1‘} sin(m _Zmojt ) (7.22)

kao produkt.
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Vidimo jedno titranje s razlikom frekvencija (wp — ®)/2 koja odreduje dodirnicu i titranje
srednjom frekvencijom (® + ®¢)/2 unutar dodirnice. Ako su frekvencije bliske w=wm,,
frekvencija treptanja je malena. Priblizavanje pobudne frekvencije rezonantnoj ¢e joS$ izazvati

1 povecanje njihovih amplituda.

ealbeall,
OV\ /VV V | 4

A

a(t) |

SL. 7.6

U grani¢nom slucaju @ = ay amplituda EC/ ll - (a)/a)0 )2J tezi u beskonacnost §to znaci
da prisilno 1 vlastito titranje idu u beskona¢nost. Ustanovimo medutim, iz izraza () kakav je

vremenski tok titranja kad @ — ax.

lim ¢(1) = ECaw, sin(aH @, jt (i Sin(@, —@)t/2
0>, 1+ a)/a)o 2 Cadl] (0)0 - a))/2

4= sin(o)

Amplituda dakle raste postepeno od 0 prema beskonacnosti.

Tocna koincidencija kompleksne frekvencije pobude i vlastite kompleksne frekvencije
sustava se naziva nekad superrezonancija ili potpuna rezonancija jer koincidira realni i
imaginarni dio dok se normalna rezonancija pojavljuje u sustavu koji ima vlastitu
kompleksnu frekvenciju s = 5+ jay, a pobudna eksponencijala je oblika Ee’™

Uzmimo primjer pobude s kompleksnom frekvencijom Ee* jednog sustava prvog reda
(RL krug) s realnim korijenom.

Partikularni dio je odreden s transfer funkcijom

_E E 1 _E 1
_m_z's—(—R/L) _f.s—pl ’

gdje je p; korijen karakteristicnog polinoma ili pol transfer funkcije.

Ako uzmemo da su s i p; kompleksni brojevi predoceni u kompleksnoj ravnini s radij
vektorima onda s — s, predstavlja vektor njihove razlike, koji odreduje amplitudu struje (/) i
njen kut (£]) za bilo koji s-pobude. Za sve kompleksne frekvencije pobude s bi dobili jednu

plohu iznad kompleksne ravnine Sl. 7.7,
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‘—0'+ja)+ a‘ = konst.

(¢ —0)’ +@” = konst.

SL. 7.7

za koju bi mogli re¢i da predstavlja rezonantnu plohu jer za svaku kompleksnu frekvenciju
pobude daje amplitudu prisilnog odziva. Specijalno zanimljiv slucaj je kad je pobuda sinusna
S=ja.

Tada se sve frekvencije nalaze na imaginarnoj osi i amplitude prisilnog odziva ¢e se
dobivati za sve frekvencije na krivulji koja je presjeciste rezonantne plohe s ravninom koju

odreduje imaginarna os (podebljana krivulja na Sl. 7.7 posebno nacrtana na Sl. 7.8).
A

Frekvencijska karakteristika
amplitude RL kruga

v

0 w

SL. 7.8

Analogno se moze nacrtati struja ( /) za titrajni krug odnosno sustav drugog reda, $to ¢e
dati rezonantnu plohu s dva $iljka, a iznad osi s = j@, we(—w, ) ¢e biti rezonantna krivulja
S1. 7.9.

\4

SL. 7.9
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A. Transfer funkcija dobiva velike apsolutne iznose u okolini polova te je simetri¢na
obzirom na simetri¢nu os @ =0 jer su polovi realnog sustava ¢; € R uvijek razmjesteni
simetri¢no oko realne osi. Zbog rada s kompleksnom pobudom oblika ¢“, gdje ® mozZe imati
negativne iznose frekvencijska karakteristika se dobiva i za pozitivne i negativne frekvencije.
Zbog simetrije amplitudne 1 antisimetrije fazne karakteristike dovoljno je poznavati

karakteristiku samo u polovici frekvencijske skale, tj. bilo za @ > 0 ili za @ < 0.
7.8 Transfer funkcija linearnog vremenski invarijantnog sustava

U analizi linearnih vremenski invarijantnih sustava veoma vaznu ulogu imaju integralne
transformacije posebice Fourierova i1 Laplaceova. Opis sustava nakon transformacije je
mogu¢ u domenu kompleksne frekvencije.

Takav model sustava ima izuzetne prednosti, jer se diferencijalne jednadzbe svode na
algebarske, pa se razlaganje modela ili njegove transformacije mogu provesti algebarskim
transformacijama.

Provedimo jednostranu Laplaceovu transformaciju ulazno izlaznog modela.

Laplaceova transformacija signala « 1 y se obi¢no oznacava s

U(s) = £u(0)}, Y(s) =Ly}

Transformacija derivacija ulaza i izlaza je:

1{ fhu} =s5"U(s)—s""u(0)—...—u""(0), (7.23)
4{ fizy} =s5"Y(s)=s""y(0)—...— " (0). (7.24)

Na temelju linearnosti Laplaceove transformacije moze se napisati
(a,s" +a,,s"" +...+a, )V (s)=(b,s" +...+ b, W (s)+ E(s), (7.25)
gdje E(s) sadrzava ¢lanove proporcionalne pocetnim iznosima odziva y i pobude u.
U slucaju da je
y™(0)=0 za v=0,1234,.,n-1, (7.26)
u*(0)=0 za u=0,1,234,.,m-1, (7.27)
izlazi rjeSenje za odziv mirnog sustava u obliku

m
b,s"+...4+b,

Y(s)= U(s). (7.28)

as"+...+a,
Rjesenje se moze napisati kao
Y(s)=H(s)U(s). (7.29)

Funkcija H(s) kompleksne frekvencije s naziva se transfer funkcija ili prijenosna

funkcija sustava. Ona je definirana s
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_Y(s) _ 2ho)}
UGs) 2@}’

dakle kao kvocijent transformata izlaznog i transformata ulaznog signala sustava, koji je bio

H(s) (7.30)

miran prije pobude (u(¢) = 0 za 1<0).
Transfer funkcija je model sustava ekvivalentan diferencijalnoj jednadzbi. Obratan
postupak od gornjeg, vodi u diferencijalnu jednadzbu.

Linearan dinamicki sustav s jednim ulazom mozemo predstaviti kao blok u s-domeni.

U pesy 1)

S1. 7.10

7.8.1 Impulsni odziv sustava i konvolucijski integral

Odziv mirnog sustava za op¢u pobudu dan je u s domeni s Y(s) = H(s) U(s).
Ako pretpostavimo da je pobuda impuls u(f) = &t) odnosno U(s) = 1, dobivamo impulsni
odziv sustava
Y(s)=H(s) ili h(t)=£"{H(s)}. (7.31)

Za opcu pobudu u izlazi
y(t) =L H(s)U(s)} = jh(t —nu(r)dr, (7.32)

u obliku konvolucijskog integrala.
Odziv sustava na opéu pobudu u moze se dakle dobiti pomocu impulsnog odziva

sustava.
7.9 Transfer funkcija sloZenih sustava

Linearni sustavi s transfer funkcijom H(s) mogu biti podsustavi veceg sustava. Za
njihovo spajanje vaze ista pravila kao za spajanje funkcijskih blokova.
Slozeni linearni sustav se moze opisati s rezultiraju¢om transfer funkcijom. Ona se moze

dobiti pomocu transfer funkcija podsustava.

7.9.1 Paralelni spoj podsustava

H(s)
U(s) Ys) Us)| H)= |X(s)

B | Hi(s) + Ha(s)

H,(s)

S 7.11
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Y(s) = Y,(s)+ Y, (s) = [H,(s)+ H, () [U(s) = H(s)U(s),
H(s)=H, (s)+ H,(s).

Impulsni odziv paralelnog sloga je h(t) = h,(t) + h,(2) .

7.9.2 Kaskadni spoj podsustava

(7.33)

(7.34)

VN sy H ) | = YN Hyspms) 1)

Sl. 7.12

Y(s)=H,(s)V(s) = H,(s)H,(s)U (),

(7.35)
H(s) = H,(s)H,(s).
Impulsni odziv kaskade je
h(t) = j.hl (t—1)hy(t)dr. (7.36)
7.9.3 Prstenasti spoj podsustava - sustav s povratnom vezom
U(s Y(s
( H,(s) °( )
_ U HG) |
1+ H,(s)H (s
Hz( S) 2( ) 1 ( )
SL. 7.13
E(s) =U(s) = H,(s)Y (s),
Y(s) = H,()E(s) = H (9)[U(s) = Hy ()Y (5)] = Y (s),
Y(s)1+H,(s)H,(s))=H,(s)U(s), (7.37)
H(s)=—0)
1+ H,(s)H,(s)
odnosno
1
H(s) zm. (7.38)
Zanimljiv je specijalni slucaj kad je
‘Hl_l (s)‘ << ‘Hz (s)‘ , za svaki s,

odnosno
|[H, ()| >>|H,(s)].

Tada sustav s povratnom vezom ima transfer funkciju priblizno
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1

H(s) = Ho(5)

= H,'(s), (7.39)

koja je recipro¢na transfer funkciji povratnog podsustava.

Prakticki se to postize velikim pojacanjem u direktnom podsustavu. Na taj nacin se moze
dobiti inverzni sustav sustavu H(s).

Ako transfer funkciju inverznog sustava sustavu H(s) ozna¢imo s I(s), vrijedi

H(s)I(s)=1, (7.40)

odnosno u vremenskoj domeni
jh(r —0)i(z)dr = 5(2). (7.41)
e

U slozenom linearnom sustavu signali dolaze kao linearna kombinacija iz linearnih
podsustava 1 mogu se uz koristenje gornjih osnovnih spojeva i inverznog sustava s transfer
funkcijom I(s) = H ~(s) razlagati na strukture sastavljene od jednostavnijih podsustava ili
elemenata, Sto se moze pregledno predstaviti blokovskim dijagramom.

Podsustavi su najceS¢e prvog i drugog reda, odnosno elementi kao §to su zbrajala,
pojacala i integratori.

Za mirni y(0) = 0 integrator vrijedi

t

(1) = [u(r)dz . (7.42)
0
£ transformacijom izlazi
Y(s)= %U(s). (7.43)
Transfer funkcija mirnog integratora je H(s) = % (7.44)

us)| 1 | Xs)

Oo— [—

S

Sl 7.14
7.10Ulazno izlazni model sustava s vise ulaza i izlaza

SloZeni sustav s viSe ulaza u; i izlaza y; moze biti opisan skupom diferencijalnih
jednadzbi viseg reda.
Upotrijebimo sloZene operatore 4;(D) i Bj(D), da bi pisanje bilo zbijeno i pregledno.
4,(D)y; +...+ 4, D)y, =B, (D)u, +...+ B,,,(D)u,,,
A4, D)y, +... + 4,,(D)y, =B, (D)u, + .+ B,,(Du,,, (7.45)

Arl (D)yl +...+ Arr (D)yl = Brl (D)ul +...t Brm (D)um °
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Ako definiramo izlazni i ulazni vektor s

Y= ypen ]

uz[ul,uz,...,um]t

(7.46)

mozemo skup jednadzbi napisati u matricnom obliku
L(D)y =K(D)u. (7.47)

7.10.1 Transfer matrica sustava s viSe ulaza i izlaza

Laplaceova transformacija skupa jednadzbi ima oblik
L(s)Y(s) =K(s)U(s) + E(s) . (7.48)

U E(s) su skupljeni ¢lanovi koji sadrzavaju pocetne iznose funkcija u;(0) 1 yx(0), te
iznose njihovih visih derivacija u #=0. Za mirni sustav kod kojeg su svi pocetni iznosi

jednaki nuli E(s) = 0, izlazni vektor se moze dobiti u obliku.
Y(s) =L (s)K(s)U(s) = H(s)U(s), (7.49)
gdje se ulazni vektor mnoZzi matricom
H(s)=L"(s)K(s). (7.50)

Ova matrica se naziva transfer matricom sustava.
7.11Model s varijablama stanja linearnog sustava

Vladanje vremenski stalnog linearnog sustava opisuje obi¢na nehomogena vektorska

diferencijalna jednadzba n-tog reda

X = Ax+Bu. (7.51)
A je matrica koeficijenata s realnim i konstantnim elementima a;;€ R
{ay }, i,j=12,..,n. (7.52)
B je pobudna ili kontrolna matrica s konstantnim elementima
beb i=12,,m k=12,..m. (7.53)
Gornja vektorska jednadzba je identi¢na skupu linearnih diferencijalnih jednadzbi prvog
reda:
50 = agx (O)+ ) by (1), i=12,...n. (7.54)
j=1 k=1
Ako je pobuda u = 0 rezultirajuca jednadzba je homogena
X(1)=Ax(¢). (7.55)
Izlazna vektorska jednadzba
y(?) = Cx(¢)+Du(z), (7.56)

identi¢na je skupu od r linearnih algebarskih jednadzbi
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v ()= cpx () + D dyu (), i=12,...r. (7.57)
j=1 k=1

7.11.1 Blok dijagram linearnog sustava

Blok dijagram omogucava vizualnu predstavu medusobne povezanosti odnosno interakcije
varijabli sustava.

Na temelju linearnih jednadzbi stanja moZze se nacrtati blok dijagram sustava. Budu¢i da

u linearnim jednadzbama imamo operacije zbrajanja i1 mnozenja s konstantom u

bezmemorijskom dijelu ¢emo imati zbrajala 1 pojacala. Vezu izmedu X, 1 x; realizira
integrator. Uzmimo jednostavni sustav drugog reda s dva ulaza i izlaza. Jednadzbe stanja su:

Xp = ay, X, + X, + by, + by,

] (7.58)
Xy =y X, + Ay X, + by u, + Dyt

One izri¢u sumu signala na ulazu u dva integratora.

SL. 7.15

Izlazi 1z integratora su varijable stanja x; 1 x;, a ulazi su njihove derivacije. Razumljivo je
da se varijable stanja pojavljuju kao izlazi iz integratora, jer izlaz iz integratora u svakom
trenutku #; predstavlja podatak, koji je dovoljan da se uz poznavanje ulaza u integrator,
pocevsi od trenutka ¢;, odredi njegov izlaz u bilo koji kasniji trenutak ¢ > ¢,.

Izlazna jednadZba se realizira s dva zbrajala

W(0) = ¢ x, (O) +cpx, () +dyu, () + d yu, (1),

(7.59)
V() =cyx, (1) +Cpyx, (t) +dyu, (t) +d pu, (2).
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Za kompletan sustav jednadzbi stanja i izlaznih jednadZzbi moZemo nacrtati tzv. kabelski
blok dijagram (SI. 7.16).

>—eo— B I C —»@—o

A

D

SI. 7.16

Blok dijagram ne samo da nam osigurava uvid u interakciju varijabli u sustavu, nego

nam daje i shemu spajanja za simulaciju procesa na analognom i digitalnom racunalu.
7.11.2 Razlaganje sustava na jednostavnije podsustave i elemente

Model s varijablama stanja je skup diferencijalnih jednadzbi prvog reda. Ako smo u
mogucénosti da jedan sloZeni sustav razlozimo na ekvivalentni, sastavljen od podsustava
prvog reda, otvara nam se moguénost da tako razloZen sustav predstavimo u standardnom
obliku

X = Ax+Bu, y=Cx+Du. (7.60)

Pogotovo ¢e to biti jednostavno ako smo 1 te podsustave prvog reda dalje razloziti na
elemente: integrator, kao memorijski dio, 1 pojacala i1 zbrajala kao bezmemorijski dio. Za dani
razlozeni sustav, predstavljen blok dijagramom, dovoljno je izlaze iz integratora kvalificirati
kao varijable stanja da bismo iz blok dijagrama mogli napisati diferencijalne jednadzbe u
standardnom obliku.

Algebarskim transformacijama transfer funkcije sustava, na primjer s jednim ulazom i
jednim izlazom, mozemo dobiti podsustave prvog reda 1 nacrtati blok dijagram s
integratorima, sluze¢i se s tri klasicne metode razlaganja: direktnom, iterativnom i

paralelnom.

7.12Razlaganje sustava i prijelaz u model s varijablama stanja

7.12.1 Direktna metoda

Uzmimo sustav s transfer funkcijom
b0

H(s)=—2>—
(s) s"+...+a,

a =1, (7.61)

odnosno
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(s" +...+2,)Y(s) =b,U(s). (7.62)

Izrazimo ¢lan najviSe derivacije s"Y(s) s ostalim derivacijama
$"Y(5) = byU(s) —a,_,(s"Y(5))— oo~ a, (5" (s)) (7.63)
s s

odnosno

(n) _

(n=1)
y" =bu—-a, y"—...

—a,y.

Ovako napisana jednakost uklju¢uje operaciju sumiranja i » integracija.

Y y y
j @-------- » J 11—

<

Op¢i slucaj transfer funkcije b; # 0 moZe se interpretirati kao
U(s)
A(s)
Struktura za Z(s) = U(s) / A(s) je ista kao na Sl. 7.17, samo umjesto Y(s) stoji Z(s), dok

polinom B(s)Z(s) = (bus™ + ... + bg)Z(s) izri¢e da treba naciniti linearnu kombinaciju svih

SI. 7.17

Y(s) = B(s)( ) = B(s)Z(s) (7.64)

izlaza integratora, odnosno derivacija Z(”)(t), u=0,1,2,....m—1.
" +
A~ Y
bn_z bO
j HIP S I ¢
Xi- X1

SI. 7.18
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Izlazi iz integratora (SL. 7.18) su veli&ine y(7), y (9), ..., ¥~ "(¢). Kako je poznavanje tih
veli¢ina u trenutku # = 0 neophodno da bi se rijeSila polazna diferencijalna jednadzba viSeg
reda, izlazi da se te veli¢ine kvalificiraju kao varijable stanja. Ovako izabrane varijable stanja
nazivaju se fazne varijable.

Prema tome, uz varijable stanja

y:xp)":xz,'“,y("_l)=xn (765)

ia, =1, mozemo napisati diferencijalnu jednadzbu
X, +a, , +a, ,x, , +--+ax,+a,x, =bu. (7.66)
Dobivenu jednadzbu moZemo interpretirati kao jednu jednadzbu stanja za x,, dok ostale

jednadzbe proizlaze iz gornjeg izbora varijabli stanja

X =Xy,
Xy = X5,
: (7.67)
X, =X,
X, =-a,x,—a;x, —---—a, x, +byu.
JednadZba izlaza ima oblik
() =x,(), (7.68)
X
y=[1 00 -]:
X

n

Te smo jednadzbe mogli napisati i direktno iz blok dijagrama oznacivsi izlaze iz
integratora kao varijable stanja.
Iz dijagrama izlazi da se op¢i model sustava s jednim izlazom i ulazom dade prikazati s

faznim varijablama u standardnom obliku

x| [o 1 0o - 0 x
Ll o o 1 0 | x
Col=l : Sl (7.69)
il o o o 1 x| |o
L xn _ __aO _al _a2 _an—l__ xn a _1_
X1
y=[b,—a,b, b—ab, - b -a,,b,]" +bu (7.70)
X

7.12.2 Iterativnha metoda

Iterativna metoda vodi na razlaganje sustava na kaskadu podsustava.
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Polinomi A(s) 1 B(s) u transfer funkciji mogu se predstaviti kao produkt korjenih faktora.
Polinom A(s) je nazivnik transfer funkcije H(s). Njegove nultocke su polovi transfer
funkcije H(s).

A(s)=a,s"+...+a, =a,[[(s—p,). (7.71)
k=1
Polinom B(s) je brojnik od H(s)
B(s)=b,s" +...+b, =b, [ (s —s,). (7.72)
1

Korijeni brojnika s; se nazivaju nule transfer funkcije H(s). Uz pomo¢ korjenih faktora

(s —sx) 1 (s — px) moze se transfer funkcija predstaviti u obliku

m

H(S_Sk)

H(s)=-o 1L (7.73)

a T '
" H (s—py)
1
dakle kao produkt ¢lanova

(s—s;)

: (7.74)
(s— P )
Oni se mogu interpretirati kao podsustavi prvog reda jedne kaskade.
U(S) S — Sl S — SZ Yk_l(S) S — Sk Yk(S) S — Sn Y(S)
o _ —= | o — o 2 n
S =P, S—P, S — Py S—P,
H H, H H,
SIL. 7.19
Y(s)= {H H, (S)}U (s). (7.75)
1

Svaka pojedina sekcija s nulom i jednim polom naziva se bilinearnom sekcijom i1 moze

se realizirati s jednim integratorom

s—S,

Yo=H,(s)Y,, =—Y,, (7.76)
S =Py

X, ()=——7,_, 7.77)

Yi(s)=(s—s,) X, (s), (7.78)

odatle
sX,()=p, X, (s)+7Y,,, (7.79)
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X, (s) =7, , +pk§(sxk(s>). (7.80)

SI. 7.20

Budu¢i da {s;} 1 {px} mogu biti kompleksni, proizlazi da su i koeficijenti pojacala
kompleksni, §to nije svojstvo realnog sustava. Gornje razlaganje se koristi u analizama, ali za
realizaciju sustava sklopovljem ili na analognom racunalu, trebaju koeficijenti polinoma biti
realni. Realni sustavi imaju realne koeficijente, pa se polovi i nule javljaju u konjugiranim
parovima.

Kombiniranjem konjugiranog para nultoc¢aka 1 para polova

_ (s—=s,)(s—5,%) Se=—p+jv, vo=piHv’

(7.81)

C s —p ) P, =5+ jo, @ =5+

moze se sustav drugog reda predstaviti blok dijagramom

U

_I.

)
o
o1« | —|le@]=w I |[«—@

Sl 7.21

Dobivena struktura se naziva bikvadratna sekcija. U opéem slucaju kaskada ce se
sastojati od sekcija prvog i drugog reda.
Razlaganje sustava u kaskadu bilinearnih sekcija ukazuje da se impulsni odziv slozenog

sustava moze dobiti viSestrukom konvolucijom.
hz[l{HHi(s)}:hl*hz*---*hn, (7.82)
1

gdje je h; impulsni odziv podsustava
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5—S,

h[(t)=['{—}=5(t)+(pi—s[)ep't(t). (7.83)

Za k-ti podsustav prvog reda u kaskadi na Sl. 7.19 mogu se napisati jednadzbe u
vremenskoj domeni. Uz izlaz iz integratora oznacen s x; na Sl. 7.20 izlazi:
Xp = P + Vit s Vi =X =8, (7.84)

za k=12,---,n.
Polaze¢i u ovom rekurzivhom sustavu jednadzbi od yp=u, dolazimo postupnom

eliminacijom derivacije x; iz jednadzbe za y; do skupa jednadzbi

X, =px tu yi=(p,—s)x, +u
X, = poX, H(py—s)x tu Yy, =(py,—8,)x, +(p,—s)x tu
Xy = p3X; + p, ,itd. (7.85)

yn—l = (pn—l _Sn—l )‘xn—l e
xn = pn'xn +(pn—1 _Sn—l)xn—l ++(p1 _Sl)xl +u’

a izlaz
y = yn = (pn _Sn)xn +(pn—1 _Sn—l)xn—l ++(pl _Sl)xl t+u > (786)
odnosno standardni oblik izlazi kao:
X, P, 0 x| [1
- 0 1
Xy _ (p1. 1) P, x.z + o, (7.87)
X, (P, =8) (P2—=S,) - P, %, |1
xl_
X,
y=[,=s) @,-s) - (@,-s)] " |+u. (7.88)
X, |

7.12.3 Paralelna metoda

Paralelna metoda vodi na razlaganje sustava na paralelni slog podsustava kako ¢e se
pokazati. Transfer funkcija sustava s m < n moZze se razloziti na parcijalne razlomke.
Za razlic¢ite polove
P, # D, i,k=123,..,n,
moguce je transfer funkciju predstaviti s

n
Cy Ci

4o Cn =d,+> , (7.89)
s—p, s=p, TSPy

H(s)=d,+

Skalar ¢, se naziva koeficijent parcijalnog razlomka s polom p;. Koeficijenti ¢y mogu se

izraCunati kada su polovi jednostruki iz
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¢, =(s=p)H®)_, > (7.90)
dy = (7.91)
a

Linearna kombinacija parcijalnih razlomaka upucuje na paralelni spoj podsustava

prvog reda.

RS

0

1
C
S=P;
1 +
O C
=P, ’
1
S—pn

Sl. 7.22

Svaki pojedini podsustav se moze svesti na elemente s jednim integratorom i povratnom

vEZzom

I
<]
Y

SI. 7.23

I ovaj oblik, medutim, ima koeficijent pojacanja py, koji moze biti kompleksan broj.
Ovakvo pojaCanje nije svojstveno realnom sustavu. U realnom sustavu pojavljuju se
kompleksni polovi u konjugiranim parovima. Trebat ¢e dakle sloziti po dva razlomka s
konjugiranim parom polova py= px+jox 1 pi* = pr —j .

Cr + c, * :Ck(S_pk*)+Ck*(S_pk):S(Ck+ck*)_pk*ck_pkck*:
S=py S—p;* (s—=p)(s—p™®) 52+2pks+pl?+a)1? (7.92)
_ * + % ’
=2c 7S , Wy = P+ o}, S, ST AT I AT

ki
"t 42p,5+ o, c, +¢, *

Ovo se dade predstaviti slijede¢im blok dijagramom (cx- = Re[cy])
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U

olv1—leod= 1~

Sl. 7.24

u kojem su svi koeficijenti realni.

Polaze¢i od slucaja s jednostrukim polovima, (Sl. 7.22), svaki sustav prvog reda daje
jednadzbu u vremenskoj domeni

X, =p;x; tu, (7.93)

dok je izlaz dan linearnom kombinacijom

y=> c;x;+du, (7.94)
1

odatle slijedi standardni oblik jednadzbe

51 [p, O 0x] [1
' 0 0 1
. P2 2 (7.95)
X, 0 O p, Il x, 1
X
Xy
y=le, o ¢, ] |+du (7.96)
X

Dobili smo dijagonalnu matricu A. Ovakav sustav se naziva razvezanim, budu¢i da je
predstavljen s n nezavisnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda, a blok dijagram od »
nezavisnih kanala. Naziva se ¢esto kanonskim oblikom, a varijable stanja kanonske varijable.
1z njega se vrlo lagano dolazi do odziva sustava jer se vremensko mijenjanje svake varijable

stanja dobiva rjeSenjem jedne diferencijalne jednadzbe, koja vrijedi za doti¢nu varijablu, a ne
cijelog sustava jednadzbi.

Slucaj visestrukog pola viSestrukosti k£ daje skup jednadzbi oblika
X, =pX; X, j=12,.,k-1, (7.97)
X, =pXx; +u, j=k. (7.98)
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Ostali podsustavi s jednostrukim polovima daju kao i prije

X, =p;x; +u, j=k+1,..,n. (7.99)
Odatle slijedi oblik
‘x| [p, 1 0 Tx71 [0]
X, 0 p 1 X, 0
X, 0 0 p, X, 0
= Dol e, (7.100)
Xk P« Xk 1
_xn_ L p}'l__xﬂ_ _1_
X
X,
y=le, ¢ - c,] 77 |+du. (7.101)
X

Matrica A je kvazidijagonalna, ima jedan tzv. Jordanov blok. Svaki viSestruki pol u
transfer funkciji ¢e dati jedan takav blok u matrici A.

U slucaju da transfer funkcija ima viSestruke polove, postupak razlaganja treba
modificirati kako slijedi.

Uzmimo da je pol p; viSestrukosti &, dok su ostali polovi jednostruki pg+1, ..., Pn-
Transfer funkcija se rastavlja u parcijalne razlomke

n C

H(s)=d, + —+ L (7.102)
Z( - 1)k s ];-I(S_pj)
Koeficijenti parcijalnih razlomaka mogu se dobiti iz
b /-
do=tt, e et B 7.103)
a, T -D)ds’ A(s) |
=p
zaj=1,2,...,k
Dok je za jednostruke polove
c, 2{(S—pj)B(s)} . j=k+ln. (7.104)
| A,

Kako se izlaz moze napisati kao linearna kombinacija razlomaka

_ C. _U® . UG
Y(s)=d,U(s) +lecj Gy +;cj oo’ (7.105)

¢lanovi Xj(s) = U(s)/(s — pl)k ~/*1 prve sumacije su takovi da se moZe napisati
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U

X6 G-p)t 1

X)) U s-p,]

(s—p) ™
odnosno rekurzivni izraz
X, (s)= (s—l—pl)Xj“ (s). (7.106)
Taj izraz se moze predstaviti kaskadom od & jednakih sekcija s transfer funkcijom
1
s—p,
O—— 1 1 0
S-P4
C2 C1

Sl. 7.25

Ovakvom strukturom za svaki visestruki pol treba prosiriti strukturu na SI. 7.22.

Prvi ¢lan razvoja pripada direktnom prijenosu signala kad je do # 0, a zadnji ¢lan veé
ranije dobivenom paralelnom slogu podsustava prvog reda koji pripadaju jednostrukim
polovima.

Ako su viSestruki polovi kompleksni, svaki konjugirani par se moze sloziti u kvadratnu
sekciju. Za par viSestrukosti m formira se kaskada jednakih sekcija drugog reda duZine m.

Razlaganje sustava na paralelni slog podsustava ukazuje da se impulsni odziv moze

dobiti kao linearna kombinacija odziva jednostavnih sustava, danih s parcijalnim razlomcima.

~ k 1 n 1
h(t)Z,[ l{do+zcj—k—j+l+zcj }, (7107)

(s—p)) e+l (S_Pj)

LI A n
h(t)=|d,o(1)+ Y ——1"7e" + D ¢ e’ za >0, (7.108)
T (k= ) pry

7.13Transformacija varijabli stanja

Pretpostavimo da je jedan linearni sustav opisan pomocu varijabli stanja x; u standard-
nom obliku

X = Ax + Bu y =Cx+Du.
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Mi mozemo taj sustav prikazati pomocu nekih drugih varijabli stanja z, koje ¢e, buduci
da se radi o linearnom sustavu biti linearna kombinacija starih varijabli stanja. Ovo se moze
napisati u matri¢noj simbolici kao

x=Pz. (7.109)

Pri tom je jedini zahtjev da matrica P ne bude singularna, tj. det P = 0. Supstituirajmo

nove varijable u jednadzbu stanja.

Pz = APz +Bu.
MnoZenjem s inverznom matricom P~' dobivamo
2=P'APz+P 'Bu y =CPz+Du, (7.110)
§to mozZe biti napisano u obliku
Z=A*z+B*u y=C*z+D*u, (7.111)
gdje je
A*=P'AP B*=P'B C*=CP D*=D. (7.112)

Iz viSe razloga je interesantno reducirati standardni oblik na oblik s kanonskim
varijablama. Matrica P formirana tako da transformacija daje dijagonalnu matricu A* naziva
se modalna matrica. U opéem slucaju se moZe dobiti na temelju vlastitih vrijednosti 1 vlastitih
vektora matrice A.

Do karakteristicne jednadzbe dolazimo razmatranjem linearne transformacije vektora x u
vektor y

y = AX.

Da li postoji vektor x takav da njegova transformacija daje vektor y koji ima isti smjer u
vektorskom prostoru? Ako takav vektor postoji, on je proporcionalan s X tj.:

y = Ax = AX, (7.113)

gdje je A neki skalar.

Ako ova jednakost ima netrivijalno rjeSenje (x # 0) za neku vrijednost skalara 4;, tada
je Ak vlastita vrijednost matrice A. Vektor x; koji se dobije kao rjeSenje je vlastiti vektor
matrice A koji pripada vrijednosti Ay.

Jednakost Ax = Ax je homogeni sustav algebarskih jednadzbi

(AI-A)x=0, (7.114)
gdje je I jedini¢na matrica
1 0 - 0
0 :
I=]. ) .
. 0
0 0 1

U homogenom sustavu netrivijalno rjeSenje x; # 0, moze se dobiti jedino ako

determinanta koeficijenata homogenog sustava i§¢ezava, tj.
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det(AI-A)=0. (7.115)
Ako je A matrica n x n, determinanta je polinom n-tog stupnja u varijabli A 1 za to ima n
korijena. Oni su vlastite vrijednosti matrice A. Ako su elementi matrice A realni, tada su 1
koeficijenti polinoma realni. Odatle slijedi da korijeni mogu biti realni ili kompleksni. Kada
su kompleksni, javljaju se u konjugiranim parovima.
Kod polinoma stupnja viSeg od n =3 racunanje korijena nije jednostavno, ali danas
postoje programi za njihovo numeric¢ko ra¢unanje.
Pri transformaciji varijabli karakteristi¢ni polinom slijedi iz nove matrice A* = P"'AP
P (1) =det(Al — A*)=det(Al-P'AP) =
=det(AP'P—P'AP) =det P "' det(Al — A)-detP =
=detP ' detPdet(Al - A) =
=det(Al — A).

(7.116)

Dobili smo isti karakteristicni polinom, dakle 1 iste vlastite vrijednosti. Pri linearnoj
transformaciji varijabli sustava P,(A) = det(Al — A) je invarijantan, pa prema tome 1 vlastite
vrijednosti.

Vlastiti vektori se dobivaju rjeSenjem jednadzbe (Al — A)x = 0.
Vratimo se transformaciji jednadzbi u kanonski oblik.

Formirajmo matricu M od vlastitih vektora matrice A.

Mz[x1 X, o xn].

Odredimo produkt AM

AM:A[X1 X, - xn]:[Ax1 Ax, - Axn].
KoriStenjem Ax; = AxX; izlazi
AM=[4x, A4x, - Ax,],
S$to se moze napisati u obliku
A

AMz[x1 X, - X, & . =MA.

Vrijedi dakle jednakost
AM=MA 5> A=M"AM. (7.117)
Matrica M je trazena modalna matrica, jer vrsi transformaciju matrice A u dijagonalnu

matricu A.
Za slucaj jednakih korijena modalna matrica se moze odrediti tako da se matrica A

dobije u Jordanovom obliku.
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7.14Upravljivost i osmotrivost sustava

Transformacijom standardnog oblika jednadzbi stanja s matricom A u kanonski oblik
s dijagonalnom A =diag[4,, A, ... , 4,] daje nam moguénost da uvedemo i jednostavno
interpretiramo koncept upravljivosti i osmotrivosti sustava.

Ta, za vladanje sustava vrlo vazna svojstva, pokazuju da li su varijable stanja povezane s
ulaznim, odnosno izlaznim varijablama.

Upravljivost se moZe lagano ustanoviti u sustavu prikazanom u kanonskom obliku za
sluc¢aj razlicitih korijena
X = pyX; + by + by,
X, =P,X, +byu, +b,u .
o e X = Ax+ fu, (7.118)
xn :pnxn +bn1u1 +bn2u2‘
Sustav je razvezan pa se ne rjeSava kao cjelina. Svaka varijabla stanja moZe se dobiti

rjeSenjem jedne jednadzbe. Tako ¢e jednadzba za x;

X =pXx, +bu +b,u,, i=12,.,n, (7.119)

1

dati odziv na pobudu s u; 1 up. U tom odzivu ¢e biti prisutno titranje karakteristicnom
frekvencijom p;. Ako je postojao neki pocetni iznos varijable x;(0), taj ¢e se takoder istitrati s
p1-

Varijabla x, se istitrava s frekvencijom p,, itd. Svaka varijabla se istitrava svojom
frekvencijom. U slucaju pune matrice A, tj. vezanog sustava jedna ¢e varijabla titrati s
nekoliko ili svim karakteristiénim frekvencijama p; , p2, ..., pn -

Sustav je upravljiv ako ulazni signali mogu pobuditi sve karakteristicne frekvencije
sustava.

U kanonskom obliku lako je vidjeti da ¢e se sustav mo¢i pobuditi na titranje nekom
frekvencijom p;, ako se s ulaznim signalima moze pobuditi na titranje varijabla x;, dakle ako
bi1 1 b nisu jednaki nuli.

Sustav s razli¢itim karakteristiénim frekvencijama je upravljiv ako matrica p=M'B
nema nultih redaka, tj. nije slucaj da su svi elementi nekog retka jednaki nuli.

U slucaju da je i-ti redak matrice nul-redak, titranje frekvencijom p; moZe postojati samo
od pocetnog uvjeta x;(0) # 0, ali ne od pobude u.

Za varijablu stanja x;, koja odgovara nul retku kaze se da je neupravljiva.

Primjer: Pobuda je u jednoj dijagonali uravnotezenog mosta, a titrajni krug u drugoj

dijagonali.



LINEARNI DIFERENCIJALNI SUSTAVI 154

ZR\

N4

Sl. 7.26

Za slucaj kad matrica A ima viSestruke vlastite vrijednosti sustav je upravljiv
(1) ako ne postoje dva Jordanova bloka koja pripadaju istim viastitim vrijednostima,
(i) ako elementi matrice B, koji odgovaraju zadnjem retku svakog Jordanovog bloka nisu
Jjednaki nuli,
(i) ako svi elementi svakog retka matrice B, koji pripadaju jednostrukim vlastitim
vrijednostima nisu jednaki nuli.
Osmotrivost je drugo vazno svojstvo sustava, koje se moze takoder lako interpretirati iz
jednadzbi u kanonskom obliku.

y=Ix+Du. (7.120)

Sustav je osmotriv ako se preko izlaza sustava mogu registrirati sve prirodne frekvencije
sustava. Na izlazu iz sustava se ne¢e moci registrirati neka frekvencija p;, ako nema veze
izmedu bilo kojeg izlaza i1 varijable x; koja titra s p;. To je slucaj kad postoji nulti stupac u
matrici I', kako se to vidi iz jednadzbi izlaza (d; = 0).

Vi =TuX tYpXy oty X,

=YX, F Vo Xy F Y, X
Y2 712. 1 T V2% VanXn (7.121)
yr =]/r1xl +7/r2‘x2 +'”+7/rn‘xn

Neka su na primjer svi 4, =0,i=1, 2, ..., r na izlazima y; se ne¢e moc¢i ustanoviti §to se
dogada s varijablom x,. Za varijablu koja odgovara nultom stupcu kaze se da je neosmotriva.

Sustav je dakle osmotriv ako matrica I nema nul stupaca.
Primjer: Uravnotezeni most
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ZR\

N4

SI. 7.27

Titranje kruga njegovom frekvencijom se ne moze registrirati.

Sustav je osmotriv za slu¢aj visestrukih korijena
(i)  ako ne postoje dva Jordanova bloka koji pripadaju istim viastitim vrijednostima,
(i)  ako u stupcima matrice I, koji pripadaju prvom retku Jordanovog bloka nisu nule,

(iii) ako se u stupcima koji pripadaju jednostrukim vilastitim vrijednostima nisu nule.
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U jednom sustavu moZemo ustanoviti upravljive, neupravljive, osmotrive i neosmotrive
varijable, tako da u opéem slucaju mozemo jedan sustav razloziti na Cetiri podsustava

. osmotriv . neosmotriv SUSTAV

X, =A% Tp, X, =X, TP,

Yi= l?lxl +Du, Y2 =q upravljiv

G =AX; X, =AX, (7.122)
y; =15, Y, =0 neupravljiv

Kombiniranjem ovih kanonskih jednadzbi dolazimo do jednadZzbi sustava

X, A, X B, O
i b it (7.123)
X, A, X, 0 0w,
X, Ax ] |0 o
X
rb o 0 0 D, 0
Yoo b ! (7.124)
Y, 0 0 I'; 0fx, 0 Ofu,
X,

Razlaganje sustava na Cetiri podsustava se moze prikazati blok dijagramom (sl. 7.28) iz kojeg
se vidi da samo upravljivi i osmotrivi dio osigurava prolaz signala kroz sustav i odreduje
transfer funkciju H(s).

Sy

Sl. 7.25
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Primjer:

Sl. 7.26

Odziv sustava y(¢) je odreden samo s upravljivim i osmotrivim podsustavom p; =—1. Na
izlazu se sustav vlada kao da je prvog reda. Neupravljivost x; i neosmotrivost x, skriva

¢injenicu da je sustav tre¢eg reda.



8. ODZIV | SVOJSTVA LINEARNIH SUSTAVA

8.1 Odziv nepobudenog sustava

Dinamicko vladanje i svojstva linearnog sustava mogu se odrediti rjeSenjem jednadzbi
stanja sustava.
Jednadzba stanja linearnog sustava ima oblik
X =Ax+Bu, (8.1)
gdje su matrice A i B u op¢em slucaju funkcije vremena, dok za sustav vremenski stalan,
elementi {a;} 1 {b;}matrica A 1 B su konstante. Iz pobude u 1 pocetnog stanja x, moZe se
odrediti stanje sustava pocevsi od trenutka t, do bilo kojeg trenutka ¢ rjeSenjem gornje
matri¢ne jednadzbe.
Prvo ¢emo rijesiti njen homogeni dio, tj. kad nema pobude. RjeSenje je vektor zavisan od
vremena X,(?), koja zadovoljava jednadzbu
X(7) = Ax(¢) (8.2)
1 rubni uvjet, tj. pocetno stanje xo= x(0). Da dodemo do analitickog rjesenja ove jednadzbe
mozemo pretpostaviti rjesenje u obliku reda potencija u varijabli 7.

X(t)=c¢, +et+...+e,t" +...,
gdje su koeficijenti ¢, vektori.
Supstitucijom u diferencijalnu jednadzbu dobivamo
¢, +2¢,t+...+ke ™ +.. = A, +et+... ket +.).
Da bi ova jednakost bila zadovoljena za svaki ¢, koeficijenti ispred istih potencija moraju

biti identic¢ni, tj.

¢, =Ac;
c, %Ac1 =—A’c,;
c, :lAc2 :LA%O; (8.3)
3 3-2
c, —%A"co
Iz pretpostavljenog reda za ¢ = 0 izlazi
x(0) = ¢y, (8.4)
RjeSenje se moze sada napisati:
Ar 1, , |
x(t):{(I+T+5A t +"'+EA t +...ﬂx(0). (8.5)

Red podsjeca na razvoj eksponencijalne funkcije.
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x(1) = {i Akf }X(O) _ ¢*x(0).

Sumacija je pravokutna matrica ¢ kao i matrica A, tj. nxn, i naziva se matricna
eksponencijala.

Matri¢na eksponencijala ima sli¢na svojstva svojstvima eksponencijalne funkcije. Ona
zadovoljava diferencijalnu jednadZbu.

D) = AD(1), 8.6)
uz  @0)=1, ®@)=e".

Poznavanje matrice @(¢) i pocetnog stanja sustava omogucuje da se odredi stanje
nepobudenog sustava u bilo koji trenutak ¢ > ty. Ona dakle odreduje proces prijelaza iz jednog
stanja u drugo, pa se naziva prijelazna matrica (engl. state-transition matrix). Naziva se
takoder 1 fundamentalna matrica sustava.

Ta se matrica moze smatrati matricom linearne transformacije, koja transformira pocetno
stanje sustava X u stanje x(z).

Svojstva fundamentalne matrice:

a) Matrica ¢ nije singularna za sve konaéne ¢.
b) e* .e* =) odnosno  ®(t)) D(r) = Dt + 1)

c) eMe™=1 odnosno @ '(f) = ®(~)
d) e Pr= AeB ako je AB =BA.
Svojstva, matrice se mogu iskoristiti na primjer da se izrazi stanje u ¢, ako je poznato
stanje u to.
x(t) = e Ox(t,) = Dt —t,)x(t,). (8.7)
Dokaz:

X(to) = ©(t0)x(0) = x(0) = @' (to)x(to) = D(~to)x(to),
x(7) = O(t) D(—to)x(to) = D(¢ — to)x(to). (8.8)
Fundamentalna matrica sadrzava sve informacije o vlastitom gibanju ili titranju sustava.

Upotrebom reda za matri¢nu eksponencijalu moze se pokazati da je

iem =eMA = Ae?, (8.9)
dt
a takoder
t
j eMdr= A7 (e — M), (8.10)

8.2 Odredivanje fundamentalne matrice razvojem u red

Gornji izvod za fundamentalnu matricu daje moguénosti za njezino racunanje u obliku
reda. MnoZenje matrica je pogodan oblik za numeri¢ko raCunanje pomocu racunala.

Matrica e*' se aproksimira s N &lanova reda
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At _ l 2 i N
e —I+At+2!(At) +...+N!(At) . (8.11)

Potrebni N za neki A je tesko predvidjeti pa je najbolje pustiti racunalo da uzme toliko

¢lanova reda N dok norma zadnjeg ¢lana ne padne ispod dopustene greske €.

N ¢e zavisiti od vlastitih vrijednosti matrice A. U redovima se nekad mogu prepoznati

1 N
ﬁ(At)

<e. (8.12)

elementarne funkcije koje su za vremenski invarijantne sustave - eksponencijale. Ako se Zeli
matrica u kompaktnom obliku, predoena pomocu elementarnih funkcija, trebat ce

upotrijebiti druge metode. Za numericke postupke moze biti povoljniji prikaz.

2 3 2
(I)(t):I+At+(A—t)+ﬂ+...:I+At{l+£+ﬂ+..},
2! 3! 2! 3!

oo s A1 Ao 21

8.3 Klasi¢na metoda odredivanja fundamentalne matrice.

Buduéi da matrica @(¢) sadrzava vremenske funkcije svih varijabli stanja pri opcenito
zadanim pocetnim uvjetima mogla bi se odrediti na klasi¢an nac¢in. Svaku varijablu stanja

moze se pretpostaviti u obliku eksponencijale
x, = X, e”. (8.13)

Supstitucija u skalarizirani sustav jednadzbi

X, =a X, +a,x, +...+a,,x,,
X, =Qy X TAypX, +...+a,,X,,

(8.14)

X,=a,x, +a,x,+...+a,x

daje sustav homogenih algebarskih jednadzbi za veli¢ine X;, nakon prebacivanja p.X; na desnu

stranu. Da bi amplitude eksponencijala X; bile razliite od nule, mora determinanta sustava

biti jednaka nuli.
a,—p a, a,
R (8.15)
anl e ann - p

Odatle slijedi karakteristi¢ni polinom u varijabli p, koji daje karakteristi¢ne korijene ili
frekvencije sustava. Opce rjeSenje za svaku varijablu stanja bi sadrzavalo sumu

eksponencijala sa svakom od karakteristi¢nih korijena ili frekvencija p;
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x(0)=Y Xe™, i=l...n. (8.16)
j=1

Amplitude pojedinih eksponencijala se mogu odrediti iz pocetnih uvjeta xx(0).
Formiramo 1i matricu od svih rjesenja @u(¢) uz opcenito zadane xx(0), tako da pocetni uvjeti
stoje posebno, izlazi za x(t)

50 =3 0, (05 (0). 8.17)

odnosno vektor stanja
x(7) = @(1)x(0).
Funkcije ¢;(?) bit ¢e elementi fundamentalne matrice sustava.
Iako ovaj nacin daje vezu s klasi¢nim metodama analize i interpretaciju fundamentalnoj
matrici, ipak rac¢unski izgleda prili¢no dugotrajan.
Ovim putem je najjednostavnije odrediti fundamentalnu matricu kada je matrica A
dijagonalna A = A. Sustav se sastoji tada od n nezavisnih sustava prvoga reda opisanih s

diferencijalnim jednadzbama

X, =Ax,, i=12,...,n (8.18)
pa je rjesenje

x, ="' x,(0). (8.19)

Svaka varijabla x; titra samo svojom karakteristicnom frekvencijom A; pocevsi od

pocetnog iznosa x0) nezavisno od ostalih varijabli. RjeSenje se moze napisati u obliku

X e x,(0)
X Aot x, (0
2| = ¢ O ey, (8.20)
xn eA”t xn (0)

gdjeje1 ®(¢) = M dijagonalna matrica.

Budu¢i da se transformacijom moze sustav s punom matricom A svesti na oblik s
dijagonalnom matricom A, to je moguée odrediti i fundamentalnu matricu opéeg sustava ™
iz rjeSenja u obliku (8.20)

M =MeMM (8.21)
To se moze pokazati polaze¢i od sustava koji je opisan jednadZzbama u obliku
X = AX + Pu,
(8.22)
y =I'x+ Du.

Neka je matrica A je dijagonalna s razli¢itim vlastitim vrijednostima
A, Ay ey A

Njezina potencija je
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AF = . = . (8.23)

Odatle slijedi da je matricna eksponencijala

2.2 3.3 k k
Mo A AT +...+At + }= (8.24)
2! 3! k!
iﬂ{‘t"
= k! . eilt
i/lzt o
_ D - § _ (8.25)
o gk ik o
ZO: k!

Kako su 4i,..., 4, vlastite vrijednosti matrice A, a vrijednosti /hk, /12/‘,...,/1,1/‘ matrice Ak,

4 e, ... e vlastite vrijednosti matrice e?.

izlazi da su e
Preko odziva danog s ¢ moZemo dobiti odziv za izvornu matricu A ako izvr§imo
transformaciju standardnog u kanonski oblik.

Za to su potrebne vlastite vrijednosti matrice A koje slijede iz det(AI — A) = 0, vlastiti

vektori {qx|, k=1,2,...,n} i modalna matrica M.

Matrica A formirana je od vlastitih vrijednosti A; vezana je s matricom A

A=M'AM ili A=MAM". (8.26)
Odatle
e =1+(MAA )t +(MAA "MAA ‘1)%2'+...,
. !
=1+ MAA 't +MA*M™' ot (8.27)
t? t’
= M(I+Az+A23+A3§+...)M4,
e =MeMM ™.
odakle slijedi
x(7) = MMM ™ x,. (8.28)

8.4 Geometrijska interpretacija rjeSenja

Vrlo ilustrativno geometrijsko predstavljanje rjeSenja moze se dobiti pomocu vlastitih
vektora matrice A.

Neka su 4i,..., 4, vlastite vrijednosti, a qi, qo,..., q, Vlastiti vektori matrice A.

Zanjih vrijedi ()
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Aqi = Q. (8.29)
Pretpostavimo da je pocetno stanje x(0) = qx, dano jednim vlastitim vektorom qi, odziv
izlazi u obliku

x, (1) =e"q, ={I+At+%A2t2 +%A3t3 +..1qk

t2 t3 (830)
X (=g, +Aqkt+A2qk§+A3qk§+m
Uzevsi (8.29) izlazi
t £
X, ()=q, +A4q,t+4q, 5+,1iqk §+_”: emqk .

Gornje vrijedi jer je vlastiti vektor od A" jednak vlastitom vektoru od A tj. q;. Odavde
zaklju€ujemo da je rjeSenje x; kolinearno uvijek s vlastitim vektorom, ako pocetno stanje
koincidira s njim.

Kako su Ay,..., 4, razli¢iti, vlastiti vektori q, qz,..., q, su linearno nezavisni, pa mogu
predstavljati novi koordinatni sustav. Bilo koji vektor se moze predstaviti linearnom
kombinacijom ovih vektora.

Uzmimo da smo pocetno stanje sustava predstavili s vlastitim vektorima matrice A.

x0)=aq+xq+ ... + &q,, (8.31)

tada ¢e stanje x(¢) biti dano sumom
X(1) = anxi(t) + oxa(f) + ... + aXu(?), (8.32)

gdje je svaki x, (¢) = e*'q, . 1zlazi
x(¢) = e q,(t) + a,e™ q, (t)+.. +a,e™'q, (1) (8.33)

Dobili smo jednadzbu identi¢nu jednadzbi
x(7) = MM 'x(0). (8.34)
ali iz prve se vidi da titranje vlastitom frekvencijom A; ide duz vlastitog vektora q; matrice A
ako su Ay realni.

Kad su vlastite vrijednosti imaginarne A i A4+ 1, gdje je 4,,, = 4, , titranje ide po elipsi u

ravnini odredenoj s vektorima qx 1 qx+ 1.

8.5 Odredivanje ®(f) pomocu £ - transformacije

Laplaceova transformacija stupCaste matrice, €iji su elementi funkcije vremena (u
gornjem podrucju) je opet matrica s elementima koje su funkcije kompleksne frekvencije s.
Z {x()} = X(s).
Inverzna transformacija je matrica ¢iji elementi su inverznom transformacijom prebaceni
u gornje podrucje
£ 7X(s)} = x(D).

Transformacija matri¢ne jednadzbe x(¢) = Ax(?) je
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sX(s) —x(0) = AX(s). (8.35)
X(s) je stupCasta matrica
[X1(5) Xa(5) ... Xu(s)]" (8.36)
Prebacimo nepoznato na lijevo i iskoristimo jedini¢nu matricu I, da bi dobili kvadratnu
matricu koja mnozi stupCastu matricu X(s).
sX(s) — AX(s) = (sT - A)X(s) = x(0). (8.37)
Stanje u donjem podru¢ju eksplicitno se moze dobiti mnoZenjem s lijeva matricom
(sT-A)"
X(s)=(s1-A)"x(0)=d(s)x(0), (8.38)
Sto izgleda vrlo sli¢no skalarnom slucaju, tj. sustavom opisanim s jednom diferencijalnom
jednadzbom prvog reda.
Matrica u donjem podrucju Ci)(s) Sto mnozi pocetno stanje x(0), naziva se matricom
karakteristi¢énih frekvencija ili rezolventom sustava. Ona predstavlja < - transformat

fundamentalne matrice sustava

®(f)= 2 {d(s)= 2| (s1-A)"} (8.39)
gdje je
C o adisT-A)
B(s) = (T-A) =2 (8.40)

transponirana matrica kofaktora.

Matrica adj (SI - A) je pridruzena matrica matrici (SI - A), a det (SI - A) determinanta
matrice (SI - A) ili determinanta sustava.

Elementi matrice (f)(s) su razlomljene racionalne funkcije kompleksne frekvencije s. U
brojniku se nalazi polinom n — 1 stupnja. U nazivniku se nalazi polinom n-tog stupnja koji
slijedi iz det(SI —A). Determinanta det(SI —A) kao 1 svaki polinom moze se prikazati kao

produkt korjenih faktora.
det(sI- A)=(s-p,)™ (s-p,)™ ...(s-p,)™ ...(s-p,)"™" = H(S -p)™. (8.41)
1

Pri tom su pi,..., pn, Korijeni polinoma odnosno korijeni karakteristicne jednadZzbe
sustava det(sI—A) =0, pa se nazivaju i karakteristi¢cne frekvencije sustava. Veli¢ina m;
predstavlja viSestrukost i-tog korijena. Zbroj viSestrukosti svakog korijena predstavlja red

sustava
Zmi =n. (8.42)

Determinanta sustava moze se takoder prikazati u obliku polinoma
det(sT—A) =s"+dis" '+ ... +d,_15+d,. (8.43)

Koeficijenti {d;}se mogu dobiti iz tragova matrice A 1 njenih potencija[ ].
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Trag matrice T, =tr A =tr [al.j ] = Zaii . (8.44)
i=1

Slijedeca rekurzivna formula osigurava put za odredivanje koeficijenata karakteristi¢ne

jednadzbe koji je vrlo pogodan za racunalo
d, =-trA,

d, = —%(d1 trA+trA?),

8.45
d, =—%(d2 trA+d, trA® +trA’), (8.45)

trA+d, ,trA®+...+d trA"" +trA").

n—1

ey
n
Fundamentalna matrica se opéenito moze dobiti kao inverzna £ transformacija od
(SI —A)f1
Uobicajeni put je razvoj u parcijalne razlomke svakog elementa @u(s) Sto se moZze

napisati zbijeno u obliku

n' my 1

D(s)=(sI-A)" = ZZCM v (8.46)
=1 ol —DPs

Matrice Cj, su matrice koeficijenata parcijalnih razlomaka, ¢iji se elementi mogu naci iz

elemenata matrice (i)(s) ili cijela matrica kao

c - L A b(s)], (8.47)
Ty jyasm T =Dy’ |
my—j : _
Cy= (m 1_ )1 :limk_j ?dJ(SI A) ) (8.48)
Kk —J) H(S_pi)m,-
L =l S =D
gdje je my viSestrukost k-tog korijena, Sto u slucaju jednostrukog korijena ima oblik
adj(p, I-A
C,= [(s pk)fb(s)l —J(p" ) (8.49)
H(pk _pi)
}¢k
Inverzna transformacija daje fundamentalnu matricu u obliku
my t./'*l
®(1)=) ™ —— (8.50)
Z JZ’ " (=D

Svaki ¢lan fundamentalne matrice se sastoji od sume eksponencijala eventualno
mnozenih s polinomom u varijabli ¢, (m;— 1)-stupnja, ako je frekvencija (px) viSestruki
korijen.
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Najtezi dio u gornjem postupku je odredivanje inverzne matrice od (SI —A), posebice
kad je sustav viSeg reda. Spomenut ¢emo dvije metode pomocu kojih se laganije dolazi do

matrice karakteristi¢nih frekvencija, analiticki a naroCito numericki.
8.6 Leverierov algoritam []

Matrica karakteristi¢nih frekvencija se moze u donjem podrucju napisati u obliku

B(s) = (ST—A)" = adj(sI-A) s"'F, +s"7F, +...+F,
det(sI—A)  s"+ds""+...+d,

(8.51)

Polinom u brojniku je (n —1) stupnja budu¢i da je svaki element pridruzene matrice
polinom (n-1) stupnja, dok su matrice Fi,...,F, kvadratne matrice n-tog reda. Lako se vidi da
je F;=1. RaCunanje ostalih matrica F; i koeficijenata karakteristicnih polinoma moze se

izvrSiti pomocu slijedeceg algoritma [ ]

F =1 d, =—LirAF,

1
F, = AF, +d,I d, = —%trAFz
F, = AF, +d,1 d, = —%trAF3

(8.52)

F, = AF,  +d, I d, = —%tr AF,
F,=AF,_ +d I d ——LiAr

n

......

0=AF, +d,L
Algoritam je pogodan za racunanje s racunalom posebice kad se radi o sustavu viSeg

reda.
8.7 Sylvestrov razvoj za fundamentalnu matricu

Spomenut ¢emo jo§ jednu metodu za odredivanje fundamentalne matrice u vremenskoj
domeni. Ona se temelji na Sylvestrovom teoremu razvoja. Dokaz za teorem se moZe naci u

literaturi [1][2]. Sylvestrov teorem za matrice s razliitim karakteristiénim vrijednostima je
kako slijedi.

Ako se funkcija matrice f(A) dade prikazati kao matricni polinom
f(A)=) C,A", (8.53)
k=0

tada f(A) se moZze izraziti u obliku



ODZIV I SVOJSTVA LINEARNIH SUSTAVA 167

£(A)=Y/(p,)F,, (8.54)
1
gdje su p; karakteristicne vrijednosti matrice A, a F; produkt
LA-pl
F=||—. (8.55)
’ 1:1[ P, —P;

J#i
Za odredivanje fundamentalne matrice funkcija matrice je f(A)=e", pa primjena

gornjeg teorema daje
n A _ plI

D)= e"'F, =Y [ ——. (8.56)
j=1 R =1t P; = P;
i#]
Poznavanje korijena sustava p; omogucuje da se nadu matrice F; iz gornjeg izraza.
Za slucaj visestrukih korijena karakteristicnog polinoma Sylvestrov teorem dobiva tzv.

konfluentni oblik

f(A) =

n ] d™ | f(s)adi(sI - A) (57

=~ (m, —1)! |ds™" m;
= mh [Tes-p)"
i=1

ik

Za funkciju matrice f(A) = e treba staviti f(s) = e".
8.8 Odziv pobudenog linearnog sustava

Da bi se odredio totalni odziv linearnog sustava treba odrediti rjeSenje nehomogene
matri¢ne jednadzbe
x = Ax+ Bu. (8.58)
Posluzit ¢emo se Lagrangeovom metodom varijacije parametra. Metoda se sastoji u tome
da se proizvoljne konstante rjeSenja homogene jednadzbe x = Ax pretpostave kao funkcije
vremena.
Pretpostavimo dakle
x(1) = eM1(1), (8.59)
gdje umjesto pocetnog stanja stoji za sada nepoznata funkcija vremena f(¢).
Uvrstenjem u jednadzbu dobiva se

eMf(1)=Bu. (8.60)
MnozZenjem s lijeva s inverznom matricom ¢ * dobivamo f(#) eksplicitno
f(t) =e “Bu(?). (8.61)

Integriranjem u intervalu (0,7] izlazi
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£(£)—£(0) = je‘ATBu(r)dr. (8.62)

0

Stanje slijedi iz (8.59) kao

x(1) =™ D e A Bu(r)dr+ f(O)} . (8.63)

0
Iz stanja x(0) u pocetnom trenutku ¢ = 0, izlazi
x(0) = 1(0).
Kako je f(0) = x(0) pocetno stanje u t=0 mozemo dobiti kona¢no rjeSenje za stanje
sustava za linearne, vremenski invarijantne sustave kao superpoziciju dvaju procesa razli¢itog

uzorka.

x(¢) = e x(0) + jeA(’_’)Bu(f)dr , (8.64)

x(t) = ®(1)x(0) + j@(t —7)Bu(r)dr. (8.64a)

Prvi ¢lan predstavlja istitravanje pocetnog stanja ili funkciju stanja sustava x,(f) kada
nema pobude.

Drugi ¢lan, koji ima oblik konvolucijskog integrala predstavlja komponentu stanja
sustava, koja rezultira od pobude u intervalu (0, 7]. Ta komponenta je odziv stanja mirnog
sustava x,,(7).

Odziv sustava na izlazu se dobiva nakon uvrstenja u izlaznu jednadzbu

y(¢) = Cx(¢) + Du(z),

odnosno

(1) = CD(t —1,)x(t,) + j.C(I)(t —7)Bu(r)dz + Du(?). (8.65)

)
Prvi ¢lan predstavlja odziv sustava bez pobude, a drugi i tre¢i Clan predstavlja odziv

mirnog sustava. Odziv sustava kad je pobuda pocela u ¢ =ty dan je izrazom

y()=CD(t—t,)x(t,))+ jC(I)(t —7)Bu(r)d7r +Du(?). (8.65a)

)

Konvolucijski integral daje cjeloviti odziv kada ty — —o0, ako je pobuda trajna (—o0,).
t +00
y(t) = .[C(I)(t —7)Bu(r)dr + Du(?). = IC(Il(t —7)Bu(r)dr + Du(t), (8.66)

jer se pretpostavlja da je pocetno stanje x(—o0) =0 ili ako je x(—) # 0, vlastito titranje je
davno utrnulo.
Drugi integral je napisan s gornjom granicom oo, pa vrijedi za kauzalne i nekauzalne

sustave.
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8.9 Impulsni odziv sustava

Promatrajmo sustav pobuden impulsima u(f)=U&¢), gdje elementi matrice U
predstavljaju intenzitet impulsa na svakom pojedinom ulazu.

Stanje sustava je dano s

x(¢) = e¥x(07) + j AIBUS(7)dr

0

(8.67)
= ¢[x(0") + BU]=@(1)[x(0") + BU]

Odavde se vidi da stanje u trenutku ¢ sustava bez pobude odredeno pocetnim stanjem
x(07), dok stanje mirnog sustava [x(0") = 0] odredeno impulsima pobude BU. Vremenska
funkcija @(7) je jednaka bez obzira da li se radi o istitravanju pocetnog stanja ili uslijed
impulsne pobude. Jedno se moze s drugim nadomjestiti ako vrijedi

x(0) = BU. (8.68)

Impulsni odziv mirnog sustava [x(0)=0] se moze dobiti u jo§ jednom obliku ako

pobudu razlozimo na impulse

u(?)= ]15(t—r)u(r)a’z'. (8.69)

I8

Mnozenjem s matricom D i stavljanjem u konvolucijski integral, dobivamo
y(t) = tj[cqm —7)B+6(t—7)D]u(r)dr, (8.70)
I8
odnosno

y(t) = TH(t —7)u(r)dr, (8.71)

I8

gdje je matrica u zagradi (7 x m ) matrica impulsnog odziva sustava

hn(t) hlm(t)

h21(t) th (t)

H(t) = C®(1)B +5(t)D = (8.72)

hkl(t) hkm(t)
Kao i (8.66) konvolucijski integral moze predstavljati cjeloviti odziv kauzalnog sustava

za t) — —oo, pa 1 nekauzalnog sustava s gornjom granicom co.

y(t) = jH(t —-)u(r)dr = TH(t —)u(r)dr = TH(r)u(t —7)dr. (8.73)

8.100dziv stanja sustava na stepenicu eksponencijalne pobude

u(t) =Uu(t)e™.,

gdje su elementi stupca U, Uy, Us,...,U,, amplitude skoka na ulazima 1,2,...,m.



ODZIV I SVOJSTVA LINEARNIH SUSTAVA 170

X(t) = ex(0) + [ e BUe " d7,
0

X(1) = ex(0) + e [N BUAT, (8.74)

0
x(t) = e¥x(0) + e [ ~ 15,1~ A) ' BU,
x(t) = e*x(0) + (Ie* —e™)(s, ] — A)"'BU.

U odzivu stanja mozemo razlikovati tri komponente:

(1) stanje nepobudenog sustava
x, (1) = e*x(0), (8.75)
koje titra vlastitim frekvencijama sustava,
(i1) stanje mirnog sustava

x,, (1) = (s,] - A)'BU, (8.76)

koje takoder titra vlastitim frekvencijama sustava A, A,,..., 4,
(ii1) stanje mirnog sustava

X, (1) =(s,] — A)"' BUe™ (8.77)

koje titra frekvencijom pobude s.
Ako se skupe ¢lanovi titranja vlastitim frekvencijama tj. prve dvije komponente, izlazi

x(1) = e [x(O)—(sOI—A)’l BU]+(SOI —~A)'BUe™. (8.78)

Prvi ¢lan se naziva prolaznim ili prelaznim stanjem jer u stabilnom sustavu

eksponencijalno trne. Drugi ¢lan se naziva prisilnim stanjem, koji u slu¢aju konstantne so= 0
ili periodi¢ne pobude sy =j@ naziva stacionarnim stanjem sustava.

Lako se vidi da su amplitude titranja prelaznog stanja odredene neskladom izmedu

pocetnog stanja x(0) i prisilnog stanja X,,;(0) u trenutku # = 0. Kako se vidi iz (8.78) cjeloviti

odziv stanja sustava moze se napisati kao

x()=e"[x(0)-x,,(0)]+x,, (). (8.79)
Cjelovit odziv sustava na eksponencijalnu pobudu izlazi iz (8.65a):
¥(1) = CO(1)x(0)- (s, JBU |+ |Cd(s, B+ DUe™ =y, () +y, (1) (8.80)

Prvi €lan se moZe nazvati prolaznim ili prelaznim odzivom y,,, a drugi prisilnim yj.
Posvetimo paznju prisilnom odzivu koji je partikularno rjesenje diferencijalne vektorske

jednadzbe
y.() = [Cd(s, B+ DJUe™ = H(s,)Ue™ = Ye™, (8.81)
gdje je ﬁ(so) transfer matrica sustava
H(s,) = C®D(s,)B + D.

Komponente vektora Y su kompleksne amplitude eksponencijala na izlazu sustava
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Y, H, (sy,) Hy(sy) -+ H,(s0)| U
Yy | | Hy(s) U,

(8.82)

Y Hrl(sO) Hrm(SO) Um

r

Element matrice H;i(so) je transfer funkcija izmedu i-tog izlaza i j-tog ulaza sustava. Ona
Jje za zadanu frekvenciju pobude s¢, broj kojim treba mnoziti kompleksnu amplitudu ulaza U;
da se dobije amplituda izlaza Y;, uz ostale ulaze Uy =0 za k #.

Y = Hj(s0) Uj, ako je Uy = 0 za k=j,
kako se vidi iz (8.82) razvijanjem i-tog retka
Yi=Hi Ui +Hp Uy + ...+ H;Uj+ ... + H;, Up.

Transfer funkcija Hji(so) zavisi od pobudne frekvencije so.

Ovdje je transfer matrica dobivena trazenjem kompleksnih amplituda prisilnog odziva ili
partikularnog rjesenja pri pobudi sustava eksponencijalom.

Transfer matrica predstavlja poopéenje transfer funkcije za sustave s vise ulaza i izlaza.

Odziv na stepenicu (s = 0),

u(f) = Ug).
Stanje izlaza je specijalan slucaj (8.78) 1 (8.80).
x(f) = e*[x(0) + A”'BU] - A'BU. >0, (8.83)

y(7) = CeM[x(0) + A'BU] - CA'BU+DU >0.

Odziv na sinusnu pobudu frekvencijom o, 5o =jo,
u(®) = Uu(o),.
x(7) = e*[x(0) — (jol — A) 'BU] + (jol — A) 'BU™,
y(7) = C ®(1)[x(0) — (jol — A) 'BU ] + [C (jol — A)'B + D] U &

Prisilni odziv odnosno stacionarni odziv izlazi
y, () =|C(jal - AY'B+DJUe™ = A(jw)Ue™, (8.84)
gdje je ﬁ( jo) transfer matrica pri frekvenciji @. Elementi te matrice H;(jw) su frekvencijske
karakteristike sustava izmedu pojedinih ulaza i izlaza.
Uvritenjem pobude u(7) = U™, t € (—o0,00) u zadnji konvolucijski integral u (8.73)

dobivamo odziv u obliku
y() = { | H(r)e"j““dt}Uej‘”’. (8.85)

Usporedbom s (8.89) zakljucujemo da je transfer matrica ﬁ( j®) vezana s matricom

impulsnog odziva
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H(jow)= TH(r)ef“”dr. (8.86)

8.110dziv sustava £ - transformacijom

Cjeloviti odziv sustava mozemo odrediti i .£ - transformacijom jednadzbe stanja (8.58).
sX(s) — x(0) = AX(s) + BU(s),
(sT— A)X(s) = x(0) + BU(s),
X(s) = (sT - A)'x(0) + (sT— A)'BU(s),
X(s) = ®(s)x(0) + ®(s)BU(s) (8.87)
x(t) = £ @(s)[x(0) + 2™ {d(s)BU(s)].
Matrica £ ~'{ Cf)(s)} $to mnozi x(0) mora biti fundamentalna matrica @(7) = e*' sustava,
pa slijedi:
x(¢) =®(1)x(0) + jfl)(t -7)BU(7)dr. (8.88)
0

Izlazni signal (vektor) u donjem podrucju je
Y(s) = CX(s) + DU(s),
Y(s) = CD(s)x(0) + C D(s) BU(s) + DU(s),

S$to se moZze napisati u obliku

Y(s) = C(s)x(0)+ |cd(s)B + DU s). (8.89)
Sustav u mirnom stanju x(0) = 0 ima na izlazu vektor:
Y(s) = [Cd(s)B + DJU(s) = A(s)U(s). (8.90)

ﬁ(s) je matrica s r redaka i m stupaca i naziva se transfer matrica sustava.
U razvijenoj formi (8.72) se moze napisati u obliku (8.82) s elementima koji su transfer
funkcije izmedu pojedinih ulaza i izlaza sustava.
Ovdje je transfer matrica odnosno funkcije Hj(s) za razliku od onih u sekciji 8.10
dobivene su £ - transformacijom.
Transfer funkcija Hj(s) se moZe interpretirati s
Yi(s) = Hi(s)Us) ; Hij = Hi(s)-1, (8.91)

S$to u vremenskoj domeni daje
v = [yt =D, (@)dz;  hy() = [hy(t-D)5(2)dr. (8.92)
0 0"

Vremenska funkcija h(t) =< 71{]‘[4','(S)} je odziv sustava na i-tom izlazu na jedinicni
impuls na j—tom ulazu, pa se moze re¢i da je H;(s) spomenuti odziv u donjem podrucju

£ - transformacije.
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Inverzna transformacija odnosno matrica s elementima {4;(#)} je, kako znamo iz (8.72),

matrica impulsnog odziva H(#) za koju dakle vrijedi
H() = 27 {fi(s) = 27 |Cd(s)B+ D).
Posljednje razmatranje generalizira koncepciju transfer funkcije i impulsnog odziva za

sustave s viSestrukim ulazom i izlazom.



9. UVOD U VREMENSKI DISKRETNE SIGNALE | SUSTAVE

Diskretni procesi se susre¢u u prirodi i ljudskim aktivnostima. Primjer diskretnog
procesa je mnozenje neke bioloSke vrste (bakterija, zeCeva). Bankovno ili financijsko
poslovanje je primjer gdje se raCunanja s brojevima novcanih jedinica provode na kraju
nekog vremenskog intervala (dnevno, kvartalno).

Sva raCunanja na digitalnom elektronickom rac¢unalu provode se postupno korak po
korak, a (medu)rezultati stoje na raspolaganju samo u diskretnim vremenskim trenucima.
Procesi kontinuirani u vremenu mogu se takoder modelirati diskretnim sustavom.
Matematicki model diskretnog sustava je skup operacija, koji treba izvrSiti na jednom skupu
brojeva da se dobije drugi skup brojeva. Pri tom se te operacije obi¢no svode na aritmeticke,
a raCunanje se provodi kona¢nom to¢nosti. Definicija sustava izloZzena u uvodu kontinuiranih
sustava je opcenita, prema tome vrijedi i za diskretne sustave.

Varijable diskretnog sustava u, x, y su funkcije diskretne nezavisne varijable t,€T gdje je
TR prebrojivi skup. Sve t; mozemo poredati u niz, s rastu¢im indeksima k& koji mozemo
interpretirati kao niz vremenskih trenutaka.

Niz ¢emo definirati kao funkciju #:Z —T. Vrijednost niza ¢ na cijelom broju ke Z,
oznacava se s t(k) ili ¢eS¢e s t;. Opéi ¢lan niza ¢ je t;. Nizovi se oznacavaju s ..., t_, to, ti,
to,..., ili {tx}, ke Z ilis (&), ke Z.

Buduéi da vrijeme neprestano raste, funkcija : Z —T je strogo rastuca, odnosno niz
{tr}, ke Z je strogo rastuti, tj. za K>k — t; > ty.

Najjednostavniji i ujedno najvazniji slu€aj niza ¢ = {t;} je slucaj aritmetickog niza kad je
funkcija t; = Tok, gdje je To po volji uzeta pozitivna konstanta (aritmeticki niz).

t, =Tk, keZ. (9.1)

Diskretizacija vremena je ovdje jednolika. Nekad se ovakva diskretizacija naziva
kvantizacijom vremena, gdje je Ty kvant vremena.
Varijable odnosno signali sustava u, x, y s uvedenom restrikcijom domene signala na

skup T, postali su vremenski diskretni signali. Npr.

u={t,,ut))ht, eT. (9.2)
A U (tk)

totn I K] s ts to tr
SL. 9.1

Kompozicijom signala u s funkcijom ¢, dobit ¢emo u = u o ¢, koja je funkcija od £, tj.
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u={(k, u(k))}=1{(k, u)}, k €K, 9.3)
gdje su signali funkcije u:K — U, UcR, koraka £ i takoder nizovi brojeva.
T u(k)

1

01 2 3 4 5 6 k
S1. 9.2

Jedan element niza u; = u(k) naziva se podatak ili uzorak. Upotrebom kompozicije,

vrijednosti funkcije # dobile su indekse i tvore niz koji oznaCavamo
u="u, }iliu={u(k)keZ (9.4)
ili s
U=y, U Uy Uy Uy ,... 9.5)
u= {...u_z,u_l,uo,ul,uz,...},
odnosno s vrijednostima i indeksacijom koja pokazuje redoslijed ¢lanova niza
u=..3,7.,5,93,,. (9.6)

Ako su ¢lanovi niza napisani u svom prirodnom redu, mogu se indeksi izostaviti, osim
onog s k = 0. Njega treba oznaciti na neki nacin. Npr.
u=..3759,,3,. (9.7)
Niz za koji vrijedi
u, =0 zak<0,keZ,

nazivamo kauzalnim
u, = {uo,ul,uz,...}, (9.8)
dok niz za koji vrijedi ;=0 za k > 0 nazivamo antikauzalnim. Niz koji se proteze od k£ < 0

preko k=0 na £ > 0 nazivamo nekauzalnim kao (9.4) (9.5). Te nizove bi mogli zvati

jednostrano beskonacni, odnosno dvostrano beskonacni.

0 k<0
“Z10 k2K, kKeZ

Niz za koji vrijedi

nazivamo kona¢nim, duzine K 1 ozna¢avamo s
u= {uo,ul,...,um1 } (9.9)
Nizove konaéne duzine K uvijek mozemo nadopuniti nulama, ako trebamo niz duZine
N>K. Npr.

u:{uo,ul,...,qul,uK,...,uNfl}, u, =0zak <k <N. (9.10)
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Niz za koji vrijedi
u, n=u,,k,LNeN (9.11)
nazivamo periodi¢nim s periodom N.
9.1 Osnovni nizovi

Jediniéni niz (Niz s jedini¢nim ¢lanom ili uzorkom, Kroneckerov delta, oniz)

0=..,0,0,1,0,0,...
5(}{)_1 za k=0,ke”Z 0.12)
10 za k=0 '
Xk)
1
o2 a0 o1 2k
S1. 9.3

Jedini¢na stepenica (Heavisideov niz)

S=..00,1L1...
Stk 1 za k20,keZ 013
(k)= 0 za k<O (©-13)
A S(k)
1
0 1 2 3 4 e
SI. 9.4

Jedini¢na stepenica, osnovni je kauzalni niz. MnoZenjem nekauzalnog niza s
Heavisideovom nizom on postaje kauzalan.

Jedini¢na kosina

L=..0,0,1234,..

k za k>0,keZ

Liky= {o za k<0 619
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L(k)
‘O 1 2 3 4 k

SL 9.5

Jedini¢na parabola n-tog stupnja

P k" za k>0,keZ 015
"()_Oza k<0 ©.15)
. .

(k)
n=2

‘0 1 2 k
SL 9.6

v

Sinusni niz
u(k)y=Ucos(aT )k +¢),
gdje je w frekvencija dodirnice

A u(k)

SL. 9.7
u(k) =Ucos(QT,k +¢), keZ, (9.16)

gdje je U - amplituda, ¢ - faza, Q= @l je korak argumenta u radijanima analogan
frekvenciji (frekvencija niza, moramo razlikovati od frekvencije signala). Period dodirnice
niza slijedi iz
(oTok + oT + @) = (wTok + 21 + @) > T =2,
2n T

I'=— p=— R. 1
o PTTPe ©9.17)

Prvi uzorak nakon nulto¢ke ne mora biti isti.
cos (Q(k+N) + &) =cos (Qk + )
Qk+N)=Qk+2m, n=1,2,... eN
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n - broj perioda dodirnice u periodu niza.
ON=2m N=2m/Q. (9.18)
Prirodni broj # je najmanji koji daje prirodni broj N. Ako se ne moze naci konacan N, niz
nije periodic¢an. Ako se Zeli da period dodirnice i period niza budu jednaki onda
olo=ol =27
T, = 27 _ Q
N
Ako niz ima dulji period
oTN =27m
_ TN _
T

T

niza

n
T

dodirnice

Daljnja svojstva sinusnog niza
l. Za Q= r+ Aizlazi
u(k) =cos (r+ Ak =cos (27+ 7+ Ak
= co0s (—w+ Ak = cos (7— A)k.
Iz raspolozivog niza se ne moze dakle razlikovati da li je frekvencija dodirnice
Q=rx+A i H=rw-A

2. ZaQ =2r— Aizlazi
u(k) = cos (27— A)k = cos (—Ak)
u(k) = cos (Ak)
Iz raspolozivog niza se ne moze dakle razlikovati da li je frekvencija dodirnice
Q=27-A i HL=A

u(k)
;A'/m >
=21 0 T 21 Q

SL. 9.8

Vidi se da se iz ovog niza ne moze razlikovati frekvencija QQ; od bilo koje
Q=Q,+2nr,neZ,
jerje
cos [(Q + 2nn)k] = cos (Qik + 2nkn) = cos (Q1k); n ke Z. (9.19)

Ako ustanovimo u danom nizu frekvenciju Q ili frekvenciju dodirnice takvu da je Q,<x

- . o . G e . 2nw
ili & To<r, izvorna frekvencija signala frekvencije moze biti bilo koja. @, =0 ———.

0
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Da bi se Q2 mogao odrediti jednoznacno iz niza moramo biti sigurni da je o] < 7, odn.

Eksponencijalni niz

ukk)=¢" qeR, g<1 padajuci niz
q>1 rastuci niz
qg=1 konstantni niz
qg=-1 alternirajuci niz
A
g>1

0 1 2

a“v

SL. 9.9

Eksponencijalni niz ovisno od kompleksnog parametra ¢ ili z, moze poprimiti razliite

oblike, a pogotovo ako nekoliko elementarnih nizova z," formira linearnu kombinaciju.
N-1
u(k)=>Yc,zy .
n=0

Za ke Z nizovi su nekauzalnog oblika, a za k€N su kauzalni.

Kompleksna frekvencija niza z moze biti realna, kompleksna, imaginarna.

SL 9.10
9.2 Osnovne operacije na nizovima i elementi diskretnog sustava

Zbrajanje nizova

u
Zbroj dva niza

y=u+v il
W)} = {u(k)} + {(k)} Y
je niz s opéim ¢lanom /

v(k) = u(k) + v(k) za svaki ke Z . v (9.20)

Produkt nizova u
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Produkt dvaju nizova
y=uv il
Wk)} = {u(k)}-{v(k)}

je niz s opéim ¢lanom

v(k) = u(k) - v(k) za svaki ke Z . (9.21)
MnozZenje s konstantom y y
yv=au il
(R} = afu(k)} = {a u(k);
(k) = a u(k). (9.22)
Funkcijski blok
u y
yv=Afu) ili _ ) f 7,
o)} =fT{uk)}]
(k) = f [u(k)]. (9.23)

Ovo su osnovni bezmemorijski elementi vremenski diskretnog sustava.

9.3 Osnovne memorijske i predikcijske operacije

Pomak niza
Jedini¢ni pomak daje iz ulaznog niza, niz pomaknut za jedan korak.
unaprijed (predikcija) unatrag (kaSnjenje i pamcenje)
y=Eu,ili {y(k)} =E {u(k)}, y=E"' wu, ili {k)}=E"
{u(b)},
y(k) = (Bu)(k), (k) = (E™'u)(k),
v(k)y=uk+1) k>0, y(k)y=uk—1) £k>0. (1.24)

Operacija niza unaprijed trazi nekauzalan sustav pa je neostvariva u realnom vremenu.
Zato se u sustavima sluzimo redovito jedinicama za kasnjenje, odnosno operacijom E™'. Ako
je poznat ulazni niz u intervalu [0, k), treba poznavati y(0) da bi se dobio izlaz u intervalu [0,
k], 4.
y©0), k=0

y(k):{u(k—l) k>0
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Tuh)
AN
01 2 3 4 5 k
(k) = u(k+1) k=0
SR
01 2 3 4 k
A (k) w(k—1) , k>0
y(k) = 20) . k=0
L ;
01 2 3 4 5 6 k
SL 9.11
Pocetak 1 kraj zbog oznake intervala
Diferencija niza
y=A4au ili {y(k)} =A{u(h)}, y=Vu ili (k) =Viuk)},
y(k) = (Au)(k) = u(k + 1) = u(k) y(k) = (Vu)(k) = u(k) — u(k = 1), (1.25)
(B} = (E = Diu(k)}, D)} = (1 = E D) {uh)}.
Diferencija viSeg reda
N (k)= (E=1)"{u(k)} = Z( 1y’ @E "“Hu(k)}, (9.26)
VM u(k)f=A-E™) {u(k)} Z( 1)( jE {u(k)},
n| nn-0)(n-2)-...-(n— r+1)
r) r! r'(n )
Akumulacija niza
1 o o u y
Antidiferencijski operator A~ daje niz —> Z >

Wk} =A" {uk)},
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takav da je

Aiy(k)} = {u(k)}.

Moze se pokazati da vrijedi
k-1
A{Zu( )+ K} = {u(k)}. (9.27)
j=0

Za slucaj kauzalnih signala

(Zu(j)-l-K]—(Z_:u(j)—kKJ:u(k)_

Prema tome
A u(k) :{kzéu( j)+K}, (9.28)
y(0), ._ k=0,
(k)= y(0)+2u(j), k>0,
Uzlazni akumulator l (0)
s Dot QLGS N
(1) = u(0) + »(0) Moramo poznavati y(0),

¥(2) = u(l) + y(1) = u(1) + u(0) + »(0),

y(k)= D u(j)+y(0) , k>0.

Zato se’0vaj element naziva akumulator. Jednozna¢na veza izmedu izlaza i ulaza postoji
ako je poznat pocetni iznos izlaza y(0), pa je akumulator diskretni analogon integratora.

Akumulator je ekvivalentan bloku na slijedecoj slici, moZe se svesti na sustav s

kasnjenjem i zbrajanjem

u(k) x(k+1) E-! x(k)

SL. 9.12
x(k+ 1) =x(k) + u(k),
W(0,k] = F((0), u[0, k) ).
Silazni akumulator
vV u(k)} = {Zu( N+ K} , (9.29)

YO =YD+ S u(). k0.
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Ovaj akumulator se moZze svesti na

u(k) v(k) = x(k+1)
+
Izlaz ispred
x(k) E—l kaSnjenja
S1.9.13

x(k+ 1) = u(k) + x(k),

(k) = y(k = 1) = u(k),

(k) = u(k) + y(k = 1),

y(0) = u(0) + y(-1) Moramo poznavati y(—1), l y(-1)
(1) = u(1) +u(0) + y(-1), u[0. B
¥(2) = uw(2) + u(l) + u(0) + y(=1), —
(k)= 2 u()+y(=1) , k0.

U oba sﬁloéaja je prisutna elementarna operacija kasnjenja niza i u oba slucaja je izlaz iz

3 [0, k)

——>

akumulatora odreden s vrijednos¢u izlaza iz jedinice za kaSnjenje, pa se sustavi s

akumulatorom dadu svesti na sustave slozene od jedinice za kasnjenje.
9.4 Model vremenski diskretnog sustava

Za bezmemorijski sustav vrijedi

u
—> f —»

S1. 9.14

y(k) = f [u(k)]. (9-30)
Izlaz u koraku k zavisi samo od ulaza u koraku k. Funkcijski blokovi se mogu slagati u
sustave kao 1 kontinuirani.
Za memorijski sustav vrijedi
(k) = F (x(ko), u, 4, ) za k>ko ili (9.31)
k) = F (x(ko), u; o, K ) 28 k>ko,

da je izlaz u koraku k odreden stanjem memorijskog elementa i s pobudom u iz intervala
(ko, k], odn. intervala [ko, k).
Model sustava s varijablama stanja sastoji se od bezmemorijskog i memorijskog dijela.

Bezmemorijski:

v(k) = f (x(k), u(k)).
(k) = g(x(k), u(k)), (9.32)
Memorijski dan funkcijom stanja
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x(k) = f (x(ko), viko, k)),
y(k) = g (x(k), v(k)). (9.33)

Funkcija f daje vrijednost v(k) za pripremu stanja, a funkcija g daje izlaz y(k), za danu
vrijednost stanja x(k) 1 ulaza u(k) u koraku k. Funkcija F' je pravilo koje daje stanje sustava u
bilo kojem koraku k > ky za dani x(ko) 1 niza za pripremu stanja v iz intervala [ko, k), odn.
(ko, k].

Ima viSe memorijskih operacija, koje se mogu pojaviti kao osnovni memorijski element
u memorijskom podsustavu. Posebno vazan je element jedinicnog kasnjenja koji vodi na
jednadzbe diferencija.

Blok dijagram modela vremenski diskretnog sustava je na slici

B | g1 | e
ub) ¥ f

y(k)

g —>

SI. 9.15

Vektori sustava su u tom slucaju u(k), x(k) i y(k)
x(k + 1) = f(x(k), u(k)), (9.34)
y(k) = g(x(k), u(k)). (9.35)
Prva je identi¢na skupu jednadzbi diferencija, a druga skupu algebarskih jednadzbi.
Ako se funkcija f iskoristi da se izra¢una x(k + 1) dobivamo
x(k + 1) =Af(x(k), v(k)).

Veza s kontinuiranim sustavom u slucaju da se derivacija aproksimira s diferencijom
x(k+1)—x(k)
T

x(k + 1) = x(k) + Tf(x(k), u(k)).
Za linearni sustav imamo
x(k+1)—x(k)
T
x(k+ 1) =+ TA)x(k) + TBu(k),
x(k + 1) = Agx(k) + TBu(k).

x=f(x,u)= =f(x(k), u(k)),

= Ax+Bu,
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10.1Sustavi prvog reda

Sustav prvog reda sastoji se od jednog elementa za kaSnjenje i jednog ili vise funkcijskih
blokova.

Memorijski element - kasnjenje, daje stanje u koraku & ako je poznat ulaz v(k) = x(k + 1),
pa prema tome podatak o stanju x(k) 1 ulazu u(k) dovoljni su da se odredi stanje u narednom
koraku x(k + 1). Tako da na temelju poznatog stanja npr. x(0) u k£ = 0 i poznatog ulaznog niza
{u(0), u(1), ..., u(k)} mozemo jednoznacno odrediti stanje x(1), x(2), ..., x(k + 1), korak po
korak.

x(k + 1) = f{x(k), u(k), k), y(k) = g(x(k), u(k), k).

Gornja jednadzba diferencija je rekurzivna formula za numericko rjeSavanje korak po

korak bez obzira radi li se o linearnom, nelinearnom, vremenski stalnom ili promjenjivom

sustavu.
10.2Linearni vremenski invarijantan sustav

Za linearnu funkciju f imamo
x(k+ 1) = ax(k) + bu(k), v(k) = cx(k) + du(k).
Blok dijagram je na SI. 10.1

Sl. 10.1

Primjer 10.1.
u iznosu r na koncu svake godine, s tim, da kamate obracunava dnevno r/n. Mi
pretpostavljamo da ulazemo i uzimamo novac s te knjizice u iznosu u(k), k-tog dana. Zanima
nas stvarno stanje tog racuna y(k), k-tog dana. (Ako naime zatvorimo racun, banka ¢e nam
obracunati kamate do tog dana i isplatiti). Znaci da za stvarno stanje racuna za bilo koji dan

treba pribrojiti 1 kamatu.
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Mozemo napisati jednadzbu

$(6) =y = 1)+ -y =1)-+u(k).

y(k):(1+%)y(k—1)+u(k). (10.1)

Stanje racuna k-tog dana y(k) je odredeno stanjem prethodnog dana y(k — 1) kojem je
dodana jednodnevna kamata L y(k —1), te uplata u(k)>0, odnosno isplata u(k)<O k-tog dana.
Jednadzba je diferencijska p{"lvog reda. Da bi mogli racunati y(k) moramo znati y(k—1)
odnosno pocetno stanje prethodnog dana. Ako smo racun tek otvorili 0-tog dana ulogom u(0),
onda je y(k—1)=0. Iz jednadZbe mozemo izraunati y(1), a zatim y(2), itd., uzimajuéi u
obzir koliko smo uplacivali ili podizali u(k).

Blok dijagram ove jednadzbe je
u(k) (k)
+ >

E-l

x(k) =y(k = 1)

SI. 10.2

Ako x(k) =y(k—1) uzmemo kao varijablu stanja, izlazi standardni oblik jednadzbe
stanja
x(k + 1) = ox(k) + u(k) (10.2)
1 1zlazne jednadzbe
y(k) = ax(k) + u(k). (10.3)
PokuSajmo prvo naci rjeSenje jednadzbe
x(k+ 1) = ax(k) + u(k),
racunanjem x(1), x(2), ... postupnom upotrebom jednadzbe kao rekurzivne formule pocevsi
od poznatog x(0) i poznatog niza pobude {u(k)}
x(1) = ax(0) + u(0),
x(2) = ax(1) + u(1) = o ax(0) + u(0)) = &x(0) + au(0) + u(1),
x(3) = ax(2) + u(2) = &’x(0) + ox(0) + au(1) + u(2),

k-1
x(k)=a*x(0)+ Y a* " u(k),k>0. (10.4)
Jj=0
Izlaz je prema (10.3),
k-1
y(k)=a""'x(0)+a ) a* " u(j) +u(k), (10.5)
Jj=0

»(0) = ax(0) + u(0), k=0,
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k-1
y(k)=a""x(0)+ Y a*u(j)+u(k), k>0, (10.6)
Jj=0
odnosno
k-1
y(k)=a""'x(0)+ Y a*u(j), k=0. (10.7)
j=0

Gornju jednadzbu (10.2) moZemo rijesiti 1 klasicnim postupkom rjeSavanja jednadzbi
diferencija koji je analogan rjeSavanju linearnih diferencijalnih jednadzbi. Ovdje imamo
linearnu jednadzbu diferencija Cije opce rjeSenje mozemo dobiti pocevsi od rjeSenja
homogene jednadzbe x;(k), a zatim dobiti rjeSenje nehomogene primjenom Lagrangeove
metode varijacije parametra.

Pretpostavimo da je rjeSenje homogene jednadZbe oblika x(k)=Cq" gdje je C
proizvoljna konstanta

xk+D=axth) > ¢ '=ag" > g=a (10.8)

Jednadzbu zadovoljava x;, = C ¢" ako je ¢ = a.

Pretpostavimo rjesenje nehomogene jednadzbe u obliku

x(k) = q* - fik) — x(k) = o - fik), (10.9)
gdje je {f(k)} neka sekvencija stavljena mjesto konstante u rjeSenju homogene jednadzbe.

Uvrstenjem u jednadzbu diferencija dobivamo

A ik + 1) = ad k) + u(k) > o [fk+ 1) = fk)] = u(k),
M) =u(k) g **Y g =a.
Primjenom antidiferencijskog operatora (8.27) izlazi
1) = A fu()g 4] = kiu( g™ 4C. (10.10)
=0

Rjesenje nehomogene jednadzbe slijedi iz x(k) = ¢*(k), tj.

k-1 k=1
x(k) = ¢" {Zumq*ﬁ” + c} =Cq"+ 2 u(g" . (10.11)
j=0 =0
Konstantu C moZemo dobiti uvrStenjem u polaznu jednadzbu (10.2) uz £ = 0.
Za x(1)=Cq + u(0) = gx(0) + u(0) —> C = x(0). (10.12)
Dobivamo rjesenje u obliku kao ranije (10.4), uz g = a.
x(0), zak =0,
k) = k-1 A 10.13
=50 + S u()g v, k>0, (10-13)
j=0
aizlaz
k
y(k)=q""'x(0)+ > u(j)g’™, zak=0. (10.14)
j=0

Jediniéni odziv u(k) = &) slijedi iz (10.13).
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x(0), za k=0,
x(k)=4 . (10.15)
a'x(0)+a ", za k>0,
y(k)=a""'x(0)+a", za k>0.
A y(k)
] T T T R
0 2 3 4 k
SI. 10.3
Odziv na jedini¢nu stepenicu u(k) = p(k) uz x(0) =0
& ey _1-4¢"
x(k)y=q Zq‘“”=1 , k>0, (10.16)
=0 -
k ) l_q—(k+l) 1 qk+1 _1 qk+l _1
y(k):qk q_":1+q_1+...+q_k: —=q — = , k>0,
jzo: I-¢" I-¢7"  ¢-1
k ' l_qk+1
yk)y=¢">q7 = , k>0.
J=0 Al_q
(k)
0 2 e
Sl. 10.4

10.3Vremenski promjenjivi sustav

Primjer 10.3

Primjer je racunanje binomnih koeficijenata rekurzivnhom formulom

="l "™ k-o12 10.17
J/( )_ k _m’ — Uslysyeen ( . )

k-n=| " |= ! k=12
P ) T Gy TR

Dijeljenjem ovih jednadzbi izlazi

k)= =k D

yk=1), k=12,...,n. (10.18)

Uz pocetni uvjet y(0) = 1 slijede svi binomni koeficijenti
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n n(n-1) nn-1)(n-2)
TR 3 '

Uvodenjem y(k — 1) = x(k) za stanje izlaza iz jedinice za kaSnjenje dobivamo jednadzbu

Py PR

stanja
x(k + 1) = a(k) x(k) + b(k) u(k). (10.19)
Buduéi da je u(k) = 0, sustav je homogen. Rjesenje u opéem slucaju a(k) mozemo opet
dobiti korak po korak.
x(1) = a(0) x(0)
x(2) = a(1) x(1) = a(1) a(0) x(0)
x(3) = a(2) x(2) = a(2) a(1) a(0) x(0)

x(k) = {Ha( j)}c(O) (10.20)

predstavlja op¢i oblik rjeSenja vremenski varijantnog sustava prvog reda.

{GI NI G

a(k)

Sl. 10.5

Za pobudeni sustav moze se pokazati na jedan od spomenutih nacina da je

x(k) = Zb(j)u(j)ﬂa(i) ¥ {ﬁau)}xm). (10.21)

Jedini¢ni odziv u(k) = (k) uz x(0) = 0.

x(k) = b(O)ﬁa(i) , k>0. (10.22)

10.4Nelinearni sustav

Primjer 10.4

Algoritam za raCunanje drugog korijena iz pozitivnog broja u = konst.

1 u
y(k)—g[y(k—my(k_l)}

je nelinearan sustav. Za x(k) = y(k — 1) dobivamo oblik

x(k+ 1) = £ (x(k), u).

Blok dijagram je na slici.
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k k
u() f b y(k)

(.)-1 E-l

® |
SI. 10.6

Ovdje rjesenje dobivamo numericki, korak po korak, pocevsi od pocetnog stanja koje je
ovdje pretpostavljeno priblizno rjeSenje za Vu . Aproksimacija korak po korak postaje sve
bliza broju u .

10.5Sustavi drugog reda

Ako se sustav moze opisati s dvije jednadzbe diferencija prvog reda:
xi(k + 1) =f1 (x1(k), x2(k), u(k)) , x1(0) = x10,
x2(k + 1) =f2 (x1(k), x2(k), u(k)) , x2(0) = x20, (10.23)
y(k) = g (x1(k), x2(k), u(k)),
kazemo da je sustav drugog reda. Blokovski dijagram je kao na sl. 4.2. 1 4.4.
Uz vektor stanja x(k) = [x1(k), x2(k)] i vektorske funkcije fi g jednadzbe su zbijene
x(k + 1) = fIx(K), u(k)], x(0) = xo;
y(k) = g[x(k), u(k)].
Rjesenje mozemo dobiti korak po korak pocevsi od x(0) = X uz poznati niz {u(k)}
x(1) = f(x(0), u(0)),
X(2) = f(x(1), u(1)) = f[f(x(0), u(0)), u(1)],
xX(3) = f(x(2), u(2)) = £Fif[(x(0), u(0)), u(1)], u(2);.
Sustav se moze opisati takoder s jednom jednadzbom diferencija drugog reda u obliku
vk+2)=f(k+ 1), k), u(k+2), u(k+ 1), u(k))
ili
y(k) = f (k= 1), y(k = 2), u(k), u(k = 1), u(k - 2)), (10.24)
Sto predstavlja model s ulazno izlaznim varijablama.

10.6Linearni sustav drugog reda

Ako je fi 1f> odnosno flinearna funkcija, imamo linearni sustav kao (4.5) ili (4.7)
xl(k+ 1) = a“xl(k) + (112.X2(k) + ul(k),
xo(k + 1) = axixi(k) + axxa(k) + uy(k), (10.25)
x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k), y(k) = Cx(k) + Du(k), (10.26)

moze transformirati u
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xi(k +2) — Txi(k + 1) + Axi(k) = u(k),
xXo(k + 2) — Txa(k + 1) + Axa(k) = v(k). (10.27)

Blok dijagram je na slici 4.2 14.4.

Primjer 10.6.

Jednostavni model nacionalnog bruto dohotka je jednadzba drugog reda. Bruto dohodak
y(k) ustanovljava se na kraju k-te godine, a sastoji se iz iznosa p(k) koji su potrosaci utrosili
na kupovinu raznih dobara, zatim investicija i(k) za kupovinu proizvodnih sredstava, te
troSkova drzavne uprave d(k), tj.

y(k) = p(k) + i(k) + d(k).

Ustanovljeno je da priblizno vrijede slijede¢i odnosi izmedu navedenih veli¢ina.

Troskovi dobara za zivot su proporcionalni ukupnom nacionalnom dohotku u
prethodnom periodu, jer potrosaci viSe troSe kad imaju viSe novaca.

p(k) = ay(k—1).

Investicije su proporcionalne prirastu potro$nje u prethodnom periodu, jer proizvodaci
viSe investiraju kad prodaja ide dobro, odnosno kad ustanove povecanje potroska u prosloj
godini.

(k)= BVp(k— 1) = f o vk — 1) = y(k - 2)).

Troskovi drzave su priblizno konstantni d(k) = d. Ako uvrstimo u sumu dobivamo

vk)=oa(1+pyk—1)—apfyk-2)+d.

Blok dijagram je na S1. 10.7

vk

y(k-1)

y(k-2)

SI. 10.7

Da bi rijesili jednadzbu, pocevsi od £ =0, od koje pratimo proces, moramo znati y(—1) i
v(=2), tj. dohodak u prosloj i pretprosloj godini. Te veli¢ine predstavljaju pocetne uvjete.
Jednadzba se moze rijesiti korak po korak uz odredene parametre o i 3.

Pretpostavimo da za rjeSenje linearne homogene jednadzbe drugog reda zadovoljava
sekvencija oblika

k) =4"

Uvrstenje u jednadzbu oblika
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ay(k+2)+ai(k+ 1)+ ap(k) =0,
daje karakteristi¢ni polinom

a2q2 +ai1qg +ap= 0.

2
—a, t4/a,” —4a,a,

Korijeni su

di; =

2a,
Karakteristi¢na jednadzba se Cesto piSe u obliku
¢ —(rcos @) g+ =0, zacos 0<1, (10.28)
12 =r (cos O+ sin ) = r &7 (par kompl. korjena), ili (10.29)
¢ —Qrcha)g+r=0, zach®’a>1, (10.30)
g12=r (ch a+ sh @) = r " (par realnih korjena) ili (10.31)

q> —2rqg +* =0, quz = r (dvostruki korijen).
RjeSenje jednadzbe diferencija je linearna kombinacija od qlk 1 qzk t.
(k) = Ciq* + Cago®.
Oscilatorni slu¢aj za cos” 6 < 1
yu(k) = C1 F &+ Co#F €7 = 2C #* cos (6k — ¢), (10.32)

pri tom je za r < 1 padajuci, a za » > 1 rastuci (nestabilni sustav) niz.

Zar =1 imamo nepriguseni oscilatorni slucaj

yu(k) = C1 &+ C, &%= 2C cos (6k + ¢). (10.33)
Kriti¢ki aperiodi¢an slucaj cos” 0 = 1
yalk) = Cy 7+ Co ki, (10.34)

pri tom je za r<1 padajuéi, a za >1 rastuci niz (nestabilan sustav).
Za slucaj r = 1, odziv linearno raste
yu(k) = C; + Cak,
pa je sustav nestabilan.
Aperiodican slucaj ch o > 1
ya(k) = Cy e+ Cy e (10.35)

pritom za re” <11ire ®<1 niz je padajuci (stabilan sustav).

Homogeni sustav jednadzbi s varijablama stanja
Rjesenje jednadzbi sustava drugog reda se moze dobiti slicno kao kod kontinuiranih

sustava. (4.12).

Supstitucijom y(k) = ¢* u jednadzbe stanja
xl(k—i- 1) = a“xl(k) + a12)C2(k)
xo(k + 1) = azixi(k) + axxa(k) (10.36)
izlazi

quk+1 = anquk + alzquk
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Xod" ' = anXag" + anXod',
odnosno
gXi = anXi + anXa,
qgXo = an Xy + anXs. (10.37)
Da bi sustav algebarskih jednadzbi dao rjeSenje za amplitude X, X; mora determinanta
iS¢ezavati. Odakle slijedi karakteristi¢ni polinom kao iz (4.19), (4.20).
¢ -Tqg+A=0, (10.38)
¢iji korijeni q; 1 q2 su prirodne ili vlastite frekvencije sustava. RjeSenja se mogu dobiti za
konstante kao u (4.23.), a diskusija rjeSenja i trajektorija ima za razne slucajeve prirodnih

frekvencija slican tok. Odzivi su sekvencije a trajektorije niz to¢aka u ravnini stanja. Sl.

10.7 Vremenski promjenjiv sustav drugog reda

10.8Nelinearni sustav drugog reda

Primjer 10.8.

Diskretni ekvivalent Van der Polove jednadzbe je:
y(k) = 2,1p(k — 1) = 0,1y(k — 1) (k — 2) — 1,1y(k — 2) + 0,1y’ (k — 2). (10.39)
Rjesenje korak po korak za pocetne uvjete y(k — 1) i y(k — 2) dano je u tablici.

TABLICA I SLIKA



11. VREMENSKI DISKRETNI LINEARNI SUSTAVI

11.1Model sustava s ulazno-izlaznim varijablama

Najopcenitiji opis linearnog sustava s jednim ulazom u i jednim izlazom y je u obliku
skalarne jednadzbe diferencija n-tog reda (a, # 0, ap # 0).
ayk+n)+a,_1yk+n—-1)+... +apyk) =
buu(k + m) + by, —qu(k+m—1) + ... + bou(k). (11.1)
Sustav je vremenski stalan ili po koraku stalan ako su koeficijenti {a;} 1 {b;} konstante, a
po koraku promjenjiv ako su koeficijenti funkcije koraka k.
Diferencijske odnosno jednadzbe diferencija Cesto se piSu uz pomoc¢ operatora pomaka
E, koji se u literaturi nekad oznacava s gq.

(a.E"+ ... +a))y=(b,E"+ ... +by) u (11.2)
ili
A(E)y=B(E) u, (11.3)
. A A
adje je (Ey)(K) = y(k+1), a(E" y)k)=y(k+n), (11.4)
E=q E_1=q_1

ili

A A
(gy)(k)=y(k+1),a (¢" y)(k)=y(k+n)

Red diferencijske jednadzbe je dan razlikom izmedu najveée i najmanje potencije
operatora E ili g. Linearni sustav se moze predstaviti kao blok

u

~——{ H(E) |

Sl 11.1

gdje je H(E)=B(E)/A(E) slozeni operator kojeg treba interpretirati kao diferencijsku
jednadZzbu.
Jednadzba sustava se Cesto piSe kao linearna kombinacija pobude u i njenih zakaSnjelih
replika, te izlaza y 1 njegovih zakaSnjelih replika
coy(k) + ciy(k— 1)+ ... + ek — n) = dou(k) + dju(k — 1) + ... + du(k — n) (11.5)
odnosno uz pomo¢ operatora E™" ili ¢~

Prijelaz iz jednog oblika u drugi vr$i se supstitucijom k = k' — n ili mnoZenjem s E™".
11.2RjesSavanje jednadzbe diferencija

Linearna jednadzba diferencija viSeg reda moze se rijeSiti korak po korak racunanjem

y(k) iz {y(k =)} =1 1 {ulk =)} "i= o
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yk)y==Y ay(k—iy+> bu(k—i), a,=1, zak=0,12,.. (11.6)
i=1 i=0

Da bi to bilo moguce, potrebno je poznavati n pocetnih uvjeta t;.
y(=1), ¥(=2),... , y(—n). (11.7)
Postupak se moze prevesti "ru¢no" ili se moze napisati program za programabilni
kalkulator ili elektroni¢ko racunalo. Rezultat ¢e se dobiti kao niz numerickih podataka i to ¢e
biti zadovoljavaju¢i rezultat za konkretni slucaj. Za potrebe opcenite analize i sinteze
odnosno projektiranja linearnih diskretnih sustava, pozeljnije je imati rjeSenja u obliku
kompaktnog izraza, gdje parametri sustava figuriraju u rjesSenju. Teorija linearnih jednadzbi
diferencija s konstantnim koeficijentima je razradena i veoma upotrebljiva kao i teorija
linearnih diferencijalnih jednadzbi.

Klasiéni put dobivanja rjeSenja

Rjesenje linearne jednadzbe (11.1) opéenito se dobiva kao rjeSenje homogene jednadzbe
aynk+n)+a,_ytk+n—-1)+ ... +agu(k)=0 (11.8)
1 partikularnog rjeSenja y,(k) koje odreduje ukupna funkcija pobude na desnoj strani
flk) =bpu(k + m) + by ju(k+m— 1)+ ... + bou(k). (11.9)
Najopcenitije rjeSenje homogene jednadzbe je linearna kombinacija od n posebnih
linearno nezavisnih rjesenja
Y1(k), yak),...., yu(k),
s proizvoljnim konstantama, dakle
yu(k) = Cyi(k) + Coya(k) + ... + Cy(k). (11.10)
Jednadzbu (11.8) moZemo pokusati rijesiti redom, ali se lako vidi da funkcija ™ ili bolje
y(k) = ¢* zadovoljava jednadzbu, gdje ovdje ¢eC predstavlja kompleksan broj, a ne operator.

Uvrstenjem dobivamo tzv. karakteristicnu jednadzbu

k+
a,q " +a,-1q

(ang" +a,-1q
Netrivijalno rjeSenje gornje jednadzbe trazi da bude

krn=ly +agt=0,

n—1

+...+a0) ¢ =0.

n—1

aq" +a,_19"  +...+ay =0. (11.11)

Karakteristi¢ni polinom (11.11) ima » korijena
q1s q2,--- 5 qn. (11.12)
Jednadzbu dakle zadovoljavaju funkcije odnosno nizovi ¢if, ¢.%..., ¢.", pa se

najopcenitije rjeSenje homogene jednadzbe, kad su korijeni razliciti, dobiva u obliku
yi(k) = Cigi* + Coga* + ... + Cug" (11.13)
Ako je neki korijen viSestruk, na primjer ¢g; s viSestrukosti m, moze se pokazati da ¢e
jednadzba zadovoljiti sekvencije oblika ¢1*, kg1",..., km—1q1", gm+ 1", .., gu', pa Ge rjeSenje biti
(k) = Cigt* + Cokgi* + ...+ Cok™ 't + Cons 1Gm st + .. + Cug. (11.14)
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A
Kompleksni korijeni u jednadzbi s-realnim koeﬁcdjpati—m;efgf? dolaze u konjugiranim
parovima. / . <1
Nadalje, budu¢i da su y(k)e oizvolijne 1(0nstante tih sekvencija su takoder
konjugirano'®o ﬁil_é (sne. Dakle kad EEER \? 77777 T T T -
k):cl(]lk-i-Cz k ‘ A k
7re‘-’. ° i kadje C; = C¢’ tada je C3= Ce?’. Rjesenje se moze napisati
> Qs = rei]tg
CrFe?? e = 2G eqe(kO+ ). [ (1115

\
\

Korijen g =0 se ne uzitha u obzir. On samo smanjuje red jednadZ’F 7 jeda Tdnosno za
m ako je m-terostruk. 11T o

B B S e — >
Kompleksni korijeni se mogu ptedstaviti toékam&%lk}%phgl(s{loj g-ravnini \k

Q=1 \ gs=a<1

Sl 11.2

Kako se vidi, veli¢ina |¢g] = r; je odlu¢na da li ¢e sekvencija rjeSenja geometrijski padati »
< 1 ili rasti » > 1 ili biti konstantna =1, odnosno da li su karakteristi¢ni korijeni unutar,
izvan ili na jedini¢noj kruznici. Za nepobuden sustav, gdje uzorci niza rastu tako da mogu
prerasti bilo kako veliki unaprijed zadani broj, kaze se da je nestabilan. Odatle se moze
zakljuciti da je sustav nestabilan ako ima karakteristi¢ne korijene izvan jedini¢ne kruznice ili
viSestruki korijen na jedini¢noj kruznici.

Partikularno rje$enje nehomogene jednadzbe diferencija

Za dobivanje partikularnog rjesenja jednadzbe uz opéu sekvenciju pobude {f(k)} moze
se koristiti Lagrange-ov metoda varijacije parametara kao kod diferencijalnih jednadzbi, kako
je to pokazano kod sustava prvog reda. Njegova primjena rezultira u sumacijama, koje su
cesto krupne i viSe puta ih je teSko predstaviti u kompaktnom obliku. Iako se rjesenje dobiva
u eksplicitnom obliku, za bilo kakvu {f(k)}, druga metoda, tzv. metoda neodredenog
koeficijenta viSe se upotrebljava u analizi sustava. Ona je medutim ograni¢ena na pobude

oblika polinoma i eksponencijalne sekvencije. Buduci se veliki broj pobuda zanimljivih za
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analizu dade predstaviti ili aproksimirati spomenutim sekvencijama, zadovoljit ¢emo se ovdje
metodom neodredenog parametra.

Pobuda polinomom oblika

flk)=do+ dik+ ... + d,k", (11.16)
dat ¢e partikularno rjeSenje takoder u obliku polinoma m-tog stupnja, tj.
k) =Co+ Cik+ ... + Ck". (11.17)

Partikularno rjeSenje se pretpostavlja uvijek u obliku kompletnog polinoma, tj. sa

¢lanovima svih potencija od 0 do m, bez obzira da li polinom pobude je kompletan ili ne.

Pobuda eksponencijalom et

k

Najzanimljivija pobudna sekvencija je oblika u(k) = & e* =7z eeC, ponajprije zato

Sto svi linearni sustavi kao §to smo vidjeli daju vlastito titranje u oblicima qik, pa se oni Cesto
pojavljuju 1 kao pobuda sustavima. Nadalje pobuda s Z* moze dati i odredeni uvid u odnose
izmedu klasi¢nog rjeSavanja diferencijskih jednadzbi i onog s transformacijama.
Partikularno rjeSenje koje ¢e zadovoljiti jednadzbu (11.1) uz u(k) = Uz, gdje je zeC
kompleksan broj koji mozemo predstaviti u obliku
y(k) =Y 2, (11.18)
gdje se U 1Y nazivaju kompleksne amplitude pobude odnosno odziva.
UvrStenjem pretpostavljenog rjeSenja y,(k) =Y 2 izlazi
(" +a,_ 12" '+ +a) Y = (0" + b 12"+ +Dbg) UL
odnosno
A2 Y =B U, (11.19)
odakle slijedi kompleksna amplituda odziva Y, koja zadovoljava jednadzbu

Y:B(z)U:bmz +...+b0U (11.20)
A(z) a,z'+...+a,

Razlomljenu racionalnu funkciju od kompleksne varijable z nazivamo transfer funkcijom

ili prijenosnom funkcijom diskretnog sustava.

_B&®_»® Y2 Y (11.21)

Az uk) |,y . U U

H(z)

Transfer funkcija je, dakle, odnos kompleksnih amplituda prisilnog odziva i pobude, kad
je pobuda Z*. (11.1) ili (11.5).

Transfer funkcija se moze lako napisati iz jednadzbe diferencija formalno zamjenom
operatora E s brojem z.

Partikularno rjeSenje koje se ¢esto naziva i prisilni odziv je

y,(k) =H(z)UZ".

Zavisno od broja z partikularni niz moze biti rastu¢i ili padajuci aperiodican ili valovit, te
stalan ili periodi¢an, zavisno gdje z lezi u kompleksnoj ravnini. Valovitost se javlja kad je
z= pe’® aperioditnost kad je z = ¢/°.
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Realan niz se dobiva linearnom kombinacijom
P+ pe i =2p cos k
Za p =1 je niz sinusni, dakle, konstantne amplitude
u(k) =|U|cos(6k + ¢) = (Ue’ﬂk +U*e /™ )/ 2= |U|(ej“’eja‘ +e e/ )/ 2
prikazan s dvije konjugirane eksponencijale. Jednako tako partikularno rjeSenje slijedi
kao superpozicija dvije konjugirane eksponencijale
yp = H(e*)Ue™ + H(e ) Ure ™™
Aperiodican niz je konstantan za z = 1 ili alterniraju¢e konstantan za z = —1
yvo=H1)Uiliy,=H(-1)U
Trajnu pobudu imamo kad je z na jedini¢noj kruznici, pa i prisilni odziv (odnosno
partikularno rjeSenje) imamo trajan, ili jednak nuli. Takav odziv se naziva stacionarnim.
Za viSestruki (m), pobudna frekvencija na jedini¢noj kruznici daje oblik
u(k)=k""! (11.22b)
koji takoder moze dati rastu¢i odziv.
Partikularno rjeSenje treba pretpostaviti u obliku polinoma u varijabli £ istog stupnja.
Transfer funkcija se ¢esto upotrebljava u obliku
(z—zl)(z—zz)...(z—zm)’ (11.23a)
(z-a)(z-q,)...(2~q,)

gdje su polinomi brojnika i nazivnika predstavljeni kao produkt korjenih faktora. Korijeni

H(z)=K

brojnika B(z;)) =0 su nultocke, a korijeni nazivnika 4(q;) = 0 su polovi racionalne transfer
funkcije. Koincidencija frekvencije pobude s vlastitom frekvencijom z = g; traZi pretpostavku
partikularnog rjeSenja u obliku y,(k) = K'Y,

Cjeloviti odziv nehomogene jednadzbe diferencija uz pobudu s u(k) = Uz" izlazi

y(k) = (k) + yp(k) = C1qi* + Coqa* + ... + Cq,” + H(z)UZ",
Primjer: Rijesiti jednadzbu diferencija
y(k+2) + y(k + 1)+ 0,21y(k) = (-1),

uz pocetne uvjete y(0) =01 y(1)=0.

RjeSenje homogene jednadzbe

yk+2)+y(k+1)+0,21y(k) =0,
ée se pretpostaviti u obliku y;(k) = ¢*. Uvritenjem se dobiva karakteristi¢na jednadzba
¢ +q+0,21=0.
Korijeni su q; =-0,7 1 q2 =—0,3, pa izlazi
yi(k) = C1(=0,7)" + C(-0,3)".

Partikularno rjeSenje oblika y,(k) = Y(~1)" uvriteno u nehomogenu jednadzbu daje

L =Lty

k == =
YO = Chvoa 0.21
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Kompletno rjeSenje izlazi

Yk =y, (k) + v, (k) = C, (<0.7)" +C, (=0.3)" +ﬁ(—1)k.

Uvrstenjem pocetnih uvjeta
0=C;+C,+1/0,21,
0=(-0,7)C;+(-03)C,—1/0,21,
daje
(k) =—-8,33 (=0,7)F + 3,5 (~0,3)" + 4,76 (-1)".

11.3Frekvencijske karakteristike vremenski diskretnog sustava

Pobuda sinusnom frekvencijom
ul . _ A
u(k) =|U|cos(Qk + @) = %(ef(gk”’) +e /) =Re{Ue™™}. (11.24)
Dovoljno je, dakle, uzeti pobudu oblika &“* s kompleksnom amplitudom U = [U|¢/?, §to

znaci rijesiti sluc¢aj pobude s

u(k) = U™ = Re {U } + Im (U™}, (11.25)
Partikularno rjeSenje ¢e se dobiti takoder u obliku
y(k) = Y =Re {Y} +)Im {Y}, (11.26)

pa se moze koristiti Re{} realni dio rjeSenja kao posljedica realnog dijela pobude Re{U¢’ Qk}
Za jednadzbu diferencija
A(E) y =B(E) u
i pobudu &* dobiva se transfer funkcija

H (o) — b, e’ +...+b,
(e )_ jnQ *
a, e’ +...+a,

n

(11.27)

Kako je H(¢“) funkcija argumenta ¢, zakljudujemo da se nista neée promijeniti ako
mjesto €<, stavimo &**™. Odakle slijedi da ée periodiénost argumenta s 27z dati i

periodi¢nost transfer funkcije H(¢"?) s 2.
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| H() |

3 2 om g r 2t 3n Q5
" ZH ()
f f f { f f |
3n -2m -TC 0 T 21 3t Q—
SI. 11.3

Frekvencijska karakteristika vremenski diskretnog sustava dana je u jednom periodu,
dakle u intervalu (-7, 7).

Frekvencijska karakteristika H(¢’*) daje stacionarno stanje sustava Vp= H(*U u
ovisnosti od frekvencije Q pobudnog sinusnog signala.

MozZe se predstaviti u pravokutnom obliku

H(e®) = H(&®) + H(€"®)
ili u polarnom obliku
H(&®) = A(Q)*?,

; (Q) = arg H(¢™) frekvencijske karakteristike amplitude i faze.

adie su A(Q) = | H(®)

Budu¢i da transfer funkcija ima realne koeficijente {a;} 1 {b;} izlazi da je

H(e™?) = H*(®),

a odatle da je H(€*) i A(Q) parna, a H(€**) i ¢(Q) neparna funkcija od Q.

Kvadrat amplitude 4%(Q) moze se dobiti

AXQ) = | H(E™) | = H(E) He™).

Za projektiranje frekvencijskih karakteristika pogodno je kvadrat amplitude izraziti s

P re/

5 o o [e’“ o j d, + Zan(; d. cos(rQ2)
A () =H(e")H(e™)=G — =G(cosQ) =

¢, + 22 ¢, cos(rQQ)

r=0

Frekvencijska karakteristika sustava I reda.

Uzmimo jednadzbu
(k) — ap(k— 1) =UZ" , Ue R. (11.28)
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Partikularno rjesenje je y(k) = YZ*

U | U

Y = —
| 74

= 79 .
L—ol® l—az™

Transfer funkcija odnosno frekvencijska karakteristika

Y = U_,Q = v , , (11.29)
I-ae™”™ 1-a(cosQ—jsinQ)
| (e")| = ! = ! . (11.30)
{(l—occosQ)2 +(a sinQ)z}l/2 (I+a’ —2acosQ)"?
Uzmimo primjer « = 0,9. 1zlazi karakteristika na SI. 11.4.
. [HE?) | . [HE |
10+ 10
5 ,
> >
0
SL. 11.4 SL. 11.5

koja predstavlja jednostavni vremenski diskretni nisko-propusni filtar. Za a=-0,9 dobili
bismo visoko-propusni filtar SI. 11.5.

Do rezultata smo mogli doéi praéenjem duzine vektora (¢*~ @) kad se Q mijenja izmedu
(-7, m), odnosno (0, 7). Nazivnik je najmanji kad Q prolazi oko Q2 = 0.
I

o )
1= )= ]

Im 4 Im

¢° °
a a
Q\ . A
0 o Re 0 \y Re
q:

Sl. 11.6 SL 11.7

A

v

Za sustav drugog reda izlazi transfer funkcija oblika

1
H = .
S v

odnosno za z = ¢ frekvencijska karakteristika izlazi

(11.31)
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1
(ejQ _ql)(ejQ —-q,) .
Uzmimo, na primjer q; = 0,9¢™* i qz = 0,9¢7™*, gdje je r = 0,9. Za [H(¢*)|, imamo
1

H(e™)=

(11.32)

H(e™)|=— A _ _ : (11.33)
‘ ‘ ‘(e_/sz —re’™*) (e’ - ,,e—_m/zt)‘
Uz r = 1 moze se karakteristika aproksimirati s (€2y = 7/4)

|H (') = ! (11.34)

-0 +2@-0,)/0,° ]’

Sto za r=0,9 odgovara frekvencijskoj karakteristici titrajnog kruga s rezonantnom
frekvencijom Q= /4 i kvalitetom Q = 1/(1 —r) = 10. SL. 11.8.

A |H(6‘Q) |
f T f f f f T T >
-7 Q0 Qo r Q-
SI. 11.8

Vidimo da se diskretni sustav vlada kao rezonator, odnosno jednostavni pojasno
propusni filtar. Vremenski diskretni sustavi se ¢esto realiziraju s digitalnim sklopovima, pa se
ovakvi sustavi nazivaju u takvoj realizaciji - digitalnim filtrima.

Frekvencijsku karakteristiku se moze odrediti grafic¢ki iz transfer funkcije predstavljene

korijenim faktorima

m

H(Z_Zi)

H(z)=KE——,

H(Z_qi)

prac¢enjem apsolutne vrijednosti |H(efQ)‘ i argumenta H(e) transfer funkcije na
jedini¢noj kruZnici z = & ravnine z.

m

l_[‘(ejQ _Zi)‘

|H ()| = K2 A
[Tle™ -a))
arg H(z) = Y. |arg(e’ — z,) —arg(e’* - q,)].

Svako korijeni faktor transfer funkcije daje svoj individualni doprinos veli¢ini

(multiplikativno) 1 fazi (aditivno).
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»
»

Ti doprinosi se mogu pregledno vidjeti i graficki Im
odrediti ako se nacrta dijagram polova i nula u o
kompleksnoj ravnini z. Korijeni faktori @ -z) ili ! ¢
(¢ — q)) kao kompleksni brojevi mogu se interpretirati ol R:

kao vektori u kompleksnoj ravnini. Na primjer c¢lan

iQ e . .o .. v . v
(¢"" — z1) ¢ini vektor koji izlazi iz to¢ke z; i zavrSava u

todki ¢, koja se nalazi na jedini¢noj kruznici 2] = 1,
ima duzinu /= |-z | i &ini kut o1 =arg(¢® —z)) s
pozitivnim smjerom realne osi. Taj se vektor moZe dobiti kao razlika vektora ¢, koji izlazi

iz ishodi$ta 1 zavrSava u tocki na jedini¢noj kruznici | &% =11 ¢ni kut Q s pozitivnim

smjerom realne osi Re{z} i vektora z; (r; = |z, ), koji izlazi iz ishodisSta i zavrSava u tocki z;.

U skladu s iznesenim vrijednost transfer funkcije na frekvenciji Q

m

[Te

|H (") =K—L—

I

1
je, dakle, kvocijent produkta udaljenosti {d;} tocke na kruznici ¢ do nulto¢ki {z;} i produkta
udaljenosti {/;} tocke na kruznici ¢ do polova {q;}.
Fazni kut transfer funkcije argH(¢®) je

argH(ejQ):z¢i _zl/ji 5
1 1

dakle razlika sume kutova {¢;} Sto ih ¢ine spojnice tocke na kruznici ¢ s nultockama {z;} i

sume kutova {;} $to ih ¢ine spojnice to¢ke na kruznici ¢ s polovima L
Vi Poj p q

Primjer:
H(Ez)=K—"
(z=q)(z-q,)
|H(e")|= K4
1112
. A
arg H(@) = @1 — (y1 + y2). Im 2
Gledajuéi na promjenu duZina d; i /; kad tocka ¢ I, &?
putuje po kruznici pri raznim frekvencijama €2, moZemo @ .Adl o1
zakljucCiti da veliCina frekvencije karakteristike prolazi 0 oz R >
. 2 (4]
manjim iznosima kad je ¢ u blizini nultodaka, a velikim VAL
. 2
iznosima kad je ¢* u blizini polova (maleni /).
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11.4Jedini¢ni odziv diferencijskog sustava

Kroneckerov ili delta niz {&k)} 1 Heavisideov niz {S(k)} su izrazito vazne pobude za
analizu sustava. One odgovaraju jedinicnom impulsu 1 stepenici. Ponajprije bitna svojstva
sustava se mogu ustanoviti iz odziva {h(k)} 1 {g(k)} na takove pobude. S druge strane
poznavanje odziva {h(k)} 1 {g(k)} moze posluziti za odredivanje odziva na bilo koji oblik
pobude upotrebom principa superpozicije. Jednadzba diferencija se moze rijesiti korak po
korak, ali analiti¢ko rjeSenje ima prednost jer daje izraz u kompaktnom obliku, gdje je dana 1
zavisnost rjeSenja od parametara sustava.

Pretpostavimo op¢i oblik jednadzbe (11.1) uz pobudu oblika u(k) = Ak) 1 miran sustav
y(k)=0zak<0.

ayk+n)+a,_yk+n—-1)+...+yk)=£fk) =
b,Xk+n)+b,_1Xk+n—-1)+ ... + boXk) (11.35)

Iz 6 sekvencija na desnoj strani jednadzbe vidimo da fik)=0 za k£ > 0. Radi toga
jedini¢ni odziv k£ > 0 je rjeSenje homogene jednadzbe, tj. (11.8). RjeSenje je linearna
kombinacija (11.10)

h(k) = Ciyi(k) + Cova(k) + ... + Cyu(k) za k> 0. (11.36)

Za odredivanje n konstanti {C;} potrebno je n podataka odnosno n pocetnih uvjeta A(1),
h(2), ..., h(n).

Ovi uvjeti se mogu dobiti iz jednadzbe diferencija i svojstva & niza da ima ¢lan
Ak+i)=1,zak=—i,a Xk+1i)=0,za k#i.

Uz desnu stranu (11.53) mozemo napisati n + 1 jednadzbu za ke[-n, 0]

k=-n; ,h(0) + a,_ 1h(=1) + ... + agh(-n) = b,
k=-n+1; a,h(1) + a,_ 1h(0) + ... + agh(-n+ 1) =b (11.37)
n-1
k=-n+2; a,h(2) + 2y th(1) + ... + aph(-n +2) =b
_________________ n-2
k=-1; a,h(n — 1)+ a,_ h(n —2) + ... + agh(=1)
=b
k=0; a,h(n) + 2, th(n — 1) + ... + agh(0) = by

Bududi da je sustav miran, (k) = 0, za £ < 0 mogu se napisati jednadzbe u obliku

a, ThO)] [ b,
h(l b
n—1 an ( ) n-1 Ah — b
) (11.38)

an—Z an—l a h(z) = bn—Z h:A—lb

a, a, a, - a, |hmn)]| [ b,
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RjeSenje se moze dobiti inverzijom matrice A, u kojoj su elementi koeficijenti {a;}
jednadzbe diferencija.
Ako se medutim pogledaju jednadZzbe, moZe se napisati rekurzivna formula za postupno

racunanje svakog Clana niza {h(k)}.

Redak za neki k£ ima oblik
ah(k) +a,_1h(k— 1)+ ... + aph(k—n)=b, _x (11.39)
Sto se vodeci racuna da su A(k) = 0 za k < 0, moZe napisati u obliku
a,h(0)=b, ,zak=0 (11.40)
k-1
a,h(k)+> a,,hi)=b,,, za0<k<n, (11.41)

i=0
odakle izlazi
b /a,, zak=0
h(k) = -
*) [m%—Z}W“ﬁm}U%L zak >0

i=0

(11.42)

Sada se mogu odrediti {i(k)}, k=1,2,...,n, potrebni za odredivanje {C;},
i=1,2,...,n {C;} ¢e se odrediti iz skupa jednadzbi (11.54) za k=1, 2, ..., n.

Za razlicite korijene karakteristicne jednadzbe ¢, qa, ..., g, 1zlazi oblik
hk)=Cigi* + Cogs* + ... + Cogi™, k=1,2,....n (11.43)
Sto u matri¢noj simbolici vodi na
_ql q2 s qn—_cl_ _h(l)_
@ q4 v q,[C| |2
q @ a4 Cl|=]r0) (11.44)
4 9 9G] [A(n)]
Rjesenje
QC=h,jeC=Q'h. (11.45)

Ako su jednadzbe oblika (11.5) homogeno rjesenje (11.43) vrijedi za k > n.
Primjer 11.5
Provedimo odredivanje odziva na dniz za jednostavan primjer
Yk +2)=3y(k+ 1)+ 2p(k) =2u(k + 1) — 2u(k),
za u(k) = &k) — y(k) = h(k),

k=-2; h(0) — 3h(=1) + 2h(=2) =0 — 0
h(0) =0

k=-1; h(1) = 3h(0) + 2h(=1) =2
h(1)=2

k=0; h(2) — 3h(1) + 2h(0) = 0 — 2
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h2)=3-2-2=4

Karakteristi¢na jednadzba
7 -3¢+2=0>q1=1,¢:=2,
hk)=C 1"+ C, 2%, za k>0,
h(1)=C,-1+C,-2=2 -2
h(2)=C,-1+C,-4=4| ’

Ci=0, C=1,
-, 0, k<0
(k)= 28 k>0

Odziv na Heavisideov niz {g(k)} moZe se dobiti iz jedinicnog odziva
k
g(k) =D ().
i=0

11.5Konvolucijska sumacija

Linearni sustav je karakteriziran svojstvom

HE) afui(k)} + flua(k)}] = aH(E) {ux(k)} + SH(E) {ua(k)},

odnosno za jedinicni odziv vrijedi

{h(k)} = HE) {&k)};  H(E) {c &k)} = {ch(k)}.

Za vremenski promjenljiv sustav vrijedi

H(E) {&k - 1)} = {h(k, i)}.

Za vremenski nepromjenljiv sustav vrijedi

H(E) {&k =)} = {h(k—=D)j.

Pretpostavimo proizvoljni signal predstavljen s 6 nizom

u=..u=l) {Xk+ 1)} +u(0) {&k)} +u(l) {Xk—1)} +u) {Ak-2)} + ...

u(@) { Xk =)y = u(@) {h(k - ).

Odziv na niz u je:

y= . u(=1) {h(k + D)} +u(0) {h(k)} +u(l) (hk— 1)} +u(2) Shk—2)} + ...

Obje sekvence se mogu napisati krace u obliku tzv. konvolucijske sumacije

u= +Z'cf,l(i){CS(k—i)}, u=u*s,

y= > u@h(k,i)}., y=u*h
k-ti Clan ili uzorak ove sekvencije je dan s

y(k) = iu(i)h(k,i). .

(11.46)

(11.47)

(11.48)

(11.49)

(11.50)

(11.51)

(11.52)

(11.53)

(11.54)

(11.55)
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Za vremenski stalan sustav je

Y0y = ulhtk -1, (11.56)
ili
YKy =S Mtk —i). (11.57)

Konvolucijska sumacija nam omogucuje odredivanje odziva za bilo kakvu pobudu kad
je poznat odziv na O niz. S druge strane ova operacija je veoma vazna u teorijskim

razmatranjima, i razumijevanju linearnih sustava.

A

(D)}

-y

Sl 11.9

Racunanje (4) — Suma produkata uzoraka pobude u i prevrnutog i pomaknutog (za

k = 4) jedini¢nog odziva h.
11.6 Dekonvolucija

Dekonvolucija je postupak dobivanja nepoznate pobude {u(k)}, ako je poznat odziv
sustava {y(k)}.
Pokazana veli¢ina pri nekom mjerenju uvijek je rezultat konvolucije stvarne veli¢ine s

odzivom mjernog sustava. Diskretni oblik je
k
y(k)= Y u(k—i)h(i) =
i=0

Konvolucija napisana ovako

:u(k)h(0)+zk:u(k—i)h(i) =y(k), (11.58)
vodi na jednostavnu rekurzivnu formulu
L NP
u(k)—{y(k)—;u(k—z)h(z)}m. (11.59)

Sumacija u zagradi upotrebljava uzorke, koji su izraunati u prethodnim koracima
postupka tj. u(0), u(1), ..., u(k—1).

Ako dva niza daju konvolucijom o&-niz {u(k)}*{v(k)} = {i(k)} onda su oni medusobno
inverzni {v(k)} = {u(k)}™".



12. 2-TRANSFORMACIJA

12.1Uvod

Linearni vremenski diskretni sustav je opisan jednadzbom diferencija
a(k+n)+ ... +ag(k) =bu(k+n)+ ... + bou(k).
Partikularno rjesenje za pobudu oblika UZ" je istog oblika
yp(k) = Y2
To ¢e biti 1 jedino rjeSenje ako pobuda u jednom stabilnom sustavu tece od k = —o.
Uvrstenjem se dobiva da je

bnzn+...+b0 U= H(2)U,
a,z"+...+a,

Y =

pa se rjeSenje moze napisati u obliku
y(k) = UH(z)Z". (12.1)
Veli¢ina H(z) se naziva transfer funkcija jer zavisi od kompleksne veli¢ine z, koja je za
slu¢aj eksponencijalne pobude s frekvencijom ® jednaka z = ¢ i naziva se frekvencijska
karakteristika.
Odziv y(k) se moZze dobiti 1 na drugi nacin, koriStenjem superpozicije odnosno
konvolucijske sumacije, ako je poznat jedini¢ni odziv A(k).

Za pobudu preko cijele vremenske osi (—o0, o) konvolucijska sumacija je oblika
y(k)= lf: h(Du(k =1).
Za u(k) = UZ" izlazi
y(k)= Ui )z =Uz" ih(l)z”. (12.2)

J— =
Izjednacavanjem rjesenja (12.1) 1 (12.2) izlazi da je

H(z)= ih(l)z", (12.3)

I—

tj. da je transfer funkcija H(z) vezana s jedini¢énim odzivom beskona¢nom sumacijom.

Frekvencijska karakteristika dobiva se za z = ¢ u obliku
H(e™) =Y h(l)e’™. (12.4)
[=—0

Ovdje mozemo prepoznati Fourierov red za periodi¢nu funkciju H(¢'®) perioda 2.
Velic¢ine {h(/)} su amplitude harmonijskih komponenti tog reda. Mogu se dakle dobiti

izrazom za Fourierov koeficijent

h(ly=—— j H(e)e do, (12.5)
2 <
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Ovaj par izraza (12.4) i (12.5) za H(¢®) odnosno h(k) mozemo shvatiti kao
transformaciju sekvencije {/(k)} u spektar H(¢/®) i obratno - dakle H(¢®) je Fourier-ova
transformacija niza {h(k)}

H(¢®) =7 {h(k)} = VDFT{h}.
Par h(k) 1 H(z), koja je takoder funkcija kompleksne varijable z, predstavlja

transformacijski par, a izraz (12.3) odnosno

~+00

X(2)= Y x(k)z" =3{x(k)}, (12.6)

k=—00
definira g-transformaciju niza {x(k)}, bio on jedini¢ni odziv nekog sustava ili bilo koji drugi
niz.
Izraz (12.6) moZe se interpretirati s Fourierovim redom i kad je z op¢i kompleksan broj

z=rd®, r=|z|, (12.7)
X(re’”) = ix(k)(rej”’)—k ,
X(re™®) = i(x(k)r‘k Jo e (12.8)

k=-0
X(ré®) je 7 transformacija priguene sekvencije {x(k) Iy
Za neki odredeni niz {x(k)}, Fourierov red (12.8) ¢e biti konvergentan za neke
vrijednosti r-a. Tako ¢e red koji definira 2 transformacija biti konvergentan u nekom
podrucju z-a, koji zovemo podru¢jem konvergencije g-transformacije.

Inverzija se moze dobiti na temelju izraza za Fourierove koeficijente
-k 1 h jo ko
x(k)r === [ X(re™)e™do .
2 7

MnoZenjem s #* i stavljanjem #* unutar integrala dobivamo

x(k) = —— [ x(rer)(re’) dew (12.9)
2r
. . d.
i promjenom varijable integracije r¢® =z uz r — konstantan dz = jré“dw odnosno do = —Z
z
izlazi /
_ L §x(2)z" . (12.10)
27

Integracija po  je preko intervala 2r §to u varijabli z = r¢’® odgovara jednom obilasku
po kruznici radijusa 2| = r, pa bi se integral mogao napisati u obliku integrala u z-ravnini po
zatvorenoj krivulji. Za radijus r treba biti izabran neki broj za koji % transformacija
konvergira. Oblik (12.10) predstavlja op¢i izraz za inverznu % transformaciju. Ali kako ¢e se

vidjeti, ima viSe jednostavnih metoda da se dobije sekvencija iz njene 2 transformacije.
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2 transformacija za linearne vremenski diskretne sustave ima znacenje koje ima Laplace-

ova transformacija za vremenski kontinuirane.
12.2Svojstva g-transformacije

Za kauzalne signale upotrebljava se jednostrana 2-transformacija
X(2)=) x(k)z™". (12.11)
k=0

Ako nije posebno istaknuto govorimo o jednostranoj transformaciji, koja je interesantna
za odredivanje vladanja vremenski diskretnih sustava.

Dvostrana transformacija se upotrebljava u analizi sluCajnih signala 1 dvostrano
beskonac¢nih sekvencija.

Konvergencija 2-transformacije

Ako niz zadovoljava slijedece uvjete:
1. |x(k) | <o za sve konaéne k.
2. postoje pozitivni brojevi 4, ri K takvi da |x(k)| <4 zak>K

tada jednostrana 2-transformacija
X(z)=) x(k)z™",
k=0

konvergira apsolutno za svaki z sa svojstvom |z] = $>r.
Dokaz

X(2)= ix(k)z_k + ix(k)z_k ,
k=0 k=K
K-1 0
(X ()| <D xRS + D |xh)|e ™ . (12.12)
k=0 k=K
Uvijek postoji broj M takav da je prva suma manja od

K-I1 K-1

D<My L,

k=0 k=0

odnosno iz toc¢ke 2.

i|x(k)|§"‘ < Ai(?j : (12.13)
Odatle slijedi da je
X (2) <M 11‘_4; +Ai[§] . (12.14)

Prva suma je konacna za sve i K < oo, a druga suma (geom. red) je konacna za sve >
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Najmanja vrijednost r-a takva da X(z) konvergira apsolutno naziva se radijus apsolutne
konvergencije F(z) i oznatava sa {, =r.

Uzmimo nekoliko sekvencija 1 odredimo njihovu 2 transformaciju

5{5(k)}=i5(k)z"‘ =1 £, =0, (12.15)
2{S(k)}= iS(k)zk = izk :é o=, (12.16)
i < - 1 1 z
2la }:k=oa z =;[gj =1 (zj_l == gm0
a

Ako je transformat racionalna funkcija podrucje konvergencije je izvan najdaljeg pola
‘z‘ > agn.
2-transformacija je linearna
2{ax(k) + by(k)} = aX(z) + b¥(2). (12.18)

Pomak unaprijed za n-koraka

’9’{x(k+n)}= ix(k+n)z’k = |k+n = j| =

=3 x(z 7 =" Y (j)z ! = z"{ix(j)z‘f - ix(j)z‘f},

2{x(k+n)}= z'{X(z) —"f:x( j)z‘"} . (12.19)
Zan =1 izlazi
2{x(k + 1)} = zX(z) — zx(0). (12.20)

Kasnjenje za n-koraka

2{x(k—n)}= ix(k—n)zk = |k—n = j| -

= i)z = Y (i) =

=z ﬂix(j)z‘f + ix(j)z-f},

2{x(k —n)}=z" {X(z) + Z x(j)z™’ } (12.21)
2ix(k-1)}=z"[X(2)+x(-1)z]. (12.22)

Konvolucijska sumacija kauzalnih nizova
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X(2) = g{x}=g{u*h} ZZ Zu(z)h(k—z)

Inverzijom redoslijeda sumiranja prvo po k, pa onda po i dobivamo

X(z)= Zu(z)z hk—iz" =|k—i=j|=

= > u() Yy h(Hz".
i=0 J=—i
Buduéi da je A(j) =0 zaj <0 izlazi
X(z)= ZM(i)Z_iZh(j)z_j =U(2)H(z).
i=0 =0
Multiplikacija s a*, y(k) = a*x(k)
o o -k
= afx(k)z = Zx(k)[zj - X(Ej.
k=0 k=0 a a
Multiplikacija s &€“* (frekvencijski pomak)
(k) =x(k) &,

=Y (ke z = Zx(k)[ j ,

k=0

Y(z) = X(e7*2).
Multiplikacija s &

ALOIE ka(k)z —ZZx(k)kz‘“z

= zZ x(k)(— Zz_k] = —zdi(i x(k)z™

Z \ k=0

d
=—z—X
Zdz (2).

Moze se generalizirati za k"

21" x(k)}= [— z%j X(2).

Pocetna vrijednost niza

x(0) = lirg X(z2).

(Svi ¢lanovi reda X(z) iS€ezavaju za z — oo osim nultog).

Konaéna vrijednost niza

limx(k) = lim(z— 1) X (2).

Dokaz slijedi iz razmatranja transformacije s
Ax(k) = x(k+ 1) — x(k),

Jz

(12.23)

(12.24)

(12.25)

(12.26)

(12.27)

(12.28)

(12.29)
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i[x(k +1)-x(k) ™" = 2X(2) - X(2) - 2x(0) ,

k=0

odakle izlazi
(z—=1)X(z2) = zx(0) + i[x(k +1)-x(b)™,

za z—1 dobivamo
lirrll(z -1 X(z2)= I{imx(k) )

12.3Inverzna g-transformacija

Op¢i izraz je dobiven u obliku integrala po zatvorenoj krivulji. 2 transformacija
omogucuje i druge metode posebice zbog toga Sto se moze prikazati u obliku reda i Sto su
funkcije linearnih diferencijskih sustava u donjem podrucju razlomljene racionalne, pa se
mogu razviti u parcijalne razlomke.

1. Razvoj ured
Transformacija Y(z) u obliku reda
Y(2) = (0) + y(Dz ' +y(2)z 72 + ... (12.30)
sadrzava veé veli¢inu uzoraka y(k) pa se oni mogu odrediti kao koeficijenti potencija od (z™).

U opéem slucaju se taj red moze dobiti razvojem funkcije ¥(z) u McLaurent-ov red oko
tocke z' = 0
_1d'viE)

T

(12.31)

z7'=0

Kad je Y(z) razlomljena racionalna funkcija, koeficijente od (z') lakse je dobiti
dijeljenjem polinoma brojnika s nazivnikom.

Primjer:

2-05z7"
1-0,5z7" 0,5z

Y(z)= =2+0,5z7" +1,25272 40,875z +...

Svaki ¢lan odgovara pomaknutom jedini¢nom uzorku (Kronecker) u domeni koraka

(vremena).
yk)=28k)+05 Xk—-1)+1,25 Xk-2)+ 0,875 Xk—-3) + ...

Uz malo napora u ovom primjeru mozemo prepoznati da se radi o nizu koji se moze

prikazati kompaktnim izrazom.
y(k)=1+(=0,5)" zak>0.

To prepoznavanje medutim u opéem slucaju nece biti jednostavno, pa ova metoda sluzi
kad nam treba umjereni broj uzoraka.

Druga metoda se temelji na razvoju racionalne funkcije na parcijalne razlomke. Buduéi

da vrijedi
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Fha' =

trebat ¢e razviti Y(z) u sumu takvih elementarnih funkcija, odnosno razlomaka. To se moze
provesti razvojem funkcije Y(z)/z u razlomke 1 pomnoziti jednakost sa z.

Y@ _ A B

)
zZ—a

-z (12.32)
z =4 z—q
Y(zy=-22 Bz | (12.33)
=9 z—q
U gornjem podruc¢ju dobivamo
y(k)=Aq; +Bq} +... (12.34)
Primjer:
2z°—0.5z
Yz)=——"""—,
@ 27 —0.52-0.5
Y(2) 2z-0.5 1 1
= B = + -Z’
z z7-0.5z-0.5 z-1 z+0.5
z z
Y(2)= + .
@) z—-1 z+4+0.5

U domeni koraka izlazi
(k) =1° +(=0.5)" =1+(-0.5)".

Tre¢a mogucnost inverzije temelji se na opéem izrazu - integralu po zatvorenoj krivulji

radijusa veceg od radijusa apsolutne konvergencije. Integral se moze odrediti upotrebom
teorema residuuma

1 n

y(k) = P 36 Y(z)z""'dz = ZE Res,[¥(2)2"']. (12.35)
Za residuum vrijedi

Res [Y(2)z" ] = li_gl[Y(z)zH (z-2)]. (12.36)
Primjer:
22" —0,5z

z2-0,5z-05"
Polovi Y(z) kao i prije su ¢1 =1, g2 =—0,5

2z2-05z
-z
z°—=0,52-0,5
2z-0,5

YO = )05 ¢ hz*

Y(z)=

222 - O,SZ k1
277 e, ~c%
z°=0,5z-0,5
2z-0,5
i
., (=D(z+0.5)

y(k) = Res, + Res

b

(z+0,5)z"

z=-0,5

b
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2-05 1k +—2-0,5—0,5
1+0,5 -0,5-1

y(k)=1+(-05)*,  zak=>0.

y(k) = (—0,5".

12.4RjesSenje jednadzbi diferencija upotrebom g-transformacije

Uzmimo jednadzbu diferencija drugog reda.
ay(k +2)+ay(k + 1) + agy(k) = biu(k + 1) + bou(k). (12.37)
KoriStenjem linearnosti 1 pravila za 2-transformaciju pomaknutog niza dobivamo
a[2°Y(z) — 229(0) — zy(1)] + a1[zY(2) — 20(0)] + apY(z) =
=bi[zU(z) — zu(0)] + boU(2). (12.38)
Nakon sredivanja imamo
[a22” + a1z + 2] Y(2) = [b1z + bo] U(2) — bizu(0) + a2°y(0) + azzy(1) + a1z(0). (12.39)
Dijeljenjem dobivamo Y(z) eksplicitno
b,z+b,

Y(2)=——
a,z" +a;z+a,

U(z)+E(z). (12.40)
U E(z) sadrzani su c¢lanovi koji zavise od pocetnih veli¢ina u(0), y(0), »(1). Ako
razmatramo sustav kod kojeg su pocetni uvjeti nula, imamo

b,z+b,

2
a,z”+a,z+a,

Y(z)= U(z)= H(Z)U(2). (12.41)

H(z) je transfer funkcija vremenski diskretnog sustava.
Za pobudu jedini¢nim uzorkom
u(k) = &k), Uz) =1,
dobivamo
X(z) = H(z), (12.42)
Zaklju¢ujemo da je transfer funkcija 2-transformat odziva na pobudu {Xk)}.
Primjer: Pobudeni mirni sustav drugog reda
y(k +2) + y(k + 1) + 0,21y(k) = (1),
Transformacijom uz y(1) = y(0) = 0 dobivamo
(22 +2z+021)Y(z) = ——,
z+1
odnosno
1 z
2424021 z+1
Y(2) A B C
z 2103 2407 z4l
1 1 1
“028 07 012 oar

Y(z) =
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_ (-0.3)"  (=0.7)" . (-1*

k .
YO = 02 T oa




13. MODEL LINEARNOG VREMENSKI DISKRETNOG SUSTAVA S
VARIJABLAMA STANJA

13.1Uvod

Vremenski diskretan sustav je linearan i vremenski invarijantan ako se moze opisati
jednadzbama

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k), (13.1)

y(k) = Cx(k) + Du(k),zak=0,1,2, ..., (13.2)

gdje su x(k), u(k), y(k) vektori stanja, pobude i izlaza u koraku %, dok su A, B, C i D matrica
sustava, ulazna matrica, izlazna matrica i matrica direktnog prijenosa s realnim i konstantnim
elementima. Gornja vektorska jednadzba stanja (13.1) je identicna skupu od » linearnih

jednadzbi diferencija
x,(k+1) = iayxj(k) +ibﬂul(k) ;i=12,...,n. (13.3)
j=1 I=1
Izlazna jednadzba (13.2) identi¢na je skupu 7 linearnih algebarskih jednadzbi
v.(k)= ic”.xj(k) +id”u,(k) s i=12,...,r. (13.4)
j=1 I=1

Na temelju gornjih jednadzbi moze se nacrtati blokovski dijagram. Linearne kombinacije
desne strane se realiziraju bezmemorijskim dijelom (zbrajanja i mnozenja s konstantom) i
daju stanje u koraku (k + 1), dok element jedini¢nog kasnjenja tog stanja daje stanje u k-tom
koraku. Odatle slijedi kao i iz jednadzbe stanja da poznavanjem stanja x(k) i pobude u(k) u
koraku & mozemo odrediti stanje x(k + 1), odnosno korak po korak stanje u bilo kojem koraku
k, pocevsi od k= 0.

Sustav drugog reda

x1(k+ 1) = apxi(k) + apxa(k) + briuy(k) + braus(k),
xo(k + 1) = ayixi(k) + axpxa(k) + boyuy(k) + byus(k),
ima blok dijagram na Sl. 7.15 uz blok jedini¢nog kaSnjenja umjesto integratora.
Kabelski blok dijagram je na Sl. 7.16. Blokovski dijagram ¢e olaksati pisanje programa

za simulaciju na digitalnom racunalu ili tzv. diferencijalnom analizatoru.
13.2JednadzZbe stanja u domeni g-transformacije

Neka 2-transformacija ulaza, izlaza 1 stanja sustava bude oznacena vektorima
U(@) = z{u(k);, Y(2) = 21y(0)}, X(2) = 21x(k);}.
Transformacija jednadzbe stanja (13.1)
zX(z) — zx(0) = AX(z2) + BU(z2),
(zZI = A)X(z) = zx(0) + BU(=2),
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dobivamo X(z) eksplicitno

X(z) = z(zI - A) 'x(0) + (zI - A) 'BU(2). (13.5)
Izlazna jednadzba je (13.2)
Y(z) = CX(z) + DU(2), (13.6)
odnosno
Y(z) = C(zI — A) 'zx(0) + [C(zI — A) 'B + D] U(2). (13.7)
Izlaz mirnog sistema x(0) = 0 biti ¢e odreden s
Y(z) = H(z) U(2), (13.8)

gdje je matrica H(z) = C(zI — A)'B + D transfer matrica vremenski diskretnog sistema.
Za sistem s jednim ulazom i jednim izlazom matrica B je stup¢asta b, matrica C redna c',

a matrica D jedan element d, pa je transfer funkcija sustava dana s

HZ) =c'Cl-A)'b+d. (13.9)
Matrica CfD(z) = (zI - A)"'z je rezolventa sustava i moze se dobiti iz
_ zadj(zI-A)

D(z)=(z1-A)"'z (13.10)

~ det(zI-A)

13.3Prijelaz iz modela s ulazno-izlaznim varijablama u model s varijablama

stanja

Izlozene metode razlaganja sistema u podsisteme: direktna, iterativna 1 paralelna
omogucuju predstavljanje blok dijagramima kao na Sl. 7.17, S1. 7.18, SI. 7.19 1 SI. 7.22 te
pisanje jednadzbe u obliku (7.69), (7.70), (7.85), (7.86), (7.87), (7.88), (7.95) 1 (7.96), samo
Sto s lijeva umjesto derivacije X stoji varijabla stanja u koraku (k + 1). Ostale varijable su u
koraku £.

Sve receno o transformaciji varijabli u 7.13, te osmotrivosti 1 upravljivosti u 7.14 vrijedi

1 za vremenski diskretne sustave.
13.40dziv linearnih vremenski diskretnih sustava

Vektorska jednadzba sustava
x(k+ 1) = Ax(k) + Bu(k),
moze se rijesiti korak po korak pocevsi od & = ko, ako je poznato pocetno stanje x(ko) 1 ulazni
niz {u(ko), u(ko + 1), ..., u(k), ...}. Za ko = 0 rekurzivni postupak daje
x(1) = Ax(0) + Bu(0),
x(2) =Ax(1)+Bu(l)=
= A[Ax(0) + Bu(0)] + Bu(1) =
= A”x(0) + ABu(0) + Bu(1),
x(3) =Ax(2)+Bu(2)=
= A[A?x(0) + ABu(0) + Bu(1)] + Bu(2)
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= A’x(0) + A’Bu(0) + ABu(1) + Bu(2),

LA S A By . (3.1
x(k) =0

Stanje u koraku £ je odredeno i rezultira iz po¢etnog stanja x(0) i pobude {u(k)}.
Nepobudeni sistem ima odziv
Xnepob.(K) = A* x(0) = ©(k) x(0), (13.12)
gdje je @(k) = A" fundamentalna matrica sistema i odgovara matri¢noj eksponencijali
O(f) = ™.

Drugi dio je stanje mirnog sistema u koraku &
k-1 k=1

X, () = Y A Bu(j) = Y ®(k - 1- j)Bu()), (13.13)
Jj=0 j=0

dano je konvolucijskom sumacijom. Izlaz sistema je dan s
Cx(0) + Du(0), k=0

y(k) = (13.14)

k-1

CA*x(0) + Y CA""/Bu(j) + Du(k) , k>0
j=0

(Odziv sustava na jedini¢ni uzorak

{u(b)} = {UAK)} ; u(k) =UdAk).

Stanje sustava je dano s

x(k) = A*x(0) + kzﬁ ATBUS()), (13.15)

j=0
RNLCE k=0
= A X+ ABU. k>0

Uzorak pobude u k£ = 0 utjece tek na stanje u prvom uzorku.

Izlaz je dan s
y(k) = CA* x(0) + CA*~ ! BU + DUS(k). (13.16)
Izlaz mirnog sustava x(0) = 0 koji predstavlja jedini¢ni odziv sustava je

(=10 k=0, (13.17)
~ |CA*'BU, k>0, '

13.5Rjesenje vektorske jednadzbe diferencija g-transformacijom

Promatrajmo ranije dobiveni izraz (13.5)
X(z) = (zI - A) 'z x(0) + (zI - A)"' BU(2).
Za nepobudeni sustav dobivamo
Xaepob(K) =[5 {1 = A) 21 x(0) = 3 { ® () x(0)}, (13.18)

a za mirni dio
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Xmimi(k) = 2" {(z1 - A)' BU(2)} =2 '{z ' [® () BU@)]}. (13.19)
IzjednaCenjem ranijeg rezultata izlazi
4 zadj(zI-A)
2{A! = z(z1- A)” oA (13.20)
5&5 A Bu( j)} =(zI-A)"'BU(2). (13.21)

Odziv nepobudenog sustava se moze dobiti izlozenim postupcima za kontinuirane
sustave. Leverier-ovim algoritmom mozemo odrediti matrice F; u
z(Fz"" +F,z"? +...+F))

D(z) =
@ z'+dz" 4. +d,

(13.22)

, 1
PocevsSiod Fy =Iratunase d, =——trAF, ,teF,,, =AF, +dJIzav=1,2,...,n
\Y%
Rezolventa se moze razviti u parcijalne razlomke da bi se odredila fundamentalna
matrica u kompleksnom obliku, a ne kao A,

Razvoj se moze napisati u obliku

n

D(z) = Zil( . (13.23)

i=l j=1 ’ (z-z, )j
Inverzna 2 transformacija daje
b)) =Y > Lk, (13.24)
i=l j=1
sumu potencija vlastitih frekvencija z; eventualno mnoZenih s polinomom m;—1 reda u
varijabli k.

Elementi matrica Kj; i Lj; slijede iz razvoja u parcijalne razlomke.
13.6 Upravijivost stanja diskretnog sustava

Uvjeti upravljivosti su jednaki za sustav jednadzbi diferencija kao 1 za sustav
diferencijalnih jednadzbi pokazan kod kontinuiranih sustava.

Drugi pristup upravljivosti je Kalmanov. Uvjeti upravljivosti stanja sistema dobiveni su
postavkom da je sistem upravljiv ako se iz bilo kojeg pocetnog stanja sistema moze sistem
prevesti u bilo koje krajnje stanje diskretnim signalom u kona¢nom broju koraka ky> n
JednadZba stanja diskretnih sistema je

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k), (13.25)
gdje ¢emo zbog jednostavnosti pretpostaviti u(k) kao skalar.

Gornji zahtjev nece izgubiti od svoje opcenitosti ako za konacno stanje sistema
izaberemo nulto stanje, tj. x(ky) = 0, a pocetno stanje potpuno po volji.

Ako je dakle stalni sistem upravljiv moci ¢e se primjenom signala {u(0), u(1), u(2), ...,

u(kr— 1)} gdje je k2 n iz proizvoljnog stanja x(0) prevesti u mirno stanje.
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x(k,)=0= /Z_Ak’_j_lBu(j)+Ak’x(O). (13.26)

J=0

Odatle slijedi (za najmanji broj koraka kr= n) da je
n—1
x(0) = - A~ "Bu(}). (13.27)
J=0

Buduéi da je matrica B, nx1 i matrica A nesingularna nxn veli¢ina A7~ 'B je vektor
odnosno stupCasta matrica, pa se gornji izraz moZe prikazati kao produkt vektora
u= {u(O),u(l),...,u(n — 1)} i jedne nove matrice &iji stupci su vektori A7~ 'B zaj=0,1,2,
ceon—1.

x(0)=—[A"'B A”B ... A"B] u. (13.28)

Ako ova jednakost treba dati rjeSenje za w pri bilo kojem skupu vrijednosti
x(0) = {x1(0), x2(0), ..., x,(0)}’, tada matrica G=[A"'B A”B ... A"B] ne smije biti
singularna, pa prema tome stupci te matrice su linearno nezavisni vektori, odnosno matrica je
ranga n.

Budu¢i da matrica A nije singularna, onda se moze napisati zahtjev da matrica

[BAB ... A" 'B], (13.29)
mora biti ranga n ako se Zeli da je sistem potpuno upravljiv.

Ako je sistem potpuno upravljiv tada se moze bilo koje pocetno stanje prevesti u nulto
stanje u n koraka. Pri tom na veli¢inu uzoraka u(k) nije stavljeno nikakvo ogranicenje.

Ukoliko je veli¢ina uzoraka omedena, moze trebati katkada vise koraka od ».
13.7Osmotrivost sustava

Za sustav se kaze da je osmotriv ako poznavanje izlaznih signala za konacan broj koraka
omogucuje odredivanje pocetnog stanja sustava.

Stanje vremenski stalnog sustava je odredeno s

x(k) = A* x(0), (13.30)
aizlazs
y(k) = CA* x(0). (13.31)
Potpuna osmotrivost znaci da iz y(0), y(1), ..., y(n — 1) moZemo odrediti x;(0), x(0), ...,
xx(0)
y(0) = Cx(0),
y(1) = CAx(0), (13.32)

y(n—1)=CA" " 'x(0)

Ako je izlazni vektor p-dimenzionalan, gornjih n jednadzbi predstavlja np jednadzbi za
x1(0), x2(0), ..., x4(0) iz kojih mi moramo biti u stanju napisati n linearno nezavisnih

jednadzbi. To trazi da matrica
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C
CA
. (13.33)

CAn—l

mora biti n-tog ranga.

13.8Sustav s povratnom vezom

Povratna veza je vrlo efikasan nacin da se nacini sistem s ponaSanjem koje specificira
projektant.

Polazni sistem moze biti nezadovoljavajuce spor, suviSe oscilatoran, ¢ak moze biti i
nestabilan. Sve to odreduju karakteristicne vrijednosti matrice A.

Jednostavan nacin da se korigiraju odzivna svojstva sustava je vracanje signala

proporcionalnog stanju sustava na ulaz sustava (SI. 13.1.).

" u(k) x(k+1) x(k) "
>+~ B E' e C |5
A [—e
G

SI. 13.1

Signal u(k) koji upravlja sustavom je razlika ulaznog signala i vracenog signala koji je
proporcionalan iznosima varijabli stanja. Tu proporcionalnost odreduju elementi matrice G.

Napisimo jednadzbe sustava uz D = 0:
x(k+1 = Ax(k) + Bu(k),

)
u(k) = w(k) — Gx(k),
y(k) = Cx(k), (13.34)

x(k+1 = Ax(k) + B(w(k) — Gx(k)),

)
x(k+1  =(A - BG)x(k) + Bw(k), (13.35)
)
x(k+1 = Ax(k) + Bw(k). (13.36)

)
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Ponasanje sustava ¢e odredivati matrica A i njene karakteristi¢ne frekvencije ¢.. A je
matrica sustava uz zatvorene petlje povratnih veza.

Mozemo ocekivati da se moze naci barem jedna matrica G koja osigurava da sve
karakteristi€ne vrijednosti imaju apsolutnu vrijednost manju od jedan, tako da je sustav
stabilan. Sto vide, treba naéi za bilo koje A i B matricu G takvu da » karakteristiénih
vrijednosti matrice A = A — BG podese na specificirane vrijednosti.

Buduéi da karakteristiéne vrijednosti matrice A odreduju mijenjanje stanja, vidimo da
upotrebom povratne veze mozemo podesiti odziv odnosno dinamicko ponasanje sustava.

Moze se dokazati da za upravljivi sustav postoji najmanje jedna matrica G takva da

karakteristiéne vrijednosti qi, ..., ¢, matrice A budu jednake zadanima.
13.9Povratna veza s izlaza sustava

U sustavu s povratnom vezom od varijabli stanja mi pretpostavljamo da su varijable
stanja dostupne ili mjerljive. Medutim, ima mnogo slu¢ajeva kad su u sustavu dostupne samo
izlazne varijable tako da mogu¢nost da se korigira dinamika sustava povratnom vezom

postoji samo s izlaznih varijabli, S1. 13.2.

u(k) x(k+1) x(k)

k _ k
W()Q_I_ B El C y(k)

A

K

SI. 13.2
x(k+1 =Ax(k) + Bu(k), (13.37)
)
u(k) = w(k) — Ky(k), (13.38)
y(k) = Cx(k),
x(k+1 = Ax(k) + B(w(k) - KCx(k)),
)
x(k+1 =(A-BKC)x(k) + Bw(k). (13.39)
)
JednadZzba stanja je opet
x(k+1 = Ax(k) + Bw(k), (13.40)

)
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ali matrica A uz zatvorenu petlju zavisi od matrice A otvorenog sustava i matrica B i C, te
matrice povratne veze K. Ako je odziv izvornog sustava nezadovoljavaju¢i, mi ¢emo
pokusati na¢i matricu K takvu da sustav ima zeljeni odziv.

To se, medutim, ne moze posti¢i za bilo kakvu matricu B i C, tako da se taj zahtjev
nekad moZze a nekad ne moze ostvariti.

Znali da povratna veza s varijablama stanja osigurava potpunu kontrolu dinamickog
ponasanja sustava dok povratna veza s izlaznih varijabli to ne omogucava uvijek.

Zato se Cesto u sustavima s povratnom vezom dodaju sklopovi koji na temelju mjernih
veli¢ina odreduju tocno ili priblizno (estimatori) stanje sustava, da bi se mogla prakticki
realizirati povratna veza s varijabli stanja i time omogucila realizacija sustava Zeljenih

svojstava.



14. EKVIVALENCIJA VREMENSKI KONTINUIRANOG | DISKRETNOG
SIGNALA | SUSTAVA

14.1Vremenska diskretizacija tipkanjem kontinuiranog signala

Vezu izmedu vremenski kontinuiranog i diskretnog signala moZemo analizirati
upotrebom Dirac-ove delta funkcije (ili jedini¢énog impulsa) buduc¢i da je ona definirana u
kontinuiranom vremenu, ali protezanje npr. &f—tp) u vremenu je ograniceno na tocku
lociranu na mjestu gdje njen argument prolazi kroz nulu, tj. ¢ = to.

Postupak wuzimanja uzoraka ili tipkanja kontinuiranog signala f{f) moZemo
matematicki modelirati kao pridruzivanje funkciji f niza impulsa f;, Ciji intenzitet je
proporcionalan trenutnim vrijednostima kontinuiranog signala.

[0 =84/} (14.1)

Mozemo to interpretirati kao modulaciju impulsnog niza

S5.(t) = i&(r _KT) (14.2)
funkcijom £, tj. .
1£,0)= @8- kT) (14.3)
£ () s

(0

>? i ITH“TTM“A
it

SI. 14.1

Zbog svojstva delta funkcije da vadi vrijednost kontinuirane funkcije na mjestu

diskontinuiteta ¢ — kT =0, tj. t; =kT, vrijedi ({¢{)Xt-kT) =f(kT)Xt-kT)), te se izraz (14.3)
moze napisati i u obliku

f.@) = iz.of(kT)ﬁ(t —kT). (14.4)

Uvjete ekvivalencije kontinuiranog 1 diskretnog signala dobivenog postupkom
otipkavanja najlakse je pratiti preko njihovih spektara.
Neka signal fima spektar F'
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F(w)= j F(He ™ dt. (14.5)
Iz spektra se moze do¢i do same funkcije inverznim Fourierovim integralom
1 7 :
f()y=— j F(w)e'"do. (14.6)
27,

Periodi¢an niz Jr nastao ponavljanjem delta funkcije svakih T, kao svaka periodi¢na

funkcija se dade predstaviti Fourierovim redom, gdje su amplitude dane s

1 e —jnwyt 1 27[
Fy=— [ 8@e ™ dt=—, o,=" (14.7)
T 1, T T
Odatle
+00 ) 1 & .
o0, (1) = ZFne’"%’ =T Ze’"wot. (14.8)
Spektar F otipkanog signala f; moze se dobiti iz (14.3) 1 (14.8)
F (o) = J.fs(t)e"j“”dt = jf(t)% Zej"%te_j”’dt. (14.9)
Zamjenom redoslijeda sumacije i integracije dobivamo
F () :% > [rwe e ar, (14.10)
Integral je spektar funkcije f, ali pomaknut za na, pa izlazi
Fs(a))z%ZF(a}—na)o). (14.11)

Spektar otipkanog signala f; je periodicno ponavljani spektar kontinuiranog signala s
periodom ay.
Spektar Fy(w) je kako se obi¢no kaze periodi¢no produZenje spektra F(w).
Pretpostavimo da je spektar F(®) frekvencijski ograni¢en
Fw)=0za |0l > o, (14.12)
Razli¢ite frekvencije tipkanja signala ay=272/T mogu u spektru Fy(w) izazvati

razliCite rezultate zavisno od toga da li je ay — @, > @; odnosno wy> 2@y, ili ay < 2w,.

Be) 00> 2,

% T T } T ‘ T } 1+ T T % >
0 We (w9-0g) @0 w—>

Sl. 14.2
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(@) 00 <2,
% T % T T >
0 | Wg Wo w—>
Sl. 14.3

Vidimo da je u slu€aju ey < 2w, nastupilo preklapanje sekcija spektra koje se u engleskoj
literaturi naziva aliasing.

Diskretni se signal moze smatrati ekvivalentnim kontinuiranom samo ako je moguce
rekonstruirati izvorni signal iz otipkanog, odnosno ako se iz spektra Fy(w) mozZe dobiti
originalni F(w). Taj postupak pretpostavlja izdvajanje osnovne sekcije spektra filtriranjem.
To ¢e biti moguce naciniti bez pogreSke samo ako je spektar F(w) ogranicen na @, te ako je

frekvencija otipkavanja ay > 2 @,.
14.20bnavljanje kontinuiranog signala iz diskretnog

Periodican spektar Fy(w) se moZze predstaviti koriStenjem izraza (14.4), gdje su
prisutni uzorci f(kT).

+O +oo

F ()= j D fT)S(t—kT)e '™ dt (14.13)
F ()= i f(kT)e 7. (14.14)

u kojem mozemo prepoznati Fourierov red za periodi¢ni spektar Fy(m).
Da bi se dobila osnovna sekcija spektra F.(®), odnosno po moguénosti F(®), potrebno
je izvrsiti filtracij frekvencijske karakteristike H,(®),

Foo)=Fy{0) H(®) (14.15)
Pretpostavimo idealni filtar @ 1 o< Dy _ T
0 o/ 2 H ()= 2 T ,
0 |of>2-Z
2 T
(14.16)

¢iji impulsni odziv je

1 sinwt/2 _1sinm/T
T wot/2 T m/T

h (1) = L jH, (w)e’ da = , (14.17)
2r =,

te frekvenciju otipkavanja @y > 2w, tako da unutar pojasa (—an/2, an/2) ponavljanja nema
preklapanja sekcija spektra. Tada je

F.(0)H (0) = %F(a)). (14.18)

Uz F; iz (14.14) izlazi
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H, (co)[ Zf(kT)e-’“’“j - %F(w).
k=—0
Bududi da se fmoze dobiti iz

f(@) = iIF(a))em’dw ,

1) = %IHAw)[kif(kT)e-"“’“jef“’dw ,

wy/2

T & ;
fO === fGT) | Nda,
27 kg@ —w‘[/Z
izlazi
— sinz(t—kT)/T
t)= kT :
AU kzz_wf( ) 2 —kT)/ T
Vidimo da je f{f) dobiven iz uzoraka f{kT) interpolacijom s funkcijom
b (6) = sinzt/T
7t/T

(14.19)

(14.20)

(14.21)

Iz gornjeg izvoda slijedi da je kontinuirana funkcija f{(¢), koja ima frekvencijski omeden

spektar (F(w) =0 za ®>w), jednoznacno odredena svojim trenutnim vrijednostima u

jednoliko rasporedenim trenucima t; = kT = 2 7k/ a.

Interpolacijska funkcija predstaptya-mmprdsni odziv idealnog filtra (14.16) 1 (14.17).
Impulsni niz f; prolaskom kmrﬁiv@ ak}eizvorniE);ﬁ@kilibrﬁn‘i(S‘i el fle (5 hr)d ©
k=—0 —0

f,(0)= 2 f(KT)5(t~KT)

= _ f ST (¢ KT) = £(0)
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Sl. 14.4

Vidimo da filtar ima nekauzalan odziv i prema tome je neostvariv. Zato se koriste

druge vrste filtara za interpolaciju kod sustava koji rade u realnom vremenu.

Jednostavan 1 ostvariv filtar za interpolaciju ¢iji je odziv pravokutni puls trajanja T

naziva se interpolatorom nultog reda.

A

A h(t)

Sl. 14.5

Ima viSe sklopova koji ga mogu realizirati. Na Sl. 14.6 je princip koji iskoriStava

jedan element za kasnjenje (umjetnu liniju) i integrator.

1 JlT JL
T
200
T

Sl. 14.6
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Slijede¢i bolji interpolator je s trokutnim impulsnim odzivom (interpolator prvog
reda).

A
h(t)

Sl 14.7

Rezultat je interpolacija lomljenom crtom i bolja je od one s pravokutnim pulsom, ali
unosi vece vremensko kasnjenje.

Jedna realizacija je kaskada od dva interpolatora nultog reda (SI. 14.8).

1 1 n 1,
O_..N;Té_}j WQ(E_}IH
T T

Sl. 14.8

Bolji interpolacijski filtri su bili predmet istrazivanja koje se temeljilo na minimizaciji
greske bilo u vremenskoj bilo u frekvencijskoj domeni i mogu se naci u literaturi. Bolje

interpolacije se opc¢enito placaju veéim kasnjenjem.
14.3Antialiasing filtri

Drugi izvor greski pri tipkanju signala je neogranicen spektar signala, pa dolazi do
preklapanja sekcija spektra u osnovnu sekciju i time unosi gresku koja se ne moze vise
ukloniti. Tu greSku nazivamo greskom uslijed aliasinga.

Cesto je uz korisni dio signala prisutan smetaju¢i signal ili $um &iji spektar moze biti iri
od spektra korisnog signala i time nepotrebno unositi pogreske i smetnje. Zato se redovito
prije prekidaca ili tipkala stavlja filtar, tzv. predfiltar ili antialiasing filtar, koji propusta samo
korisni, odnosno zeljeni spektar. Prema korisnom spektru prilagodena je 1 frekvencija
otipkavanja (obi¢no nesto viSa od Nyquistove ay > 2@, da ne bi zahtjevi za filtar bili previse
ostri). Kako tipi¢ni filtrirani spektar signala postepeno tezi nuli, greSka ¢ uslijed aliasinga ¢e
biti teoretski uvijek prisutna, a njena veli¢ina odnosno energija greSke ¢e zavisiti od izabrane

frekvencije otipkavanja.
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£=2 T|F(a))|2da). (14.22)

w2
Filtri se projektiraju bilo prema =zahtjevu konstantne amplitudne karakteristike
(Butherworth, Chebyshev, Cauer) ili kad se zeli bolji prijenos valnog oblika prema zahtjevu
linearne faze (Bessel).

Blok dijagram sustava koji obraduje kontinuirani signal diskretnim sustavom prikazan je
na Sl. 14.9.

Tipkalo za
uzimanje uzoraka
u v v y y
Pred C/ Vremenski Interpol.
o— filtar o diskretni fitar —=>
\/ sustav
S1. 14.9

14.4Diskretizacija spektra kontinuiranog signala

Analogan pristup pokazan u sekcijama 14.1 i 14.2 moze se primijeniti pri diskretizaciji
kontinuiranog spektra nekog signala
Fyw) = Sa{F(w)}. (14.23)
Uzimanje uzoraka ¢emo provesti periodicnim nizom delta funkcija, ali ovaj put u
frekvencijskoj domeni

So(@)= S(w-nQ) = 1 ety = 27 (14.24)
n=-o0w Q k=—o0 Q
Diskretni spektar izlazi:
Fy(@)=F(®) ) 5(w-nQ), (14.25)
Fy(w)= Y F(nQ)S(w—n). (14.26)

n=—0

Signal u vremenu f; koji odgovara otipkanom spektru, dan je s

1 v jor
fuy=o— j Fy(@)e’ do =

1 +00 1 & A
_ F o) — ejkwtn ej(utda):
2”_‘[0 ( )[Qk;c j

400 T©

Ja(®) =ﬁ > j F(w)e’ """ dw (14.27)

k=—0 _o

Integral je funkcija f pomaknuta za kty = 2kn/C, pa dobivamo
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fd(t):éif(t+kto). (14.28)

Otipkavanje spektra daje f;, periodi¢no ponavljanu funkciju f, s periodom ty = 27/Q. Ako
je funkcija omedena u vremenu f{t) =0 za | ¢] >t tako da njeno trajanje 2t, bude krace od
perioda to, tj.

2ty <to, (14.29)
nece nastupiti preklapanje (aliasing) u vremenu. Osnovnu sekciju, odnosno izvorni signal, ¢e
se tada moc¢i dobiti pomoc¢u vremenskog otvora (prozora), a otipkani spektar ¢e se moci

smatrati ekvivalentnim izvornom kontinuiranom spektru.
14.50bnavljanje kontinuiranog spektra iz diskretnog

Moze se pokazati da vrijedi

£, = 2L j D F(nQ)S(o—nQ)e’ dw = Zi D F(nQ)e™, Q= 2t—” (14.30)
T —op H=—00 n=—00 0

da je fy periodicna funkcija prikazana Fourierovim redom. Da bi se dobila osnovna
sekcija od f;, odnosno po mogucénosti izvorna f, potrebno je f; pomnoziti s idealnim

pravokutnim vremenskim otvorom

w(t):1 fl<to/2 (14.31)
0 l>t,/2

¢iji spektar je
sinat, /2 4 sin zaw/Q

W(w)=t
(@)=t wt, /2 * zw/Q

(14.32)
Ako je vrijeme ponavljanja ty takvo da unutar njega nema preklapanja, izlazi iz (14.28)
1 1 S inQt
FoOw(t) = — f(O) =] = 3 F(nQ)e™™ (1) (14.33)
Q 27 =
Budu¢i da se F(w) moze dobiti iz

F(o)= [ f0edi = %Tw(t)[ 5 F(n)e™ }f«»dz _

n=—o0

i (14.34)
Q & ’ — jt(w-nQ)
=== F(n) je i) gy
27 = —ty/2
izlazi
< sin (@ —n€)/ Q
F(o)=Y F(nQ) : 14.35
@)= Y P> o (14.35)
F(w) je dobiven jednoznacno iz svojih uzoraka F(n<) interpolacijom funkcijom
W(w) = 2222 m/Q, (14.36)

zw/Q



EKVIVALENCIJA VREMENSKI KONTINUIRANOG I DISKRETNOG SIGNALA I SUSTAVA 233

koja predstavlja spektar pravokutnog vremenskog otvora.
Iz gornjeg izvoda slijedi da je kontinuirani spektar signala koji ima omedeno trajanje
(fH)y=0 za M>to/2) jednoznac¢no odreden svojim uzorcima na jednoliko rasporedenim

frekvencijama w, = nQ = 2 zm/t,.
14.6 Dimenzionalnost signala

Pretpostavimo da signal i njegov spektar trnu za || 50 i | ol —o, tako da imaju
Fourierovu transformaciju. Ako je signal konac¢nog trajanja njegov spektar je beskonacne
Sirine 1 obratno.

Tipkanje signala ¢e izazvati ponavljanje spektra s Q, = ay (aliasing u FD), a tipkanje
spektra ¢e izazvati ponavljanje signala s T, = to (aliasing u VD).

Relativna greska u FD 1 VD moZe biti ocjenjena energijom signala i spektra izvan

izabranog trajanja T, odnosno pojasa €, prema ukupnoj energiji signala.

2 [lr@f de 2 [|F(o) do
Eyp :ZZ— Erp :SZ,/Z— (14.37)
2j| [ dr 2 j IF(o) do

Da bi tu ocjenu odredili moramo znati po kojem zakonu trne signal, a po kojem spektar.
Najée$ée u sustavima imamo f{f)~e ™, a F(o)~(a+jw)”".

Ako se specificira dozvoljena greSka aliasinga u FD 1 VD izi¢i ¢e potrebni parametri T}, 1
Q,. Oni predstavljaju trajanje i Sirinu pojasa signala uz dopustivu gresku.

Frekvencija otipkavanja signala treba biti najmanje

2r
@, :T:Qp (14.38)
Potrebni broj uzoraka u VD
T Q
N,T=T, = N, 2N, =2 (14.39)
Q, 2
ili FD
QT
N,Q=0Q SN E N =t (14.40)
T, 2r
pokazuje
TPQP
Ny =Ng=—2L=TF, (14.41)

koji se naziva dimenzijom signala.

Uzmimo kao primjer dvostranu eksponencijalu (engl. cusp)



EKVIVALENCIJA VREMENSKI KONTINUIRANOG I DISKRETNOG SIGNALA I SUSTAVA 234

fO=ec,  Fw)=2

© 2at |* -2aT, /2 -aT
2 J. o2 = 2 -0 2 = :
2 —2a T2 -2 -2a a
£y =€, (14.42a)

Emp R
FD
RY/4 Qp

3
i(z—“] . (14.42b)
Dimenzionalnost signala pokazuje koliko podataka, tj. bilo uzoraka signala bilo uzoraka
spektra treba da bi ga se predstavilo sa specificiranom greskom. Razumljivo je da ¢e biti
potrebno vise podataka ako je traZzena greSka manja ili kad signal bilo u vremenskoj domeni
ili frekvencijskoj domeni sporije tezi nuli. Dimenzionalnost je vazna u teoriji signala, a imat

¢e direktnu primjenu u diskretnoj Fourierovoj transformaciji.
14.7Diskretna Fourierova transformacija

Numeri¢ko odredivanje spektra signala ima znacenje za veliki broj primjena kao §to su
npr. digitalna ili numeri¢ka spektralna analiza ili raCunanje odziva sustava u vremenskoj i
frekvencijskoj domeni itd.

Da bi se mogla racunati Fourierova transformacija numericki, trebat ¢e oblik signala i
njegov spektar predstaviti uzorcima—brojevima, $to znaci da ¢e trebati tipkati signal 1 njegov

spektar. To s druge strane znaci da ¢e se otipkani signal i njegov otipkani spektar periodicki

produZiti.
Uzmimo signal /1 ponovimo ga periodic¢ki svakih T,
@)= f f(t—mT)). (14.43)
Predstavimo ga Fourierovim redom
f= ianej”QU Q=2T—”- (14.44)
n=-w© p

Tipkanje tog signala moZe se provesti nizom delta funkcija 6, (¢) = z o(t—kT)..

k=—o0
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706, (1) = [ S Feh j( S 60— kT)j,

(14.45)
FT)S(t—kT) = ( D Fe™ )50 —kT)== Y F,e"*"5(t - kT).
odakle iz jednakosti 27T = NQ slijedi
- +o0 j27zkn
fkT)=> Fe N, keZ. (14.46)
Budu¢i da je eksponencijala periodi¢na funkcija
i27r(n+lN)k j27r nk
e N =e N | (14.47)
mogu se skupiti komponente koje mnozi ista eksponencijala
M 40 2rnk
(F,+ Fp 4ot F+)e N = [ ZF,H,Nje’ N (14.43)
[=—o0
Uvodenjem
F,=YF.n (14.49)
[=—00
izlazi
- N-/ jﬂ
fkT)=> Fe N, 0<k<N-I, (14.50)
n=0

tj. da se suma (14.46) moZe prikazati sumom od samo N razli¢itih eksponencijala.

Samo N komponenti spektra {ﬁn }(Ij B je dakle dovoljno za odredivanje bilo kojeg od N
uzoraka signala {f(kT )}EH

Lako se vidi iz (14.50) da se u ﬁn nalaze zrcaljene amplitude svih komponenti koje se
nalaze izvan pojasa €, = NQ. ﬁn su uzorci periodic¢ki produzenog spektra (s periodom €Qp),
jednog otipkanog periodicki produzenog signala (s periodom T,). Imamo dakle periodi¢nu
sekvenciju u VD 1 periodi¢nu sekvenciju u FD. Odnos izmedu njih je u potpunosti odreden
odnosom uzoraka unutar jednog perioda N s tzv. diskretnom Fourierovom transformacijom.
(F, =Fn).

2mank
J

Fh) = Eﬁ(n)e N (14.51)

Potrebni broj uzoraka u bilo kojoj od domena je N, Sto predstavlja dimenzionalnost

signala.

—j2 kN

Da bi dobili drugi izraz transformacije, pomnozimo izraz (14.51) s e 1 sumirajmo

preko N vremenskih uzoraka

27kr  N-1 N-1 27k(n—r)

S - ~ J
Z flk)e N = Fm)e N
k=0
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N-L N-I '—” n-r)k N
=S FmyY e N ZF n)NS(n—r —mN) = NE(r) . (14.52)
=0 k=0 =0

Suma eksponencijala po k, daje zan =r+mN 1m =0, £1, £2,... iznos N, a inace 0, kako

se moze zakljuciti iz izraza za sumu geometrijskog reda. Moze se napisati kona¢no:

27rnk

F(n)= Z Fkye v . (14.53)

Izrazi (14.51) 1 (14.53) Cine par izraza za diskretnu Fourierovu transformaciju (DFT) i
daju jednozna¢nu vezu izmedu sekvencija {f(k)} i {ﬁ (n)}. Koeficijent 1/N se nekada
pridruzuje sumaciji (14.51) koja se naziva inverznom DFT.

DFT omogucuje numericki postupak jer su signal i spektar dani konacnim brojem
uzoraka. Koliko to¢no DFT predstavlja Fourierovu transformaciju izvornog kontinuiranog
signala fu spektar F, zavisi kako je pokazano ranije u sekciji 14.6 od izabranog T, 1 3, te

brzine opadanja signala i spektra za t > T, /21 w > /2.
14.8Brza Fourierova transformacija

Brzom Fourierovom transformacijom (FFT) naziva se skupina efikasnih postupaka za
racunanje DFT-a. Direktno raCunanje jednog uzorka trazi N kompleksnih mnozenja s
Wi = e />N i N kompleksnih zbrajanja.

Buduéi da treba izratunati N uzoraka {F(n)})™", odnosno {/(k)})" pri inverznoj
transformaciji (IDFT) trebat ¢ée N> mnoZenja.

FFT postupci omogucuju raCunanje DFT-a uz znatno manji broj mnoZenja
proporcionalan s N logoN.

FFT postupci se opcenito temelje na razlaganju n uzoraka niza u nekoliko grupa uzoraka.
Pritom se koristi periodi¢nost i simetrija eksponencijale W\ =e /"' Pretpostavimo da
sumaciju za F (n) razlozimo u dvije sume, gdje smo u prvoj uzeli parne uzorke n =2r, a u

drugoj neparne n =2r + 1.

N /2-1 272)12r N/2-1 2m1(2r+1)
F(n)= Z fere N 4+ z f@r+he’ N =
r=0
N/2— 27znr 27rn N/2— 27mr
f(2r)e N2y Z Q2r+le N2,
=0 =0

Rezultat se moze napisatl u obliku

2rn

F(n)=Gn)+e N H(n),
gdje je G(n) u stvari DFT od N/2 uzoraka (parnih) 1 H(n) takoder DFT od N/2 uzoraka
(neparnih).
Blok dijagram za N =8 i W = e /*"'™ prikazan je na SI. 14.10.
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f0) —
f2) —
fd) —

G(0)

G(1) \ Wy

f(6)

S) —
Jf3)—
f5) —

)~

II\)IfT G(2) \\ / w
60 NN X
Wy’
H(0)
H() / Wy’
II\)IfT HR) / / .l
H(3) Wi
Wy

Sl. 14.10

F(0)
F(1)
F(2)

F(3)

F(4)
F(5)
F(6)

F(7)

Time je DFT za N = 8 uzoraka dobiven s dvije transformacije po N/2 = 4 uzorka. Sada ¢e

trebati

(1) dvije DFT po N/2 uzoraka §to trazi 2(N/2)? mnozenja,

(i) N mnozenjas W\",n=0,1,..,N—1,

(ii) N zbrajanja.

Ovaj postupak za malo veéi N trazi prakticki pola od N* mnoZenja, §to daje veliku

ustedu.

Ako je N/2 i dalje paran broj mozemo svaku sumaciju s N/2 uzoraka izracunati pomocu

dvije sumacije s N/4 uzoraka, tj. ukupan broj mnoZenja je 4(N/4)> = N* /4 pa ¢e usteda prema

N? biti 4 puta.
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SO — N )
\ ’. Wi
DFT GO

f4)

2 — Na GQ2)
/ Wi
filey ——_DFT G(3)

Sl 14.11

U nasem primjeru (N = 8) blokovi "N/4 DFT" se svode na DFT od 2 uzorka.

f0)

G

W=\ =1

Sl. 14.12

Ova struktura se naziva DFT leptir.
Cjelokupni blok dijagram FFT za nas$ primjer N = 8 je na Sl. 14.13, a broj multiplikacija
je dan s mgppr=NlogoN =8 * 3 =24, dok je za direktnu metodu racunanja DFT-a broj

multiplikacija mppr = N* = 64.
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WN WN6 WN7
SI. 14.13

U opcéem slucaju s N = 27 za svodenje na DFT od samo dva uzorka trebat ¢e g stupnjeva

raCunanja. Kako u svakom stupnju imamo N mnozenja izlazi mgpr = Ng = Nlogyi. Ovaj broj

mnozenja treba uzeti priblizno jer WN" dobiva vrijednosti 1, —1, + j, —j, §to se ne moze uzeti

kao mnozenje.

Pokazali smo efikasan postupak za racunanje DFT-a koriste¢i tzv. decimaciju u

vremenskoj domeni. Na sli¢an nac¢in se moze iskoristiti decimacija u frekvencijskoj domeni.

Kad je potrebna transformacija niza s N # 27 , niz se moze nadopuniti s nulama.

Postoje strukture i postupci za DFT za N = 3,4,5,... uzoraka tako da se N moze rastaviti u

umnozak prostih (prim) brojeva.
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