ZESQI

Signali i sustavi

Linearni diferencijalni sustavi

zesol Sadrzaj 1

= Model sustava s ulazno izlaznim varijablama
= Klasi¢ne metode rjeSavanja

= Vremenski stalni sustavi

= Amplitude vlastitog titranja sustava

= Prisilni odziv sustava

= Transfer funkcija lin. vremenski invarijantnog
sustava dobivena Laplaceovom
transformacijom
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= Transfer funkcije slozenih sustava
Paralelni spoj podsustava
Kaskadni spoj podsustava
Prstenasti spoj podsustava
= Ulazno izlazni model sustava s vise ulaza i
izlaza

= Model s varijablama stanja
Blok dijagram linearnog sustava
= Razlaganje sustava i prijelaz u model s
varijablama stanja

Direktna, iterativna i paralelna metoda
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» Transformacija varijabli stanja

= Upravljivost i osmotrivost

‘ﬁs Model sustava s ulazno izlaznim

ZES Ol ..
varijablama
= Diferencijalni sustavi su oni koji se daju opisati
jednom ili vise diferencijalnih jednadzbi.
= Linearni sustav s jednim ulazom i jednim

izlazom: ) (n-1) _ _
a,y"+a, Y+ +ay=f()=

=b,u™ +b, u" " +.. +bu.
» Desna strana od f{f) — funkcija smetnje ili
funkcija pobude, opcenito funkcija ulaznog

signala u(?) i njegovih derivacija do m — tog
reda, m < n.

S%i{s Model sustava s ulazno izlaznim

varijablama
» Koeficijenti {a;} i {b;}:
konstantni = vremenski stalan linearni sustav,
funkcija vremena = vremenski promjenjiv linearni sustav,

zavise od ulaznih ili izlaznih varijabli i njihovih derivacija =
nelinearni sustav.

= Sustav je opéenito opisan s vise simultanih
diferencijalnih jednadzbi.

= Cesto se vise simultanih diferencijalnih
jednadzbi svodi na jednu jednadzbu viseg reda
koja veze jednu izlaznu i jednu ulaznu varijablu.




S%i{s Model sustava s ulazno izlaznim
varijablama

= Svojstva operatora deriviranja:
(b)) Dy
Dn(clyl + Czyz): C D"y, +C,D",
(D+C,YD+C,)y=[D*+(C, +C,)D+C,C, .

= Diferencijalna jednadzba napisana pomocu
operatora D

(anD” +...+a0)y=(me'” +...+b0)u.

‘ﬁs Model sustava s ulazno izlaznim

ZES0l ..
varijablama
= Skraceni oblik zapisa:

. dy d"y
A(D)y = B(D djesu Dy==, D'y=—=.
(D)y=B(D)u gdjesu Dy = y=—

= Predstavljanje linearnog sustava pomocu
operatora H(D), gdje je H(D) = B(D) / A(D)

zesol Klasicne metode rjesavanja

= Ako postoji funkcija smetnje ili pobude f{7),
linearna diferencijalna jednadzba je

nehomogena.
= Jednadzba postaje homogena za f{7) = 0:
a, 3/+...+ a,y=0.

* Homogena jednadzba n — tog reda ima n
linearno nezavisnih rjeSenja, pa se opée
rjeSenje moze prikazati kao linearna
kombinacija pojedinac¢nih rjeSenja.

Yo=Ky +Koy, +..+K, y,




zesol Klasicne metode rjesavanja

= Pretpostavlja se rjesenje oblika: y(7) = er’, peC.
= Supstitucijom se dobije izraz:
(@, p"+a, p" " +.. . +ap+a,)e” =0.
= Karakteristicna jednadZzba gornje diferencijalne
jednadzbe
a,p"+a, p""+...+a,p+a,=0.
= Opcée rjeSenje uz n razliCitih karakteristicnih
korjena n
Yo =K, e +K,e™ +...+ K ™ =) Ke™.
i=1
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zeso1 Vremenski stalni sustavi

= Opce rjesSenje uz k jednakih od ukupno n
korjena y (¢)=K,e™ +K,te™ +...+ K, " e
+K, o™ 4+ K e
= Opée rjeSenje uz korjene visestrukosti

n m;
mi, ma, ..., My _ pit j-1
yo(t)—Ze ZKijt .

i=1 j=1

= Rjesenje nehomogene jednadzbe dobiva se
dodavanjem tzv. partikularnog rjesenja y, na
rjeSenje homogene y =y, ty,.

zesol Vremenski stalni sustavi

= Rjesenje homogene jednadzbe —
komplementarno rjeSenje ili slobodni odziv
sustava,
postoji i kada nema pobude za K;# 0,
naziva se i vlastito gibanje ili titranje sustava jer opisuje
titranje energije u sustavu bez vanjskog poticaja.
Komponente slobodnog odziva titraju iskljucivo
karakteristicnim frekvencijama sustava p,, koje zavise od
strukture i parametara sustava, a ne od pobude.
Komplementarno rjeSenje prisutno je u opéem rjesenju
nehomogene jednadzbe.




ngigﬂ Amplitude vlastitog titranja
sustava
= Opcée rjeSenje diferencijalne jednadzbe za
slu¢aj nejednakih korjena je:

y()= iKiep" +y,(0).

i=1
= Konstante K; odreduju se iz pocetnih uvjeta
danih preko vrijednosti funkcije i njenih
derivacijau ¢ =0.
= Uzastopnom derivacijom izraza za y(f) ut =0

dobiva se sustav linearnih algebarskih
jednadzbi.

ZSEEED Amplitude vlastitog titranja
sustava
y0)-y,(0)=K,+K, +...+K,
(0)=y,(0)=p K, +pK,+...p K,

YO =3,"" 0 = p K, + K, 4 K,

n

= Van der Mond — ova determinanta sustava
sastavljena od potencija korjena p, , p/*~ 1.

sﬁi{s Amplitude vlastitog titranja
ZES Ol
sustava
* Partikularno rjesenje oznacimo s y,(¢). Uz
konstantnu ili periodi¢ku pobudu nazovimo
ga stacionarno stanje.
= Komplementarno rjesenje is¢ezava s
vremenom pa se naziva prijelazno ili
prolazno stanje.

Prijelazno stanje sastoji se od titranja vlastitim
frekvencijama p; sustava.

Amplitude titranja u prijelaznom stanju odredene su
razlikom pocetnog stanja {y®(0)} i iznosa
partikularnog rjeSenja {y,®(0)} u trenutku 7 = 0.




ﬁs Amplitude vlastitog titranja
ZESOl P g v
sustava
= Prvi specijalni slucaj: pocetni uvjeti jednaki
partikularnom rjeSenjuut =0
y”’(O)—yé”(O) =0, i=012,...,n—1.

Trivijalno rjesenje, K; = 0.
Prijelaznog procesa nema, ve¢ stacionarno stanje krece
odmah i ima frekvenciju pobude.

= Drugi specijalni slucaj: pocetni uvjeti jednaki 0
$(0)=0, 3(0)=0,...,»" " (0)=0.

Sustav je bez pocetne energije — miran sustav.

ZSEEED Amplitude vlastitog titranja
sustava

= Treci specijalni slucaj: f{¥) = 0 — nepobuden
sustav . (n1)
70=0,7,0=0,...5," " )=0.

* Oznacimo s K, konstante koje slijede iz
pocetnih uvjeta yf,‘)(O) =0.

* Oznacimo s K, konstante koje slijede iz
pocetnih uvjeta kada je sustav miran ¥ (0) = 0.

S%i{s Amplitude vlastitog titranja
ZES Ol P g v
sustava
= Ukupno rjesenje prikazano pomocu K, i
K .

pi

y(t) = {z K,e™ + z Kpiep‘[} +1,(0).
par i1

Dio s vlastitim titranjem frekvencijom p; [u zagradi] te
prisilno titranje yy(f) frekvencijom pobude.

UK z Ke™ + |:z Kpiep‘t +) (t):|
i=1 i=1

Odziv nepobudenog sustava [u zagradi] te odziv mirnog
sustava koji titra s p; i frekvencijom pobude.




zesol  Prisilni odziv sustava
= Prisilni odziv sustava predstavlja partikularno
rjeSenje nehomogene jednadzbe.

Opcenito se moze dobiti Lagrange — ovom metodom
varijacije parametara.

= Za pobudu eksponencijalnom funkcijom
ra¢unanje odziva je jednostavno jer se y,(f)
moze predstaviti eksponencijalom
(deriviranjem se mijenja samo kompleksna
amplituda eksponencijale).

= QOdredivanje kompleksne amplitude temelji se
na metodi neodredenih koeficijenata. 19

zesel Prisilni odziv sustava

= Opéi oblik diferencijalne jednadzbe:
(a,D"+a, D" +...+a,)y=(b,D" +b, D" +...+b,)u.
= Pobudni signal u(¢) u obliku eksponencijale,
U kompleksna amplituda (|U| amplituda, ¢ faza),
s kompleksna frekvencija, s = o+ jo,

u(t)=Ue", U=|Uje”.

= Pretpostavljeno rjesenje (Y neodredeni
koeficijent): y(f)=Ye".

zesol Prisilni odziv sustava
= Uvrstavanjem i izjednaavanjem koeficijenata

lijevo i desno dobiva se:
y =2 gy,
a,s"+...a,
= Amplituda partikularnog rjesenja Y odredena je
amplitudom pobude, svojstvima sustava te
kompleksnom frekvencijom s.

» Transfer ili prijenosna funkcija sustava H(s) —
veli¢ina koja odreduje odnos kompleksne
amplitude prisilnog odziva Yes i kompleksne
amplitude pobude Uest. 21




zesol Prisilni odziv sustava

m
b,s"+..+b, _ Y

H(s)=
(©) as"+...a, U

= H(s) je formalno jednak operatoru H(D) ali
H(D) pridruzuje vremensku funkciju y funkeiji u
y=HD)u,
H(s) ima znacenje faktora kojim treba mnoziti kompleksnu
amplitudu ulaza da se dobije amplituda izlaza

Y = H(s)U.

zesel Prisilni odziv sustava

= Specijalni slu¢ajevi kompleksne frekvencije
pobude s:

s = 0 — prisilni odziv na pobudu konstantom
b
u=Ue" =U, H(0)=—-C.

a
s =jw— odziv na harmonijsku (ili sinusnu) pobudu, je dan
izrazom:

H(jo)=H(o)=H (0)+ jH (o) = A(w)e’"”

koji se naziva frekvencijska karakteristika sustava.

zesel Prisilni odziv sustava

* 4(w)— amplitudno frekvencijska karakteristika.

» o w) — fazno frekvencijska karakteristika.

= Ako je y,(#) = Ye posljedica u(f) = Ue* onda je
yp(f) = Re{Yes} posljedica Re{Ue"}.




ZESQI

SIMULINK primjer

zesol Frekvencijske karakteristike

I

0

comm— w Alw) | ¢(w)

0 6.2500 0

0.2020 7.9460 -0.3268
0.4040 12.3650 |-1.6110
0.6061 4.1642 -2.6125
0.8081 1.9275 -2.8248
1.0101 1.1316 -2.9109
1.2121 0.7510 -2.9585
1.4141 0.5372 -2.9891
1.6162 0.4043 -3.0105
1.8182 0.3158 -3.0265

g@igﬂ Transfer funkcija linearnog,
vremenski invarijantnog sustava

= Linearne, vremenski invarijantne sustave
mozemo proucavati pomoc¢u Laplaceove
transformacije:
diferencijalne jednadzbe prelaze u algebarske,
sustav je predstavljen u domeni kompleksne frekvencije.
= Za odredivanje transfer funkcije po¢i ¢emo od
Laplaceovog transformata ulazno izlaznog
modela:

U(s) = £{u(0)}, Y(s)=£L{y()}.




ngégﬂ Transfer funkcija linearnog,
vremenski invarijantnog sustava

» Transformacija derivacije ulaza i izlaza je:

.4’{6:; ):[} =s"U(s)—s""u(0)—...—u""(0),
t

dt

* Na temelju linearnosti Laplaceove
transformacije moze se napisati:
(a”s" +a,,s" " ot aU)Y(S) = (bms'" +..+b, y/(v) + E(s).

J{d?} =s5"Y(s)=5""p(0)—...— y"(0).

ngégﬂ Transfer funkcija linearnog,
vremenski invarijantnog sustava
= Ako vrijedi:
Yy (0)=0 za v=01234,.,n-1
u0)=0 za x=0,1,2,34,.,m-1

dobivamo odziv mirnog sustava:
b,s"+...+b
Y(s) =2 T (),
a,s"+...+a,
= Dobiveni izraz moZzemo napisati:
Y(s)=H(s)U(s).

ngégﬂ Transfer funkcija linearnog,
vremenski invarijantnog sustava

» Funkcija H(s) zove se transfer funkcija ili
prijenosna funkcija sustava.

= Definirana je za miran sustav kao:

H(s) = Y(s) Z{y(t)} ut)=0zar<0.

UG L)
= Ako znamo H(s), sustav mozemo predstaviti
kao blok:

10



zesel Transfer funkcija slozenih sustava

= Paralelni spoj podsustava:

H(s)= | Y(s)
Hi(s) + Ha(s)

Y(s) =Y, (s)+ Y, (s) = [H,(s)+ Hy() U (5) = H(s)U(s)
H(s)= H,(s)+ H,(s)

zesel Transfer funkcija slozenih sustava

= Kaskadni spoj podsustava:
(s) Y(s) _ U(s) H(s)Hos) Y(s)

Y(s)=H,(s)V (s) = Hy(s)H,(s)U(s)
H(s)=H,(s)H,(s)

zesel Transfer funkcija slozenih sustava

= Prstenasti spoj podsustava — sustav s
povratnom vezom:

Us)| _ HG) | Xs)
L+ H,(s)H,(s)

E(s)=U(s)— H,(s)Y(s)
Y(s) = H(s)E(s) = H (s)[U ()~ Hy(s)Y ()] = Y (s)
Y($)(1+ H,()H,(5)) = H(s)U (s)

H\(s)

T = i)

11



zesel Transfer funkcija slozenih sustava

= Jedan Cesto koriSten element sustava je
integrator.

= Transfer funkcija integratora:

| 1 =L
S

zesel Transfer funkcija slozenih sustava
= KoriStenjem pokazanih pravila za kaskadu,

prsten i paralelni spoj, sloZzene blok dijagrame
mozemo sazeti i tako odrediti transfer funkciju
cijelog sustava.

= Primjer: Odrediti transfer funkciju sustava
sazimanjem blok dijagrama.

= Transformira
jmo oznaceni
dio blok
dijagrama.

Y(s)
o)

Hy(s)

zesel Transfer funkcija sloZenih sustava

= Dobivamo rezultat:

o

H(s)

|

Hi(s)

:

* Nacrtajmo ponovo isti blok dijagram.

12



zesel Transfer funkcija slozenih sustava

= Dobivamo:

—(+

= Na dobivenom blok dijagramu prepoznajemo:
kaskadu,

= Kaskada se moze nadomjestiti blokom ¢ija je
transfer funkcija: H H, 37

zesel Transfer funkcija slozenih sustava

= Ranije je pokazano da za spoj s povratnom
vezom vrijedi:

U(s) Y(s)

Uts) H,(s) ¥(s)
1+ H,(s)H,(s)

= U nasem primjeru bit ¢e:

o e‘—l o 1-H(s)

zesel Transfer funkcija slozenih sustava

» Prema tome, na$ blok dijagram mozemo sazeti:

1
1+ H\(s)

= Desnu stranu blok dijagrama ¢ini paralelni spoj
podsustava pa ga mozemo nadomjestit
podsustavom ¢ija je prijenosna finkcija:
HH,+H,. 3

13



zesel Transfer funkcija slozenih sustava

* Daljnjim sazimanjem dobivamo kaskadu:

— ;[ o [ o+ ) |

= Cijeli sustav prikazan jednim blokom ima
oblik:

Hy(s) Hy () + Hy(s) |
1+ H,(s)

40

‘ﬁs Ulazno izlazni model sustava s

ZESOI —“w ..
vise ulaza i izlaza
= Sustav s viSe ulaza i izlaza moze biti opisan s:
4,(D)y, +...+ 4,(D)y, =B,,(D)u, +...+ B,,(D)u,,
4,,(D)y, +...+ 4,,(D)y, = B,,(D)u, +...+ B,,(D)u,,

A, (D)y, +...+ 4,(D)y, = B, (D), +...+ B, (D).
= Ako su ulaz i izlaz definirani s:
_ 4
y= b/lﬂy27""yr]
s
u= [ul,uz,...,um]
jednadzbe mozemo napisati u matricnom

obliku: L(D)y =K(D)u. .

Sﬁi{s Transfer matrica sustava s vise
ulaza i izlaza
= Laplaceova transformacija skupa jednadzbi ima
Pk )Y(s) = K()U(s) + E(s)
gdje E(s) sadrzi ¢lanove s pocetnim uvjetima.
= Za mirni sustav, E(s) = 0, izlaz je jednak:
Y(s) =L (s)K(s)U(s) = H(s)U(s).
= Ulazni vektor se mnozi s matricom:
H(s)=L"(:)K(s)
koja se zove transfer matrica sustava.

42
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ngégﬂ Model s varijablama stanja
linearnog sustava

= Vladanje sustava opisuje vektorska dif.

jednadzba: <= Ax+Bu

* A je matrica koeficijenata (realnih i
konstantnih): { ..
a; }, ih,j=12,.,n.
= B je pobudna ili kontrolna matrica konstantnih

elemenata:
bt i=12,0m; k=12,.,m.

43

ngégﬂ Model s varijablama stanja
linearnog sustava

= Vektorska jednadzba:

X =Ax+Bu
identi¢na je skupu linearnih dif. jednadzbi
prvog reda:

X0 =Y ax (0+ Y bu (1), i=12,...n.
Jj=1 k=1
= Ako je pobuda u = 0, jednadzba je homogena:

x(1) = A x(2).

44

ZS@E? Model s varijablama stanja
linearnog sustava

= Jzlazna vektorska jednadzba:
y(¢) = Cx(¢)+ Du(?).
identi¢na je skupu linearnih algebarskih
jednadzbi:
y()= Zcijxj(t)+2d,.kuk @), 1=1.2,...,r.
Jj=1 k=1

4s

15



zesol Blok dijagram linearnog sustava
* Primjer X, =a,, X, +a,x, +bu, +b,u,,
sustava Xy =y Xy + Ay X,y + byt + by,
drugog
redas 2
ulazai2 oy
izlaza:

zesol Blok dijagram linearnog sustava

= [zlazna jednadzba se realizira s 2 sumatora:

(@) =%, (0) + %, () + dyyuy (1) + duy (1),
Yo () = 3%, (1) + €0 %, () + dyyu, (2) + d 1, (7).

47

zesol Blok dijagram linearnog sustava

= Kompletan sustav jednadzbi stanja i izlaznih
jednadzbi prikazuje kabelski blok dijagram:

48
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S%i{s Razlaganje sustava i prijelaz u
" model s varijablama stanja
Direktna metoda:
= Podimo od prijenosne funkcije:

H(s)=——"—, a, =1,
s"+..+a,

(s"+...4+2,)Y(s) =b,U(s).
= [zdvojimo ¢lan s najviSom derivacijom:

$"Y(s)=b U(s)—lan,, (¥ (5))= ..~ L, (57 (s),
S

(’1) _ (n=1) _

bu a, |y ce— A,

49

25?5 Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja

= Realizacija:

o — (1)
yW=bu—-a, y"—...—a,y.

¥

ZS?%D Razlaganje sustava i prijelaz u

model s varijablama stanja
= Prijelaz u model stanja: Ozna¢imo na
dijagramu izlaze integratora kao varijable
stanja.
= Jednadzbe stanja glase:
X =x,

X, =X,

Xy =X,
X, =—a,x,—a,x,—-—a, x, +byu.

» Jednadrba izlaza glasi: y(¢) = x,(¢).




ngégﬂ Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja

= U opcem slucaju, b, # 0, mozemo pisati:

_ s Y8 |
Y(s)= B(s)( A(s)} =B(s)Z(s).
= Sada prvo realiziramo: _U(s)

A(s)
$to je isto kao u proslom primjeru.
= Nakon toga napravimo linearnu kombinaciju
svih izlaza integratora, prema izrazu:
Y(s) = B(s)Z(s) = (b,,s" +...+ b, JZ(s).

52

ngégﬂ Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja

= Realizacija cijelog sustava:

ngégﬂ Razlaganje sustava i prijelaz u

model s varijablama stanja

= Istim postupkom kao u slucaju b, = 0, dobivamo
jednadzbe stanja:

% 0 1 0 — 0 Tx77To
%, 0 0 1 X,
o= ol e
il 1o o o 1 |x,| |0
X, -a, —a, -—a, —a,, || x 1
X
y=[b,—a,b, b-ab, - b, ,—a,b]"|+bu
x” 54
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S%i{s Razlaganje sustava i prijelaz u

" model s varijablama stanja
Iterativna metoda:

» Brojnik i nazivnik prijenosne funkcije mozemo
prikazati kao produkt korjenih faktora:

m

B(s)=b,s" +...+b,=b, (s —s,),
1

H(" Si)
H(S pk)

H(s)=—"
A(s)=a,s"+...+a,=a,[ [(s—py),
k=1

= Produkt — upuéuje na kaskadu podsustava.

55

‘ﬁs Razlaganje sustava i prijelaz u

ZESO
" model s varijablama stanja
= Realizacija:
! H(S Si)
H(s)=—2-1__
H(S py)
us) | s—s, §—8, |Yu@ | =5, [ne | s=s, | 1
o—] e D == O-enr —o
S=p; S=P, S =Py S =Py
H, H, Hy H,

Y(s) :{ﬁHk (s)}U(s)

56

ZS?%D Razlaganje sustava i prijelaz u

model s varijablama stanja
= Sekcija s nulom i jednim polom zove se
bilinearna sekcija.

= Bilinearna sekcija moze se realizirati jednim

integratorom.
Y= H()Y, =L,
S—Px
@1
X ()= p Yoo => sX,.(5)=pX.(s)+Y,,
k
v 1
Y () =(s=s,)X;(s) sX,((S):YA,Hrpk;(SXk(S))
J L realizacija I L 5

19



ngigﬂ Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja

= Realizacija: |
X (s)=Y,_,+p, ;(SXk(S))s Y, (s) = (s =3,) X, (s).

* p, i, mogu biti kompleksni = neostvarivo u
praksi, o

ZSEEED Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja

= Prijelaz u model stanja: Za k—tu bilinernu
sekciju u kaskadi, mogu se napisati jednadzbe:

X =D+ Vi Ve =X —8,X,
za k=1,2,---,n.
» Uz y, = u, eliminacijom derivacije x, iz jed. za
Vi
X, =px, +u v =(p, —s)x, +u
X, =p,x, +(p —8))X, +u Yy =(py=8,)%, +(p, —s))x, +u

Xy =psxy +Y,,itd.

V=2, =Py =8,)%, +(P,y =8, )%, +- (P =8,)x, +u 50

ngigﬂ Razlaganje sustava i prijelaz u

model s varijablama stanja
= Dobivene jednadZbe mozemo prikazati

matri¢no:
% P 0 X 1
X, (P —sy) |25} 0 X 1
J= . R 7N
Xn (p| _Sl) (pz _Sz) P X 1

X,
v=lei=s) =5 - (0, -s)] 7 |

n
60
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S%i{s Razlaganje sustava i prijelaz u
" model s varijablama stanja
= Kombiniranjem konjugiranih parova polova i
nular o (sos)(s-8%) so=prjv, vi=piHy

k= . 2 2 2
. (s=p)(s—p,*) p,=—0C+jo, 0, =56 +w
= dobiva se i BT 0

bikvadratna o
sekcija

= koeficijenti
polinoma su
sada realni §to je
bitno za
realizaciju ol

ZS? Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja
Paralelna metoda:

= Prijenosnu funkciju bez visestrukih polova, s
istim redom brojnika i nazivnika, mozemo

rastaviti:
H(s)=d, +— I g
dieie: S—Pl S p. T S— pA
gdje je: X
¢, =(s—p,; dy=—".
a

n

= Suma — upuéuje na paralelni spoj podsustava

62

ZS?%D Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja

= Realizacija:

H(s)=dy+—
.
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ngégﬂ Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja

= Svaki sustav prvog reda sa prethodne slike daje
jednadzbu:
X;=p;x; +u.

= [zlaz je dan jednadZbom:

y=Zijj +du.
1

64

Sjgﬂ Razlaganje sustava i prijelaz u

ZES . .
model s varijablama stanja
= Matri¢ni opis modela stanja glasi:

X, p, O 0| x 1

X, 0 0 P, | x, 1
X

y:[cI c, = ¢, xzz +du.

= Ovaj model zovemo razvezani.

65

ngégﬂ Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja
= Ako su polovi viSestruki, dobivamo slijedecu j.

stanja: (7] [p, 1 0 Tx7 o]
X, 0 p 1 x| |0
X, 0 0 p X 0
S B Dl e
Xk P X 1
B p,x ] [1]

= Matrica A je kvazidijagonalna, ima tzv.
Jordanov blok. o6
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ZSEEED Razlaganje sustava i prijelaz u
model s varijablama stanja
= [zlazna jednadzba ima oblik:

X

x
y:[c1 ¢, ¢, |7 |+du

n

67

zesel Tramsformacija varijabli stanja
= Pretpostavimo da je sustav opisan pomocu
varijabli stanja x;:
x=Ax+Bu y=Cx+Du
= [sti sustav mozemo prikazati i pomocu
drugih varijabli stanja z,.
= Varijable z su linearna kombinacija
varijabli x:
x=Pz
= Matrica P ne smije biti singularna:
detP =0 o

zesel Tramsformacija varijabli stanja

= Uvrstimo:
x=Pz = x=Ax+Bu y=Cx+Du
U
P/ Pi=APz+Bu
U
z=P'APz+P'Bu  y=CPz+Du
g S
z=Az+Bu y=Cz+Du

* Nove matrice sustava imaju oblik:
A"=P'AP, B'=P'B, C'=CP, D' =D.

23



zesel Tramsformacija varijabli stanja

= Kako odabrati matricu P ?
Tako da matrica A* bude dijagonalna (kanonski oblik).
U tom slu¢aju P se zove modalna matrica.

= Kako na¢i modalnu matricu ?
Promatrajmo transformaciju vektora x u y:
y = Ax
Za koji x ¢e y imati isti smjer u vektorskom prostoru ?
y=Ax=/Ax
(4 je skalar)

zesel Tramsformacija varijabli stanja
= Jednakost:
Ax =Ax
predstavlja homogen sustav jednadzbi:
(AU-A)x=0
Matrica I je jedini¢na matrica:
1 0 - 0

zesel Tramsformacija varijabli stanja

» Netrivijalno rjeSenje x, # 0 dobiva se:
det (A1 - A)=0.
= Ako je matrica A dimenzija n x n, dobiva se
karakteristi¢ni polinom n—tog stupnja.
= Korjeni karakteristi¢nog polinoma su vlastite
vrijednosti matrice A.
= RjeSenjem jednadzbe
AI-A)x=0
dobivaju se vlastiti vektori. ”
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zesel Tramsformacija varijabli stanja

» Transformacija varijabli ne mijenja vlastite
vrijedosti:

P (1) =det(AI-A")=
=det(AI-P'AP) =
=det(AP'P-P'AP) =
=detP "' det(AI—A)-detP =
=detP "' detPdet(AI-A)=
=det(AI-A).

zesel Tramsformacija varijabli stanja

= Kako dobiti modalnu matricu ?
= Formirajmo matricu M od vlastitih vektora

matrice A:
Mz[x1 X, - xn].
= Odredimo produkt AM:
AM:A[X1 X, - xn]:[Ax1 Ax, Axn]
= UvrsStavanjem Ax, = 4,x, dobivamo:
AM:[ﬂ'le X, e AX,] e
zesel Tramsformacija varijabli stanja
= Izraz: AM=[Ax, Ax, - Ax,]
mozemo napisati u obliku:
A
/7'2
AM=[x, x, - X, N =MA
ﬂ}’l
= Vidimo da vrijedi: A

AM=MA 5> A=M1AM

» Matrica M je modalna matrica.
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zesen Upravljivost i osmotrivost sustava
= Sustav prikazan u kanonskom obliku ima oblik:
X = Ax+ fu,
A =diag[A,, 4,.,...,.2,,}
= Za slucaj s razli¢itim korjenima imamo

jednadzbe stanja:
X =Py, + by + by,

X, =PoXy + by + by,

X, =P, X, + b,y + by,
= Svaka varijabla stanja moze se dobiti
rjeSavanjem jedne jednadzbe.

zesen Upravljivost i osmotrivost sustava

= Promotrimo i—tu jednadzbu:
X, =px, +bu +b,u,, i=12,..n

* Varijabla x; u svom odzivu ima istitravanje
karakteristicnom frekvencijom p,

= Pocetni uvjet x,(0) istitrat ¢e se
frekvencijom p;

= Svaka varijabla stanja istitrava svojom
frekvencijom

zesen Upravljivost i osmotrivost sustava

= Sustav je upravljiv ako ulazni signali mogu
pobuditi sve karakteristi¢ne frekvencije sustava.
Xy = Py by + by
X, = poX, +byu, +byu, X=Ax+fpu

X, =p,x,+b,
= Sustav s razli¢itim karakteristicnim
frekvencijama je upravljiv ako matrica § nema
nultih redaka

Ako je i—ti red nul-redak, titranje frekvencijom moze doci
samo od pocetnih uvjeta, a ne pobude

Varijabla stanja koja odgovara nul-retku je neupravljiva 7

u +b,,u,
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zesen Upravljivost i osmotrivost sustava

= Primjer: Pobuda u jednoj dijagonali
uravnoteZzenog mosta, a titrajni krug u

D72

N4

zesen Upravljivost i osmotrivost sustava

= Kad matrica A ima viSestruke vlastite
vrijednosti, sustav je upravljiv:

Ako ne postoje dva Jordanova bloka koja pripadaju
istim vlastitim vrijednostima.
Ako elementi matrice B koji odgovaraju zadnjem redu
svakog Jordanovog bloka nisu jednaki nuli.
Ako svi elementi svakog reda matrice B, koji pripadaju
jednostrukim vlastitim vrijednostima nisu jednaki nuli.

zesen Upravljivost i osmotrivost sustava

= Sustav je osmotriv ako se preko izlaza
sustava mogu registrirati sve prirodne
frekvencije sustava.
N =YX Xy X,
Vo =X Xy oY, X, y=Ix+Du

Ve =VaXy FY Xy et y,X,
= Sustav s jednostrukim frekvencijama je
osmotriv ako matrica I' nema nultih
stupaca
Varijabla koja odgovara nultom stupcu je neosmotriva
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zesen Upravljivost i osmotrivost sustava

» Primjer: UravnoteZen most

TN

N7

zesen Upravljivost i osmotrivost sustava

= U slucaju visestrukih korjena, sustav je
osmotriv:

Ako ne postoje dva Jordanova bloka koja pripadaju
istim vlastitim vrijednostima.

Ako u stupcima matrice T, koji pripadaju prvom redu
svakog Jordanovog bloka nisu nule.

Ako u stupcima matrice I, koji pripadaju jednostrukim
vlastitim vrijednostima nisu nule.

zesen Upravljivost i osmotrivost sustava

= U o¢em slucaju, sustav mozemo rastaviti na
Cetiri podsustava:

upravljiv, neupravljiv, osmotriv, neosmotriv

SUSTAV osmotriv neosmotriv
.. X, =A X, +Bu, X, =A,x, +B,u,
upravljiv
y,=I'x;+Du, |y,=0
X = Ajx, X, =Ax,
neupravljiv
v =T;x; y,=0

= Kombiniranjem jednadzbi iz tablice dolazimo
do jednadZzbi sustava: 54
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zesen Upravljivost i osmotrivost sustava
X] _A] Xl ﬁl 0
X A, X, + 0 B,|uw
X, A, X, 0 0w,
%] | A x| o o
X1
yi| [T, 0 0 0x2+D1 0 vy,
yz__ 0 0 I, 0]x, 0 Ofu,
X4 85

zesen Upravljivost i osmotrivost sustava

= Razlaganje sustava moze se prikazati blok
dijagramom:

Snn

- 86

zesen Upravljivost i osmotrivost sustava

= Primjer: ® y
. @
X= -2 X+ 1 |u
-3

e <

0
@ I+
y=[l 0 1x+[0k 4 -
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