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ZESOl
Signali i sustavi
Vremenski diskretni
signali 1 sustavi
zesel Uvod

= Varijable diskretnog sustava u, x, y su funkcije
diskretne nezavisne varijable t, € T gdje je
T — R prebrojiv skup.

= Sve t, moZemo poredati u niz, s rastué¢im
indeksima & koje moZemo interpretirati kao niz
vremenskih trenutaka.

= Niz definiramo kao funkcijut:Z — T.
Vrijednost niza ¢ na cijelom broju k£ oznacavamo s (k) ili
¢edce s t,.Opéi ¢lan niza ¢ je t,.

Nizove oznadavamo s ... t_ .ty ,t, 4, ... ili {t;} , ke Zili
(t).keZ

©

M

zesol Uvod

* Najjednostavniji i najvazniji slucaj niza ¢ = {t,}
je slucaj aritmetickog niza kada je funkcija
t,= T, k, gdje je T, po volji uzeta pozitivna
konstanta.

t,=Tok,k € Z, T,— kvant vremena

* Niz oznacavamo s u = {(t,, u(t)), t,€ T }

u={u} iliu={uk)}  ke,ili

U=...U_,,Uu_;,Uy, Uy, U,,...1li

u={..,u_,,u_;,Uy, U, U, ...}




Y,

zesol Uvod
" Npr.u=...,3,,7,,5,9,,6,,...
= Ako su ¢lanovi u svom prirodnom redu,
indekse mozemo izostaviti i uzorak s k=0
posebno oznaciti.

» Npr.u=...,3,7,5,9,6, ...
= Kauzalanniz:u,=0zak<0,ke Z
u=1{uy,u,u,. ...}

= Konacanniz: u;, =0zak<0ik2K, ke Z
u={uy,Uy,...,Ug_1}.
= Periodican niz s periodom N:
u,n=WzakelZ .

zesel Osnovni nizovi
= Jedini¢ni niz (Niz s jedini¢nim ¢lanom ili
uzorkom, Kroneckerov delta, 6 — niz).
0=..0,0,1,0,0, ...

1 za k=0,keZ
S(k)=
0 za k%0
k)
1
2 o o1 o2 &

siS
zeso1 Osnovni nizovi
= Jedini¢na stepenica (Heavisideov niz)

§=..,0,0,1,1,1, ...

1 za k20,keZ
S(k) Sk)=
0 za k<O
INEEN
0 1 2 3 4 .

* Osnovni kauzalni niz.
Mnozenjem nekauzalnog niza s Heavisideovim nizom on

postaje kauzalan. 6




SiS

Zzsol Osnovni nizovi

= Jedini¢na kosina
L=.,0,01,23,4,..

k za k=20kelZ
L(k)=
0 za k<O
L(k)
o 1 2 3 4 k

zesol Osnovni nizovi
= Jedini¢na parabola n—tog stupnja
P =.,001"%2"3" .
k" k20,keZ
0 ={ T

0 za k<0
P, (k)
n=2

v

‘ﬁs
g@@@ﬂ Osnovni nizovi
= Sinusni niz
u(k) = U cos (T k+ ),
gdje je w frekvencija dodirnice.




Y,

zesol Svojstva sinusnog niza

u(k)=Ucos (Qk+ (), ke Z,
U — amplituda, ¢ faza,
Q = T, — korak argumenta u radijanima analogan frekvenciji.

= Za Q= 7+ Aizlazi
u(k) = cos(zw+ A)k = cos(27+ w+ Ak
= cos(—7+ Ak = cos(z— A)k.
= |z raspolozivog niza se ne moze razlikovati da li
je frekvencija dodirnice

Q=r+AilliQ,=7-A

zesol Svojstva sinusnog niza
utk)=cos(Qk+¢),keZ
Q,=7xn/6 Q,=57/6
\ /\ “/'\ ‘(\“\ “/\\ “J \
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zesol Svojstva sinusnog niza

» Za Q=27—- Aizlazi
u(k) = cos(2z— Ak = cos(—Ak) = cos Ak.
= |z raspolozivog niza se ne moze razlikovati
da li je frekvencija dodirnice
Q =27-AilliQ,=A.




Y,

zesol Svojstva sinusnog niza
u(h)=cos (Qk+¢), ke Z
Q =7/6 Q,=117/6

I A Il ‘g\‘ N\ “u‘ s A I\ Iy

zesol Svojstva sinusnog niza
= Vidi se da se iz ovog niza ne moze razlikovati
frekvencija Q, od bilo koje
Q=Q +2nr,nel
jerje
cos[(Q, + 2nm)k] = cos(Q,k+ 2nkm) = cos(Q,k)
n keZ.
= Da bi se Q mogao odrediti jednoznac¢no iz niza
moramo biti sigurni da je |QQ| < 7z, odnosno
o<rx/Tyili2f<1/T,.
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zeso1 Osnovni nizovi
» Eksponencijalni niz
g<1 — padajudi niz
u(k) = qk, geR g>1  —rastuéiniz
g=1 — konstantni niz
A g=-1 - alternirajuéi niz
I B
0 1 3 k Is




Y,

zesel  Svojstva eksponencijalnog niza
= Eksponencijalni niz ovisno od kompleksnog
parametra ¢ ili z, moZe poprimiti razlicite
oblike, a pogotovo ako nekoliko elementarnih
. k . . N-1
nizova z,* formira linearnu u(k) = Z an:
n=0

kombinaciju.
A

Za k € Z nizovi su 2

nekauzalnog oblika, a za k € N

su kauzalni, pri cemu z moze
biti realan, imaginaran ili
konjugirano kompleksan.

0

B/{
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ﬁs Osnovne operacije na nizovima i

ZESCl . o
elementi diskretnog sustava
= Zbrajanje nizova

Zbroj dvanizay =u + vili u
W)} = {u(®)} + {(v(k)} v
je niz s opéim ¢lanom /

y(k) =u(k) + v(k) zasvakik e Z. ,

= Produkt nizova

u
Produkt dva niza y = uv ili
W0} = {u(®)} {v(k)} y
je niz s op¢im ¢lanom v
y(k) = u(k)v(k) za svaki k € Z. 17

M
%:;gﬂ Osnovne operacije na nizovima i
elementi diskretnog sustava

» MnozZenje s konstantom
y=auili
D)} = afu()} = {a u(k)} —V
y(k) = a u(k) za svaki k € Z.

» Funkcijski blok
y=f(uili ) ,
(0} =/ THu(0)}] S
(k) =f[u(k)] za svaki k € Z.




A
ZS@‘@EU Osnovne memorijske i predikcijske
operacije
= Pomak niza — jedini¢ni pomak daje iz ulaznog

niza, niz pomaknut za jedan korak.

unaprijed (predikcija) unatrag (kaSnjenje i pamcenje)

u u

E y E 1 y

y=Euili ()} =B {u(®)}, y=E'uili pb)} =E"{u(®)},
(k) = Bu)(k), y(k) = E u)(k),
Y& =uk+1) k>0. (k) = u(k—1) k> 0.

Y

zesel Pomak niza
= Operacija pomaka niza unaprijed trazi
nekauzalan sustav pa je neostvariva u realnim
sustavima.
= Zato se sluzimo redovito jedinicama za
kasnjenje, odnosno operacijom E-.

Y= u(k+ 1) k=0 Ay =u(k—1) k>0
2

1

1 il
34 k 0123456 &k
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A
SE@" Osnovne memorijske i predikcijske
ZESO

operacije
= Diferencija niza
uzlazna silazna

20 A 5 £ \% Y
y=Auili {y(k)} = A {u(k)}, y=Vuili (b} = V{iuk)},
Y(k) = (Qu)(k) = uk + 1) —uk),  y(k) = (Vu)(k) = u(k) — u(k - 1),
)} = E - D{u)}. D0} = (1 - E){uth)}.

E u y
u y " /J
/ E°




STs Osnovne memorijske i predikcijske
operacije

= Diferencija viSeg reda

A {u(k)} = (B-1)"{u(k)} z< 1)( ]E"*u(/o}
V' u(k)}=1-E™") {u(k)} = Z( 1>U E {u(k)},

EHJ:n(n—l)(n—2)~...~(n—r+1): n!

7 7! An—r)!

ﬁs Osnovne memorijske i predikcijske

operacije u 5 y
= Akumulacija niza
= Antidiferencijski operator A daje niz

()} = AMu(k)} takav da je A{y(k)} = {u(k)}.

= MozZe se pokazati da vrijedi A{gu(j)+K}= )

» Za sluéaj kauzalnih [Z (;)+/<] [iu(i)JrK]:u(k).
signala ol

. .
Prema tome: ). k=0,

Huk)} {Zu(/)%} y(k)_{y(0)+§u(j), k>0.

515 Osnovne memorijske i predikcijske

operacije l %0)
= Uzlazni akumulator u[0, &) 0. B)
Wk + 1) = y(k) = u(k), z

Wk +1) = u(k) + y(k),
y(1) = u(0) +»(0) moramo poznavati y(0),
¥2)= u(lk) Ty(l) =u(1) +u(0) + ¥(0),
— . diskretni analogon
(k)= ZM(J) +y(0) , k>0 integratora

J=0

u(k) y(k+1) E_1 y(k) y(k+ 1) =y(k) + u(k)
0, k) = F((0), u[0, k))

24




A
ZS@‘@EU Osnovne memorijske i predikcijske
operacije
= Silazni akumulator
» Silazni antidiferencijski operator V-! daje niz
{(k)} = V' {u(k)} takav da je V{p(k)} = {u(k)}.
v k) = {Zk;u(j) + K}

) Y =y(=D+ Y u(j), k=0

u(k) vk -
% (k) = y(k = 1) + u(k)
YD) gl Y10, k) = Fo( = 1), u[0, k)

nggg Osnovne memorijske i predikcijske
operacije

(k) = ylk=1) = u(k),
y&) = u(k) + y(k—1),
¥0) = u(0) + y(-1) moramo poznavati y(-1),
y(1) = u(l) + u0) + y(=1),
¥2) = »u(2) + u(l) + u(0) + y(=1),
y(k)=zu(j)+y(—1)- ey

u0, k) ¥ V[0, k)

M

zesol Model vrem. diskretnog sustava

= Bezmemorijski sustav =~

y
(0 = £ Tu(k). /
= Memorijski sustav  y(k) = F(x(ky), u(ky, k1) za k> k,,
e o) = Bezmemorijski dio:
v(k) = f (x(k), u(k)),
(k) f k) = g (x(k), u(k)).
y(k) * Memorijski dio:
I x(k) = F (x(ky), v(ky , K1).




Y,

zesel Model vrem. diskretnog sustava

= Posebno vazan memorijski element u
memorijskom podsustavu je element jedini¢nog

kasnjenja.
x(k) E v(k)
u(k), x(k), y(k) — vektori sustava
u f = Jednadzbe sustava:
x(k + 1) = (x(k), u(k)),
g W y(k) = g (x(k), u(k)).

Y

zesel Model vrem. diskretnog sustava

* Veza s kontinuiranim sustavom u slu¢aju da se
derivacija aproksimira s diferencijom
x(k+1)—x(k
MELZXE)_ px(i.uch,
x(k + 1) = x(k) + Tf(x(k), u(k)).
® linearni sustav

x(k+)-x() _ . po
T 2

x(k + 1) = (1 + TA)x(k) + TBu(k),
x(k+ 1) = A x(k) + TBu(k).

x=f(x,u)=

=10



