SiS

ZESOI

Signali i sustavi

Ekvivalencija vremenski
kontinuiranog i diskretnog
signala i sustava

A
nggﬂ Vremenska diskretizacija tipkanjem
kontinuiranog signala
= Postupak uzimanja uzoraka ili tipkanja
kontinuiranog signala f mozemo matematicki
modelirati kao pridruzivanje funkciji f niza impulsa

f7, &iji intenzitet je proporcionalan trenutnim
vrijednostima kontinuiranog signala.

1@ =S:{n}
= Mozemo to interpretirati kao modulaciju impulsnog
niza 5, (t)= Y 5(t—kT) funkcijom f, tj.
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A
ésé!ggﬂ Vremenska diskretizacija tipkanjem
kontinuiranog signala

110 = O 5~ KT)
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nggﬂ Vremenska diskretizacija tipkanjem
kontinuiranog signala

= Zbog svojstva delta funkcije da vadi vrijednost
kontinuirane funkcije f{#) na mjestu diskontinuiteta
t—kT =0, tj. t, = kT, moze se napisati i u obliku:

S 0= 3 SEDS kT,

sﬁ Vremenska diskretizacija tipkanjem

ZESO]
kontinuiranog signala
= Uvjete ekvivalencije kontinuiranog i diskretnog
signala dobivenog postupkom otipkavanja najlakse
je pratiti preko njihovih spektara.

= Neka signal fima spektar:
F(w)= f f@e 7 dt.

o
= |z spektra F' se moze doc¢i do same funkcije f
inverznim Fourierovim integralom:

= iiF(m)e-’”’dw.

A
g;gﬂ Vremenska diskretizacija tipkanjem
kontinuiranog signala
= Periodi¢an niz J; nastao ponavljanjem delta funkcije

svakih T, kao svaka periodi¢na funkcija se dade
predstaviti Fourierovim redom, gdje su amplitude

dane s:
T/2
_L [ s@er™dt=—. o= 2z
T, T T

= QOdatle: 1) (t)_ ZFejnuUr T Zej”“’!)’.

n=-0 n=—o




nggﬂ Vremenska diskretizacija tipkanjem
kontinuiranog signala
= Spektar otlpkanog signala f danj Je s
F'(w)= j Fr(te ™ dt = j f(t)— el gy

n=-o0

* Zamjenom redoshjeda sumacue i 1ntegra01je

dobivamo: | o=
F@=23 [roe .
= Integral je spekta_r fuhkcue £, ali pomaknut za na,,
pa izlazi:

F'(w) =% +Z(E:F(a)—rmoo).

Nn=-0

nggsﬂ Vremenska diskretizacija tipkanjem
kontinuiranog signala
= Spektar F” otipkanog signala /™ je periodi¢no
ponavljani spektar F' kontinuiranog signala.
= Pretpostavimo da je spektar F' frekvencijski
ogranic¢en
Flo)=0za|d > w,
= Razlicite frekvencije tipkanja signala @, = 272/T
mogu u spektru F*(w) izazvati razli¢ite rezultate
zavisno od toga da li je @y — @,> w,ili @, — @, < @,
odnosno:
@>2 0, 0<2 0,

Mo
STS Vremenska diskretizacija tipkanjem

ZESEN
kontinuiranog signala
| F'(w)| o> 20,
‘ 0 w‘& ey ‘ ®—>
A *
W@/M e
0 @ @ ®—>

Preklapanje sekcija spektra (engl. “aliasing”).




A3

zesel Zakljucak

= Diskretni se signal moZe smatrati ekvivalentnim
kontinuiranom samo ako je moguce rekonstruirati
izvorni signal iz otipkanog /™, odnosno ako se iz
spektra F* moze dobiti originalni F. Postupak
rekonstrukcije pretpostavlja izdvajanje osnovne
sekcije spektra filtriranjem.

= To ¢e biti moguée naciniti bez pogreske samo ako
Je spektar F ograni¢en na w,, te ako je frekvencija
otipkavanja @, > 2 @,.

A
g@ggﬂ Obnavljanje ili rekonstrukcija
kontinuiranog signala iz diskretnog
* Periodi¢ni spektar F* moze se dobiti i iz

0= fKT)S@~kT),

F"(C()) = ]‘m ff(k’r)é(ktsz’r)e—jwdt — ilf(kT)efjwkT.

= U dobivenom izrazu se moze prepoznati Fourierov
red za periodi¢ni spektar £~

HE o) > 20,

t H—— »

0| @, @ >
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A
;J‘Eﬂggﬂ Obnavljanje ili rekonstrukcija
kontinuiranog signala iz diskretnog

= Da bi se dobila osnovna sekcija spektra F, odnosno
po mogucnosti F, potrebno je izvrsiti filtraciju F*s
filtrom frekvencijske karakteristike H,.,

F(0) = F(0) H().

[F(w)]
(@) ) >2 o,




51"5 Obnavljanje ili rekonstrukcija

kontinuiranog signala iz diskretnog

* Pretpostavimo za H, idealan filter
1} Hyw)

1 |oj<ao,/2
H, ()=
© 0 ‘w‘>a)u/2
\

0 wy/2 .
1 sinwgt/2
. h(t)=— | H, O dp =—- S —
Impulsni odziv je 4,@) f (w)edo =7 ot 12

= Neka je frekvencija otlpkavanja @y > 2@,, tako da
unutar pojasa ponavljanja (—@y/2, @,/2), nema
preklapanja sekcija spektra.

* Tada je: F(0)H (o) = ?F(ﬁ))-
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sﬁ Obnavljanje ili rekonstrukcija
kontmulranog signala iz dtskretnog

H, <w)[ Zf(kT)e”“’”j - ;F(w)

k=—0
= Inverznom Fourierovom transformacijom spektra F'
dobivamo:

f()= i;[:F(w)e“‘"dw = %IH,,(Q)(Aif(kT)eff(wu je"’”dw.

T & @12
=—0 KT ,w(;—n)d )
f0=3 21 )j ¢ 2

_ sinz(t—kT)/T
1= Z/(k T .

Mo
sﬁ Obnavljanje ili rekonstrukcija

kontlnulranog signala iz diskretnog

= Vidimo da je f{¢) dobiven iz uzoraka f(kT)

interpolacijom s funkcijom: h(t)= sinzt/T
" zt/T

» [z gornjega izvoda slijedi da je kontinuirana funkcija
1, koja ima frekvencijski omeden spektar (F(@) =0
za |w| > @,/2), jednoznacno odredena svojim
trenutnim vrijednostima u jednoliko rasporedenim
trenucima t, = kT =27k / a,.

Interpolacijska funkcija predstavlja
impulsni odziv idealnog filtra. s




h(0)

Filtar ima nekauzalan odziv i prema tome je neostvariv.
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W
zZ=sel Interpolator nultog reda
1 JI_[r JL

g QL

T

hi(t)

Mo

zesen Interpolator prvog reda




A3

zesel Antialiasing filtri

*» Greska uslijed aliasinga &£=2 J.‘F(w)‘zdw.

wy /2
= Konstantna amplituda: Butherworth, Chebyshev,
Cauer.
= Linearna faza: Bessel.
Tipkalo za
uzimanje uzoraka
u v v y y
Pred Vremenski Interpol.
o—— filtar diskretni —— filtar |—
sustav

W
nggﬂ Diskretizacija spektra kontinuiranog

signala
* Analognim pristupom moze se provesti

diskretizacija kontinuranog spektra nekog signala
Fi@)=SalF(@)}, .
F(0)=F(w) Z (w—-nQ) = Z F(nQ)o(w—n).
= Signal u vremenu [, koji odgox;gf; otipkanom
spektru, dan je s
L0=E3 rarky). =22
d - Q P 0/ 0 Q .

= Otipkavanje spelxra daje f; periodi¢no ponavljanu
funkciju 1.

Mo
g@ggﬂ Diskretizacija spektra kontinuiranog

signala
* Ako je funkcija f'takva da je njeno trajanje 2t,< t,
nece nastupiti preklapanje (aliasing) u vremenu.
Izvorni signal moc¢i ¢e se dobiti pomocu vremenskog otvora
mnozenjem f; s idealnim vremenskim otvorom f{¢) = f,(¢) w({)
1 t|<t,/2 i
W)= H 0 W(w):tﬂ'smwt“/Z'
0 f>t,/2 at,/2
F(w) se moze jednoznacno dobiti iz svojih uzoraka F(n<),
interpolacijom = i _
p ] Fo)= ZF(nQ)smlr(a) nQ)/Q-
o m(w-nQ)/Q
Kontinuirani spektar signala kona¢nog trajanja

(f(t) = 0 za |f| > t/2) jednoznacno je odreden svojim uzorcima na
frekvencijama @, = nQ.




SiS

zesel Dimenzionalnost signala
* Otipkavanje signala — ponavljanje spektra s Q,= @,
(aliasing u FD)
* Otipkavanje spektra — ponavljanje signala s T, = t,.
(aliasing u VD)

2 [|F(@) do 2 f|f@f
‘("FD = S:’Zi gl"l) = 7;’,27

2(|F (@) do 2f|f @[ de
relativnao greska u FD relativnaogreﬁka uVD

Greske se mogu ocijeniti poznavanjem brzine opadanja signala i
spektra za > T, /2 odnosno @ >,/ 2.

zesel Dimenzionalnost signala
= Uz specificiranu dozvoljenu gresku aliasinga u FD 1
YD dobivamo T, 1 Q, — trajanje i Sirinu pojasa
signala

potreban broj LN 27 T,
uzoraka u VD N'T_Tv_NIQp N'_iz,r s
potreban broj Lo N 27 QT
uzoraka u FD NoQ=0, =N, T, Ng = oz
dimenzija signala N; =N, = TPQP _

LT,

= Dimenzionalnost signala je vazna u teoriji, a ima
direktnu primjenu u diskretnoj Fourierovoj
transformaciji. »

Mo

zesen Diskretna Fourierova transformacija

» DFT se koristi za numeri¢ko odredivanje spektra
signala.

= Signal i njegov spektar treba predstaviti uzorcima
odnosno otipkati.

= To s druge strane znaci da ¢e se otipkani signal i
njegov otipkani spektar periodicki produziti.

* Uzmimo signal /i ponovimo ga periodicki svakih T,
i predstavimo ga Fourierovim redom

F0=Sf-mT) Foy=SFem, =%

m=—n n=—ow T 24




A3

zesen Diskretna Fourierova transformacija

= Otipkavanje tog signala moze se 5. = R S0 kT
provesti nizom delta funkcija (0= k; (1= KT),

F(05,() = [ S F e I S m}
n=—ow k=—x0

TSt —kT) = [ iF,,e""" jé(t —kT) = Z Fe"™5(t—kT).

= Odakle iz jednakosti 277/ T = NQ slijedi:
+00 27kn
fUT) =Y Fe' N kel

n=—x

Mo

zesel Diskretna Fourierova transformacija
= Buduc¢i da je eksponencijala periodi¢na funkcija
/Zr{(u;l‘\ )k _ e,%’
mogu se skupiti komponente, koje mnozi ista
eksponencijala. et o
(Fn R TNE Y N +,..)el N =(2Fn+mj€j N
I=—0

= Uvodenjem F, =Y F,,
I=—o

. Nos o 2mik
izlazi fkD)=Y Fe ¥, 0<k<N-L
n=0

= Beskona¢na suma se moze prikazati sumom od
samo N razli¢itih eksponencijala.

Mo

zesel Diskretna Fourierova transformacija
U se nalaze zrcaljene amplitude svih

komponenti izvan pojasa €}, = NCQ i zbrajaju s onim
unutar pojasa.

= sudakle uzorci periodicki produzenog spektra
(€2,) jednog periodicki produzenog signala (T ).

* Odnos izmedu uzoraka F"” =Fn)i f (kT) = f(k) u
potpunosti je odreden tzv. diskretnom Fourierovom
transformacijom (DFT).

2ank

~ Nl A
fU)=3 F(me N 0<k<N-1
n=0

= Potrebni broj uzoraka N u bilo kojoj od domena je
dan dimenzionalno$¢u signala. 2




A3

zesen Diskretna Fourierova transformacija

= Uzorci spektra F(n) slijede takoder iz sumacije,
koju moZemo dobiti ako izvorni izraz pomnozimo s

e i sumiramo preko N vremenskih uzoraka
Nol 2kt NGINel o 2aee) Nol o Nl 2T
D e N =Y > Fne N =) Fnye™
k=0 k=0 n=0 n=0 k=0

= Suma eksponencijala po k daje za n = r + mN iznos
N a inace 0, kako se moze zakljuditi iz izraza za
sumu geometrijskog reda

Ef(k)e_ N :Eﬁ(n)Nﬁ(n—r—mN) =NF(r).

Mo

zesel Diskretna Fourierova transformacija

= Moze se napisati konaéno DFT par
27nk

~ N _ j2Enk
Fy=L3 Fye ™ 0<n<N-1,
N&

27ank

—~ N-1 _ 27k
F=Y Fme v ,0<k<N-1.
n=0

= Koeficijent 1/N se nekada pridruzuje drugoj
sumaciji koja se naziva inverznom DFT, Izrazi daju
jednoznaénu vezu izmedu nizova { f (k) i {17 (n)}
periodi¢nih s periodom M.

Mo

zesen Diskretna Fourierova transformacija

= DFT je numericki postupak.

= Koliko toéno postupak predstavlja Fourierovu
transformaciju izvornog kontinuiranog signala f'u
spektar F, zavisi kako je pokazano ranije od
izabranog T, i Q,, te brzine opadanja signala i
spektrazat>T, /21 w>Q, /2.




A3

zesel Brza Fourierova transformacija

= Brzom Fourierovom transformacijom (FFT) naziva
se skupina efikasnih postupaka za racunanje DFT—a.

= Direktno racunanje jednog uzorka trazi N
kompleksnih mnozenja s iN
kompleksih zbrajanja. — wa

* Buduce da treba izracunati N uzoraka {F (n)}o
odnosn { f (k)}0 pri inverznoj transformaciji
(IDFT) trebat ¢e N? mnoZenja.

» FFT postupci omogucuju raéunanje DFT—a uz
znantno manji broj mnozenja proporcionalan s N
10g7N. 31

Mo

zesel Brza Fourierova transformacija
= FFT postupci se opéenito temelje na razlaganju n
uzoraka niza u nekoliko grupa uzoraka. Pri tom se
koristi periodi¢nost i simetrija eksponencijale

= Pretpostavimo da sumaciju za F'(n) razlozimo u
dvije sume

N/2-1 2zn2r  N/2-1 27n(2r+1)

Fy= > F@re ¥ + Y Fer+he ¥ =

R

Fere v VY Farane
Fn)= G(n)+e”%H(n) W =W,
G(n), H(n) — DFT od N/2 parnih i N/2 neparnih zoraka »

M5

N
=0

Mo

g@@@n Blok dijagram za N = 8

G(0)

10—\ F(0)
fi2) — DET F(1)
f4) — F(Q2)
16) — F(3)
A —T N F(4)
#3) — DET F(5)
75) — F(6)

A7) —




A3

zesel Brza Fourierova transformacija
* Dvije transformacije po N/2 uzoraka trazi 2(N/2)?

= N mnozenjas Wy,n=0,1,...,N—-1,

* N zbrajanja. — usteda prakticki N?/2

= Ako je N/2 i dalje paran broj mozemo N/2 DFT
odrediti s dvije DFT s N/4 uzoraka tj.
4(N/4)? 21%2/4.

Mo

zs@@u DFT leptir

= U nasem primjeru N = 8 svodi se na DFT od 2
uzorka.

0)
Wo=1
f4)
Wao= W2 = 1

= Ova struktura se naziva DFT leptir.

Mo

g@@@n Blok dijagram FFT za N = 8

A0)
f4)
f2)
S6)
S
%)
f3)
A7




A3

zesel Brza Fourierova transformacija

» U opéem slucaju s N = 2% za svodenje na DFT od
samo dva uzorka trebat ¢e za postupak ra¢unanja
q-stupnjeva.

= Kako u svakom stupnju imamo N mnozenja izlazi

Mgpr = Nlog,N

Mo

zesel Brza Fourierova transformacija

= Pokazali smo efikasan postupak za racunanje
DFT-a koriste¢i tzv. decimaciju u vremenskom
domenu.

* Na sli¢an nacin se moze iskoristiti decimacija u
frekvencijskom domenu.

*» Kad je potrebna transformacija niza s N = 29, niz se
moze nadopuniti s nulama.

Mo
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