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ZESQI

Signali i sustavi

Vremenski diskretni linearni
sustavi

ZEsel Sadriaj

= Model sustava s ulazno—izlaznim
varijablama

= Rjesavanje jednadzbe diferencija

= Frekvencijske karakteristike vremenski
diskretnog sustava

= Jedini¢ni odziv diferencijskog sustava

= Konvolucijska sumacija

= Dekonvolucija

si%s Model sustava s ulazno— izlaznim
ZES0] ..
varijablama

= Opis linearnog sustava jednadzbom diferencija
ayk+n)+a, yk+n-1)+ ... +ap(k)=
b, u(k+m)+b, _ju(k+m—1)+ ... +byu(k)
u — jedan ulaz
y — jedan izlaz
a,#0,a,%0
= Vremenski stalan sustav
— koeficijenti {a,;} i {b;} konstante
= Sustav promjenjiv po koraku
— koeficijenti {a,} i {b;} funkcije koraka k |
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Sif’ Model sustava s ulazno— izlaznim
ZES01 ..
varijablama

= Jednadzbe diferencija Cesto se piSu pomocu
operatora pomaka E ili ¢

(@E"+...+a)y=0b,E"+ ... +byu
ili
A(E)y = B(E)u,
gdje je:

(Ey)k)
(" »)k)

>

A
Wer1) o @)=k

A
y(k+n) (q"y)(k)=y(k+n)

>

4

\Y.
$$ Model sustava s ulazno— izlaznim
ZES01 ..
varijablama

= Red diferencijske jednadzbe — razlika najvecée
i najmanje potencije operatora E ili ¢
= Prikaz linearnog sustava blokom

v B(E)
H(E) | H(E)=——
(E) (E) AE)
= Prikaz jednadzbe sustava preko linearne
kombinacije pobude u i izlaza y
cpyb) +eyk—1)+...+cylk—n)=
dou(k) + dyutk— 1)+ ... + d u(k—n) s

22801 Rjesavanje jednadzbe diferencija

= Rjesavanje korak po korak (numericki)
y(ky == a,y(k—i)+ D bu(k—i),
i=l i=0
a,=1,zak=0,12,...

uz poznavanje n pocetnih uvjeta
YD p(=2), .., y(=n).

= Rjesavanje jednadzbe diferencija analiticki
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Sif' Rjesavanje jednadzbe diferencija
22800 g .
analiticki
= RjeSenje linearne jednadzbe dobiva se kao
rjeSenje homogene jednadzbe y, (k)
ay(k+n)+a, yk+n-1)+... +ay,(k)=0
i partikularnog rjeSenja y,(k) koje ovisi o
funkciji pobude f(k)
Sik)=b,u(k+m)+b,,_u(k+m—1)+ ... +byu(k)

%Egﬂ Rjesavanje homogene jednadzbe
diferencija

= Najopcenitije rjeSenje homogene jednadzbe
je linearna kombinacija od n posebnih
linearno nezavisnih rjeSenja

yl(k)a yZ(k)a R yn(k)
s proizvoljnim konstantama
Vilk) = Coyi(k) + Copy(B) + ... + C,, (k)
» Linearnu jednadzbu diferencija zadovoljava
niz %% ili bolje y(k) = ¢* gdje je geC

g@g Rjesavanje homogene jednadzbe
diferencija
= Uvrstenjem dobivamo
agtn+a, gt 4+ raggh =0
(a,g"+a,_1g"" ' +...+a) ¢"=0
= Netrivijalno rjeSenje trazi da bude
aq"+a,_ ¢" '+...+a,=0
= Ovo je karakteristi¢ni polinom jednadzbe
diferencija s # korjena
> Q25 -+ > A
= Jednadzbu dakle zadovoljavaju funkcije oblika
k gk k
qQ5 Q2 -5 dy




%’gﬂ Rjesavanje homogene jednadzbe
diferencija

= Zarazli¢ite korjene dobivamo rjeSenje oblika
yilk)=Ciqf + Cygyf + ...+ C,q,f
= Za viSestruke korjene (npr. ¢, viSestrukosti m)
y(k)=C,q,f+ Cokq,f + ... + C k"~ 1q,f +
Cm+1qm+1k+ et qunk

\Y
ZS@?(;’D Rjesavanje homogene jednadzbe
diferencija
= Kompleksni korjeni u jednadzbi s realnim
koeficijentima dolaze u konjugiranim parovima
te uz realnu sekvenciju za y,(k)
o k) = Ciq,F + Cpq)f,
vrijedi:
q=re’—>q,=re’’,
€ =Ce#—5C,=Ce.
= Rjesenje se moze zapisati u obliku:
(k) =C rke? 0+ C 1 e7¢e7*0=2C r* cos(k 6+ ¢)
= Korijen ¢ = 0 se ne uzima obzir jer on samo
smanjuje red jednadzbe za jedan, odnosno za m,,

g@g Rjesavanje homogene jednadzbe
diferencija
= Predstavljanje korjena u kompleksnoj g—ravnini

g-ravnina Lo
Im 4 Q2= re

ds

/q' [ “T : - rtitre.,
! ™ LT ‘

B
a2 qaa=re” ¢

SRRaE - JHHM

S i




S'is Rjesavanje homogene jednadzbe

ZESQI

diferencija
< Re HHHHHHTTTTTTWHE
qz q meTTV;HHHHHH
gj@gﬂ Rjesavanje homogene jednadzbe
diferencija )
=1 s |
N T
UL

““““““““““““““““““

Z[ESOI

MATLAB primjer

Odziv sustava u ovisnosti o polozaju
korjena u kompleksnoj ravnini




S'is Rjesavanje nehomogene
ZESGI . . -
jednadzbe diferencija

= Qdredivanje partikularnog rjesenja
Lagrange—ova metoda varijacije parametara
= rjeSenje se dobiva u eksplicitnom obliku
= primjena rezultira slozenim sumacijama
Metoda neodredenog koeficijenta

= ogranitena na pobude oblika polinoma i eksponencijalnih
sekvenca

= veliki broj pobuda moze se aproksimirati gore navedenim
sekvencijama ili nizovima

= geSce se upotrebljava u analizi sustava

ﬁs Rjesavanje nehomogene
ZESGI . . >
jednadzbe diferencija

= Pobuda polinomom oblika
f)y=dy+dik+...+d, "
dati ¢e partikularno rjesenje u obliku polinoma
m — tog stupnja
y(k)=Cy+Cik+ ...+ C k"
= RjeSenje se uvijek pretpostavlja u obliku
kompletnog polinoma tj. sa svim potencijama,
bez obzira da li polinom pobude ima sve
¢lanove

ﬁs Rjesavanje nehomogene
ZESO o g >
Jjednadzbe diferencija

= Pobuda eksponencijalom oblika
u(k)=Ue*=Uzt|z,6e C
= Ovo je najzanimljivija pobuda, jer linearni
sustavi daju vlastito titranje u oblicima ¢/
= Partikularno rjeSenje moZzemo napisati u obliku
y, (ko)=Y
= U1 Y nazivaju se kompleksne amplitude
pobude odnosno odziva
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Sis Rjesavanje nehomogene
ZES0N

jednadzbe diferencija
= Uvrstenjem pretpostavljenog rjeSenja Yz5 u
jednadzbu
(@z"+a,_ 2" '+ ... +a) YZx=(b,z"+b, 2" '+ ... +by) Uzt

A(z)Y Z¥=B(z) U zF
izlazi kompleksna amplituda odziva:

Y- B(Z)U:bmz +...+b, U=H()U.
A(z) a,z"+...+a,

» H(z) je prijenosna funkcija

S‘*s Rjesavanje nehomogene
ZESOl . . >
jednadzbe diferencija

= Prijenosna ili transfer funkcija daje odnos
kompleksnih amplituda prisilnog odziva i

pobude, kad je pobuda z*
k k
H(Z):B(Z):yp( ) :sz:X.
A(z)  u(k) U U

u(k)=z"
» Transfer funkcija se moze lako napisati iz

jednadzbe diferencija formalno zamjenom
operatora E s brojem z.
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S%s Rjesavanje nehomogene
ZESQ0 v . ..
Jjednadzbe diferencija
= Partikularno rjeSenje (prisilni odziv)
y,(k) = H(z)Uz*

= Qvisno o z, partikularni niz moze biti
rastudi ili padajuéi aperiodican ili valovit
stalan ili periodi¢an

= Linearna kombinacija eksponencijala moze
dati realni kosinusni niz

pe%+ pei%h=2pcos Ok




S'if' Rjesavanje nehomogene
ZESGI . . -
jednadzbe diferencija

= Za sinusnu pobudu imamo (o= 1)
u(k) =|U|cos(tk + ) = (Ue’gk +Ue/* )/2 =
=[U| (e”’e’gk +e eI )/2

= Odziv je takoder superpozicija dvije

konjugirane eksponencijale

y,=H(@)Ue* + H(e’/%)U"e7%

= Aperiodocan niz je konstantan za z = 1 ili

alternirajuce konstantan za z = —1

y,=HMU ili y,=H(-DU

22
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Sﬁl{s Rjesavanje nehomogene
ZES O/, v . ..
jednadzbe diferencija
* Trajnu pobudu imamo kad je z na jedini¢noj
kruznici — prisilni odziv je trajan ili nula
= Za pobudu nizom u(k) = k"~ ! partikularno
rjeSenje je polinom u varijabli £ istog stupnja

ﬁs Rjesavanje nehomogene
ZESO o g >
Jjednadzbe diferencija

= Transfer funkcija se Cesto upotrebljava u obliku
produkta korjenih faktora

H(z)=K (z=2)(z-2,)...(z-2,) B(z) =0 — nultotke
(z-9)(z-q,)...(z-q,) A(q,) = 0 — polovi
= Ako postoji koincidencija z = g, pretpostavljamo
partikularno rjeSenje u obliku y, (k) = kYZF, a
ako je g, m—terostruki onda je y,(k) = kY zk
= Cjeloviti odziv nehomogene jednadzbe
diferencija uz pobudu u(k) = Uz" izlazi:
k) =y,(k) +3,(k) = C,q)* + Coq, + ... + C,q,f + HUZ.




v/
zesel  Rjesavanje jednadzbe diferencija
= Primjer: Rjesiti jednadzbu diferencija
Yk +2)+y(k+ 1)+ 0.21y(k) = (-1)f
uz pocetne uvjete (0) =01 y(1)=0
= RjeSenje homogene jednadzbe
yk+2)+y(k+1)+021pk)=0
@y;,(k) =q"

¢?+q+021=0

25

zesel  RjeSavanje jednadzbe diferencija

= Korijeni su g, =—-0.7 i ¢, = 0.3 pa izlazi
Vik) = C (0.7 + C(-0.3)¢
* Partikularno rjeSenje oblika y,(k) = Y(-1)k

1 PR BN
YW= v Y oo

= Kompletno rjesenje je
y(k)=y,(k)+y,(k)=

1
=C,(-0.7)" + C,(-0.3)" +——(-1)*
1(F07) +C, (=03 + = (D)

26

zesol RjeSavanje jednadzbe diferencija

= Uvrstenjem pocetnih uvjeta:
0=C,+C,+1/0.21,
0=(-0.7)C,+(-03)C,-1/0.21,

dobivamo:
y(k) = —8.33(=0.7)% + 3.5(-0.3)" + 4.76(-1)~
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Sif’ Frekvencijske karakteristike
ZESQI . 7.

vremenski diskretnog sustava

= Pobuda sustava sinusnim nizom
u(k)= ‘U‘ cos(Qk +¢) =

- M(ej(ﬂkﬂﬁ) + e*j(ﬂkﬂif)) =Re {Uejﬂk}

2 b
daje odziv y,(k) = Re{Ye¥*} gdje je Y dobiven
iz odziva na Ue/*

= To se moze pokazati s uvrstenjem u jednadzbu
diferencija

u(k) = Ue* = Re {Ue¥ } +;j Im {Ue¥ }

28
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Sﬁlés Frekvencijske karakteristike
ZESOI L g
vremenski diskretnog sustava

= Partikularno rjesenje dobiva se u obliku
y,(k) = Ye'* = Re {Ye!™} +)Im {Ye'*}

rjeSenje realnog dijela pobude Re {Ue/ }

— jmQ
A(E)y = B(E)u } H(ejﬂ) = u

+ pobuda a,e’ +.. . +a,
(o . o vrijednost transfer

(€%} funkcija od & funkcije za z = & je
&2 =02 periodi¢na s 27

29

ﬁs Frekvencijske karakteristike
ZESO] L
vremenski diskretnog sustava

t ||

= Radi periodi¢nosti karakteristike, dovoljno je
promatrati interval (-7, 7) ili ¢ak (0, 7)




S"S Frekvencijske karakteristike

SO0 remenski diskretnog sustava

= Frekvencijska karakteristika H(¢/?) daje
stacionarno stanje sustava y, = H(e¢*)U u
ovisnosti o frekvenciji (2 pobudnog sinusnog
signala

= Zapis karakteristike H(e/?) :
H(e?) = H (/) + H(e)

= A(Q)e "D

A(Q) = |H(e?)|
PQ) = arg(H(e))
Koeficijent {a;} i {b,} su realni te vrijedi

H(e_‘/'Q) _ H*(e/'Q) —> H(e®) i A(Q) parne funkcije od Q

H{e?) i p(Q) neparne funkc. od Q 3

sﬁs Frekvencijske karakteristike
ZESOI L g
vremenski diskretnog sustava

= Kvadrat amplitude dobiva se iz:
AQ) = (&)= H() H(e )
odnosno

Q, —jo
A(Q) = H(™YH (e ) = G[e te j
dy+2)d, cos(rQ)
=G(cosQ)=—T"CL———
co+ ZZC,_ cos(rQ2)
=0

g@igﬂ Frekvencijska karakteristika
sustava prvog reda

Primjer:
y(k) — ay(k— 1) =Uz*, UeR
@ (k) = Y2+
Y 1
—_—= H =
U =) l-ez™

H(2)| o= H(™) =
1 1
l-ae ™  1-a(cosQ— jsinQ)

33
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g@i@gﬂ Frekvencijska karakteristika

sustava prvog reda
1 1

H(e™) = = . :
| | {1-acosQ)’ +(@sin@y’]”  (1+a” —2acos)"”
3 [HE)| | HE|
10 1
_ a=-0.9

5 a=09 5

o w2 n oo w2 =
nisko—propusni filtar visoko—propusni filtar

\Y
ZS@?(;’D Frekvencijska karakteristika
sustava drugog reda

= Transfer funkcija:

H(z)=— )

(z=q,)(z—q,)

@z:e/Q

1
(ejQ - q1)(ejQ -q,)

H(e™)=

g@g Frekvencijska karakteristika
sustava drugog reda

Primjer:  q, =0.9¢7
q2 — 0.9e_j,[/4 r=09
1

‘(ejﬂ _rejir/4)(ej§2 _refjﬂ/4)‘

|H (™) =

r=1,r<1,Q,=n/4
1
[i-r?+@-9,)/0,0]"

JFre™)=




v/
g@i@gﬂ Frekvencijska karakteristika
sustava drugog reda

r=0,9
lHE| Qu=7x/4
Q=1/(1-n=10

o Q ol q r Q>

= rezonator na frekvenciji O,

= pojasno — propusni filter

\Y
Sﬁl{s Frekvencijske karakteristike
ZESOl L g
vremenski diskretnog sustava

= Frekvencijska karakteristika se moze odrediti
graficki iz: m
H (z— Zi)
H(z)=K-tH—
H (Z - qi)
i=1
pra¢enjem apsolutne vrijednosti |H(e/?)| i

argumenta H(e/) transfer funkcije na
jedini¢noj kruznici z = ¢ ravnine z

sﬁiﬁs Frekvencijske karakteristike
ZESO] L
vremenski diskretnog sustava

lﬂ[‘(ejg _Zi)

H(e') =K~
e =%

[T -a)

i=1

arg H(z) = Y farg(e™ - 7)) ~arg(e™ - q,)]
= Svaki korijeni faktor transfer funkcije daje
svoj individualni doprinos veli¢ini
(multiplikativno) i fazi (aditivno).
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S'S Frekvencijske karakteristike
ZESQI . 7.

vremenski diskretnog sustava

= Graficki prikaz u polarnom koordinatnom
sustavu

4
Im

Pl
| &z

C y re Korjeni faktori — vektori

40

ﬁs Frekvencijske karakteristike
ZESOI L g
vremenski diskretnog sustava

= Vrijednost transfer funkcije na frekvenciji Q

m
d. {d;} — udaljenost tocke na
I I i o0 PPN
‘H(ejﬂ )‘ —K kruznici ¢ do nultocki {z}
n {1;} — udaljenost to¢ke na

i

H 1 kruznici ¢ do polova {q,}

i
1

= Fazni kut transfer funkcije

o & n 0= arg(e/Q) - arg(z,)
argH(e™") = Z}: ?; —Z]: iy, =arg(e) —arg(q,)

sﬁiﬁs Frekvencijske karakteristike
ZESO] L
vremenski diskretnog sustava

= Primjer: Im 4

Y1
H@ =Ko E{W
z=q)z—q, qi j/\dﬁh .
‘H(ejQ )‘ x4 0 /p= Re
1112 2 W2

arg H(e®) = ¢, — (yy + v ,)

a2




SIS

zzsol  Primjer

1
C(1-0.8v227 +0.64272)

1
(1-0.8v/2¢ 7% +0.64¢ /%)
= QuickTime: 9, 111 12.

* MATLAB: freqz3d

H(z)

H(e™) =

43
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zeson  Jedinicni odziv diferencijskog sustava

= Specijalni tipovi pobuda
Kroneckerov ili delta niz {5 (k)} — jedini¢ni impuls
Heavisideov niz {z(k)} — stepenica
= Odzivi na ove pobude
{o(B)} - {h(k)}
{S(ky} — {g(k)}
= Poznavanje ovih odziva moze posluziti za
odredivanje odziva na bilo koji oblik pobude

44

zeson Jedinicni odziv diferencijskog sustava

= Odredivanje odziva sustava na jedini¢ni impuls
ay(k+n)+a, yk+n-1)+ ... +awk) =
bu(k+n)+b,_ulk+n—1)+...+byu(k)
u(k) = & (k)
yk)=0zak<0
ayk+n)+a,_pk+n-1)+ .. +ayk)=
b,0(k+n)+b,_0(k+n—-1)+... +b,5 (k)
za k > 0 je desna strana nula — jedini¢ni odziv za
k > 0 je rjesenje homogene jednadzbe

45
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zzsen Jedinicni odziv diferencijskog sustava

= RjeSenje je tada linearna kombinacija
h(k)=Cy, (k) + Copy (B) + ... + Coy, (k) za k> 0,

n nepoznanica {C;} — potrebno je n pocetnih
uvjeta:
h(1), h(2), ..., h(n).
= Uvyjeti proizlaze iz jednadzbe diferencija i
svojstva ¢ niza
otk+i)=1,zak=-i
O(k+i)=0,zak#—i i

zeson  Jedinicni odziv diferencijskog sustava

= [z jednadzbe diferencija s u(k) = o (k) i
ke[—-n, 0] mozemo dobiti n + 1 jednadZbu
k=-n —a,h(0)+a,_h(-1)+ ... +ash(-n)=b,
k=-n+1-ah(l)+a, h0)+...+agh(-n+1)=b,_,
k=-n+2->ah)+a,_ h(l)+...+ah(-n+2)=b,_,

k=-1>ah(n—1)+a, h(n—2)+.. +ah(-1)=b,
k=0 —ah(n)+a, hn—1)+...+2,h(0)=b,

47

zeson Jedinicni odziv diferencijskog sustava

= Bududi je sustav miran, (k) =0, za k <0

a, h(0) b,

h(l b
an o1l sy
an.fz a,, a, . : = l;fz h=A"b
a, a, a, - a,|hn) b,

= Rjesenje za {/(k)}, k<[0, n] moze se dobiti
inverzijom matrice A

48
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zzsen Jedinicni odziv diferencijskog sustava

= Zarazlicite korijene karakteristi¢ne jednadzbe
9> 925 -+ A
h(k)=C,qf +Cyq)f + ... +Cq,f . k=1,2, ... ,n

. Zabi 4 9 - 9, G h(l)
ap1sano a @ 4 |G| A
pomoéu CHICHEE  CN RS
matrice : : :
a a4, C. | [Am)

* Rjesenje QC =h, je C=Q'h

49

zeser  Odredivanje jedinicnog odziva
= Primjer:
= QOdrediti impulsni odziv sustava
Yk +2) = 3y(k + 1)+ 29(k) = 2u(k + 1) = 2u(k)
za u(k) = 0 (k) — y(k) = h(k)

k=-2 > h0)-3h(-1)+2h(-2)=0-0
h(0)=0

k=-1 = h(1)=3h(0)+2h(-1)=2
h(1)=2

k=0 o h(2)-3h(1)+2k(0)=0-2
h(2)=3-2-2=4

zeson  Odredivanje jedinicnog odziva

= Karakteristi¢na jednadzba
*-3q+2=0—>q,=1,q,=2
h(k)=C; 1¥+ Cy2% , za k>0
h(1)=C;'1+Cy2=2 +‘_

h(2)=C,1+Cyrd=4
C,=0,C=1
. 0, k<0
2%, k>0

2
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zzsen  Konvolucijska sumacija

= Linearni sustav karakteriziran je svojstvom
HE)afu, ()} + fluy(k)}] =
= a H(E) {u)(k)} + f H(E) {u,(k)}
odnosno za jedini¢ni odziv vrijedi
{h(k)} = H(E) {5 (k)}; H(E) {cS(k)} = {ch(k)}
= Za vremenski promjenljiv sustav vrijedi
H(E) {6 (k—=1i)} = {h(k, D)}
= Za vremenski nepromjenljiv sustav vrijedi
H(E) {6(k—i)} = {h(k— D)}

zzson  Konvolucijska sumacija
= Pretpostavimo proizvoljni signal oblika
u=..u(—-1){5k+1D}+u) {5k} +
+u(l) {otk—1)} +u) {5(k-2)} + ...
u(@) {6 (k= 1)} = u(i) {h(k— i)}
» Odzivnaniz u je
v =..u(—1) {h(k+ 1)} +u(0) {h(k)} +
+u(l) {htk— 1)} +u(2) {h(k—2)} + ...
= Obje sekvence se mogu napisati krace u obliku
tzv. konvolucijske sumacije

zeso1  Konvolucijska sumacija

u= iu(i){é(k—i)} u=u*s

i=—0

= Za vremenski promjenjiv sustav

y= S ulifn(k.i)}

j=—00

= /—ti uzorak ove sekvence je dan s

y(k)= _fu(i)h(k,i).
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zzsen  Konvolucijska sumacija

= Za vremenski stalan sustav je y = u*h

y(k) = iu(i)h(k—i) ili y(k)= _jzwh(i)u(k—i)

i=—0

= Konvolucijska sumacija omogucuje
odredivanje odziva na bilo kakvu pobudu kad
je poznat odziv na Sniz

zesel Konvolucija dvaju signala

= Primjer:
u(k) 4
1 I [ h - (k)= Zu(l’)h(k—i)
01234 k .
h(k) 4 h(-k)
i = 1] |
0123 k 3-2-10 k

56

zesol  Konvolucija dvaju signala

= Primjer: (k)
u(i) ) 10 - R
4 4 -+
—— — —
01234 !
5 ——

—+

4
-~ IAA

012345678 1 1012345678 %
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zesel  Konvolucija dvaju signala

= Primjer: u(i) [
h(k-i) i
—> —>

i (k)

101234567891011 K

zEsel Dekonvolucija

= Postupak dobivanja nepoznate pobude
{u(k)}, ako je poznat odziv sustava {y(k)}
= Izraz za konvoluciju (diskretni oblik) je
k

y(k)y = ulk~iyh(i) =

i=0
k
=u(k)h(0)+ Zu(k —)h(i) =y(k)
i=l1
$to vodi na jednostavnu rekurzivnu
formulu
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zeso1  Dekonvolucija

u(k):{y(k)—Zwk—i)h(z')}h(lo)

» Zauzorak u(k) koriste se uzorci
u(0), u(l), ... u(tk—1)
= Ukoliko je {u(k)}*{v(k)} = {5 (k)}

@ nizovi su

medusobno

{V(k)} = {M(k)}7] inverzni
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