S1S

ZESQI

Signali i sustavi

Vremenski diskretni sustavi
prvog i drugog reda

zesel Sadrzaj

= Sustavi prvog reda
vremenski invarijantni sustavi
nelinearni sustavi

= Sustavi drugog reda
vremenski invarijantni sustavi
vremenski promjenjivi sustavi
nelinearni sustavi

zesel Sustavi prvog reda

= Jedan element za kaSnjenje + jedan ili vise

funkcijskih blokova.

= Podaci o stanju x(k) i ulazu u(k) dovoljni su da
se odredi stanje u narednom koraku x(k + 1),

x(k+1) = f (x(k), u(k), k),
y(k) = g (x(k), u(k), k).
= Rjesenje gornje jednadzbe diferencija
= numericko, korak po korak.
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Sif' Linearni vremenski invarijantan
ZESO
sustav
f— linearna funkcija

x(k + 1) = ax(k) + bu(k)
(k) = ex(k) + du(k)

\Y
Sﬁl{s Linearni vremenski invarijantan
ZESOl
sustav

r — godisSnja kamata,
r/ n — dnevna kamata,

p

y(k) = y(k—1) +;y(k =D +u(k),

y(k) — stanje racuna k—tog dana,

y(k — 1) — stanje racuna (k — 1)—og dana,

u(k) — uplata u(k) > 0 ili isplata u(k) < 0 k—tog
dana.

g@g Linearni vremenski invarijantan

sustav (k)

y(k)
= Blok dijagram ove

jednadzbe je:

vk = A+ D)y =D)+uky “O7ED
n

= Ako x(k) = y(k — 1) uzmemo kao
varijablu stanja:
x(k+ 1) = ax(k) + u(k),
w(k) = ax(k) + u(k).




N/
Sis Linearni vremenski invarijantan
ZESO

sustav

= RjeSavanje korak po korak (numericki).
x(1) = ax(0) + u(0)
x(2) = ax(1) +u(1l) = a (ax(0) + u(0)) + u(1)
= a?x(0) + au(0) + u(1)
x(3) = ax(2) + u(2) = a*x(0) + a?u(0) + a u(1) + u(2)

k-1
x(k)=a*x(0)+ Y a" " u( )k >0
=0

y(k) = a"*'x(0) + ﬁa’ﬂ'u( 7, k=0

J=0

nggﬂ Linearni vremenski invarijantan

sustav
= RjeSavanje korak po korak (numericki).
r
ko oy YER= D)

k

0 10 10 y(0)=1.05-y(-1)+10=1.05- 0+ 10
1 24 81 y(1)=1.05-y(0)—2.4=1.05-10-2.4
2 =05 80 y(2)=1.05-y(1)-0.5=1.05-8.1-0.5
3 -05 79 y(3)=1.05-y(0)-0.5=1.05-8.0-0.5
4 02 81 y#)=1.05-y(1)-0.2=1.05-7.9-02
5 -04 81

6 -14 7.1

7 L1 64

g@igﬂ Linearni vremenski invarijantan

sustav
* Rjesavanje korak po korak (numeri¢ki).

u(k)

ol LI0PRi
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Sis Antidiferencijski operator A
22800 f 4 P

» Antidiferencijski operator A! daje niz:

D} =A" {u(k)} == AQ(k)} = {u(h)}.

Pri tome vrijedi:

A{iumw}:{u(k)} = A*‘{u<k)}:{§u(j)+1<}.

S‘*s Rjesavanje jednadzbe diferencija
ZE800 e
analiticki
= Pretpostavimo rjeSenje homogene jednadzbe
oblika x(k) = C¢*, gdje je C proizvoljna
konstanta:
x(k+1)=oax(k) > Cg**'=a - Cqt - g =a.
= Jednadzbu zadovoljava x, = Cg¥ ako je ¢ = a..
= Pretpostavimo rjeSenje nechomogene jednadzbe
u obliku:
x(k) = g* - flk) — x(k) = a*- fik),
= gdje je {f(k)} neka sekvencija stavljena mjesto
konstante u rjeSenju homogene jednadzbe.

ﬁs Rjesavanje jednadzbe diferencija
ZESOI vy e
analiticki
= Uvrstenjem u jednadzbu diferencija dobivamo:
1 ke + 1) = ot fik) + u(k) — o+ [flk + 1) — fik)] = u(k),
M) =flke+ 1) = fik) = u(k) ¢+, g = a.
= Primjenom antidiferencijskog operatora izlazi:

k-1
£00 =" [uk)g " |= 3 u(ig 0 +C.
j=0
= Rjesenje nehomogene jednadzbe slijedi iz
x(k) = g* - fk), .
k=1
x(k) = q{

Jj=0 Jj=0

k-1
u(j)g " + C} =Cq"+ 2 u(j)g"

12
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Sif' Rjesavanje jednadzbe diferencija
22800 g .

analiticki
= Konstantu C mozemo dobiti uvr§tenjem u
polaznu jednadZzbu uz k£ = 0.
= Zax(1) =Cqg + u(0) = gx(0) + u(0) > C =x(0).
= Dobivamo rjeSenje u obliku:

x(0), zak=0,
— k-1
O w0 Suing o, ko,
j=0
k
aizlaz (k) =" x(0)+ Y u(j)g"’, zak=20.
j=0

\Y

ZSE@(@D Jednicni odziv u(k) = o(k)

x(0), za k=0,
x(k)=q -
a'x(0)+a" ™, za k>0,

A (k) y(k)=a™x(0)+a*, za k>0,

y(k)=at, za x(0)=0.

g@g Odziv na jedini¢nu stepenicu
u(k) = m(k) uz x(0) =0

k-1 L 1_qk
x(k)=¢"> gV =—2-, k>0,
j=0 1-
A k $ —j 1_qk+l
y(k) yk)=¢"Yq7 = , k>0.
=0 I-g
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zzs01 Nelinearni sustav

= Primjer: racunanje drugog korijena broja u > 0.

u = Nelinearan
y(k=1) sustav.
= Za y(k — 1) = x(k) dobivamo oblik

x(k+ 1) =f(x(k), u).

) =;{y(k—1>+

y(k)

\Y

zzs00 Nelinearni sustav
(k)

10.000000000
5.500000000
3.659090909
3.196005082
3.162455623
3.162277665
3.162277660
3.162277660
3.162277660

V10 =2

1 u
y(/f)—z{y(/’\f—l)Jr y(k—l)}

V10 =3,162277660]16838

0NN A WN — O |

zesen Sustavi drugog reda

= Opis sustava s dvije jednadzbe diferencija prvog
reda:

X,k + 1) = /10, (k), x5(k), u(k)), x,(0) = x,,
Xk + 1) = /0, (k), x5(k), u(k)), x,(0) = 20,

y(k) = glx,(k), x5(k), u(k)).

= Zapisano u vektorskom obliku:
x(k) = [xy(k), x,(h)]',
X(k+ 1) = f[x(k), u(k)], x(0) = x,,
y(k) = g[x(k), u(k)].




\Y

zesel Sustavi drugog reda

= RjeSenje mozemo dobiti korak po korak pocevsi
od x(0) = x,,
x(1) = £(x(0), u(0)),
x(2) = f(x(1), u(1)) = £ (x(0), u(0)), u(1)],
x(3) =f(x(2), u(2)) =
= H{f[f(x(0), u(0)), u()], u(2);.

= Ulazni niz {u(k)} mora biti poznat.

\Y

zesen Sustavi drugog reda

= Sustav se moZe opisati s jednom jednadzbom
diferencija drugog reda u obliku
Wk +2) =k + 1), y(k), ulk+2), u(k+ 1), u(k)),
ili
k) =k = 1), y(k = 2), u(k), u(k - 1), u(k - 2)),
Sto predstavlja model s ulazno izlaznim

varijablama.
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zesel Linearni sustav drugog reda

= Ako su f; i f, linearne funkcije:
x(k+ 1) = ayx,(k) + apx,(k) + uy(k),
Xy(k+ 1) = ayx,(k) + aypx,(k) + uy(k),
sustav se moze transformirati u:
X (k+2) = Tx;(k+ 1) + Ax, (k) = u(k),
Xy(k+2) = Txy(k + 1) + Ax, (k) = v(k),
gdje je
T=ay +ay, u(k) = uy(k + 1) + aju(k) — ayu, (),
A=ay ap—apay, k) =uk+ 1) +ayu,(k) - ayu,(k).




iS
zesel Linearni sustav drugog reda

= Primjer: model nacionalnog bruto dohotka
(k) — bruto dohodak na kraju k—te godine,
p(k) — potrosnja — kupovina dobara,
i(k) — investicije — kupovina proizvodnih sredstava,
d(k) — troskovi drzavne uprave,
Y(k) = p(k) + i(k) + d(k).

= Ustanovljen je slijede¢i odnos izmedu

navedenih veli¢ina:
plk)y=oa-yk=1),
(k)= - Vplk—1)=f- a@k-1) - yk-2)),
d(k)=d.

22

SIS

zesel Linearni sustav drugog reda

= Uvrsteno u sumu daje:
(k) = ol +PB)y(k - 1) —apy(k-2) +d

u(k) y(k)

= Blok
dijagram:

23

IS

zesol RjeSavanje jednadzbe diferencija

= ZarjeSavanje jednadzbe od trenutka k= 0

treba poznavati:
y(=1) 1 y(-2) — pocetne uvjete,
ai ff— parametre sustava.
= Pretpostavimo rjeSenje linearne homogene
jednadzbe u obliku y(k) = ¢*.

ajz(k +2)+ ali(k +1)+ a(}(k) =0 — q4a,q° +a,q +ay) =0
k) +ap(k—1)+apk—-2)=0 q

2
_a iy —-4aa,
12 23.2

q

*=2(ayq7 + 2,9 +2,) =0

2
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zesel  RjeSavanje jednadzbe diferencija
= Karakteristicna jednadzba se Cesto pise u
obliku:
1) ¢*—=Q2rcos ) q+r2=0,zacos¥ (<1,
qy, =7 (cos 6+ sin ) = r 99 (par kompleksnih korjena),
2) ¢*—Qrcha)g+rr=0,zach? a>1,
q,, =7 (ch a = sh @) = r e** (par realnih korjena),
3) ¢*-2rqg+r*=0,
qy, = (dvostruki korjen).
= RjeSenje jednadzbe diferencija je linearna
kombinacija od q,% i q,*:
i(0)=C,q*+C, qr. 25

zesel  RjeSavanje jednadzbe diferencija
= Tri slucaja:
oscilatorni slucaj,
kriticki aperiodic¢an slucaj,
aperiodican slucaj.
» Oscilatorni slu¢aj za cos*(8) < 1
(k) = Cr*e/*? + C,rte*0=2C r* cos(6k — ¢),
uz:
r <1 — padajudi niz.
r> 1 — rastudi niz (nestabilan sustav).
r=1 — nepriguseni oscilatorni slucaj.

v, (k) =2C cos(bk — @), 2%

SIS

zesol RjeSavanje jednadzbe diferencija

= Kriti¢ki aperiodi¢an slucaj cos?(0) =1,
v,(k) = C ¥+ Cyler,
r < 1 — padajuéi niz,
r> 1 — rastudi niz (nestabilan sustav),
=1 — odziv linearno raste,

y(k)=C, + Ck.
= Aperiodican slucaj ch (@) > 1,
v, (k) = Crfe® + C e,

re?< 11ire“< 1 niz je padajudi (stabilan sustav).
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g@ggﬂ Homogeni sustav jednadzbi s

varijablama stanja

= Rjesenje jednadzbi sustava drugog reda moze se
odrediti supstitucijom x,(k) = X,¢* 1 x,(k) = X,¢*
u jednadzbe stanja:
X (k+ 1) = ayx,(k) + a,,x,(k),
Xy(k + 1) = a2, (k) + ayyx,(k),

Xig* " =a; X" + aXoqh,
Xog*+ ! = a5 X gk + arXogh,

gX) = a; X +a;X,
qXy = ay X + apX,.

28
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SIS
zesel  RjeSavanje jednadzbe diferencija
* Da bi sustav algebarskih jednadzbi imao

rjeSenje za X, 1 X, mora determinanta
isCezavati tj.

an=9 4 |_ 0.
ay ay—q
* Determinanta daje polinom:
¢-Tg+A=0,

¢iji su korjeni q, i q, prirodne ili vlastite
frekvencije sustava.

29

g@g Vremenski promjenjiv sustav
drugog reda

MATLAB primjer
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zesel  Nelinearni sustav drugog reda
= Diskretni ekvivalent Van der Polove jednadzbe
je:
k)= (k= 1) = y(k=2)[1 + T°] +
ET[ylk = 1) = y(k = 2) = y(k = Dy*(k = 2) + y3(k = 2)].
= JednadZzbu rjeSavamo korak po korak
(numericki).
= Primjer numerickog rjeSavanja uz slijedeée
parametre:
T=0.1
e=0.1,
»=1)=0.1,
»(=2)=0.

S‘*s Numericko rjesenje

ZESO . .
Van der Polove jednadzbe
(k)= 2,01-p(k — 1) = 0,01-p(k — 1)12(k — 2) —
ko yk) 111p(k = 2) + 0,01-53(k — 2)
0 0,201 ¥(0)=2.01-0,1-0.01-0.1-0 -
10,293 1.11-0+0.01 -0=0.201
2 0,366
3 0410
4 0418
5 0,385
6 0,310
7 0,196

ﬁs Numericko rjesenje

0 Van der Polove jednadzbe

8 T T T T T
6
41
2+

k) o
216
4
6L
-8




