§iS

ZESQI

Sustavi i signali

Modeli memorijskih sustava

\Y)

zeson Sadrzaj
= Sustav u kona¢nom intervalu
= Vremenski kontinuirani sustavi
= Modeli vremenski kontinuiranih sustava
= Model s varijablama stanja
= Geometrijska interpretacija rjeSenja
= Klasifikacija sustava
= Otvoreni ili eksplicitni sustav
= Op¢i model s ulazno izlaznim varijablama
= Modeli vremenski diskretnih sustava
= Element za kaSnjenje
= Simulacija sustava

\Y)

22800 Sustav u konacnom intervalu

= Memorijski kauzalni sustav s beskonacnom
memorijom definiran je s:

= F(u(—oo, t]))
pri ¢emu v, ,ne ukljuCuje trivijalni slucaj
Uiy = u({). k(?ji bi ga nacinio
bezmemorijskim.




W/

Zzs0l Sustav u konacnom intervalu

= Vladanje sustava uglavnom pratimo na
kona¢nom vremenskom intervalu

(tO’ t]
koji nazivamo interval promatranja.
= Zanima nas, dakle, odsjecak odziva

y(lo L 1]
kao posljedica odsjecka pobude

Uy .1

\Y)

zzsol Sustav u konacnom intervalu
= Pobuda se moze Podijeliti 0Q U, s U )

4
u
Uioo )
u(tu Jt]
t() t
= ]zlaz sustava u (t,, 7] je posljedica oba
segmenta

W) = Flu,, INELION 7)-t>1

\Y)

22800 Sustav u konacnom intervalu

= Uzmimo primjer vremenski stalnog,
linearnog sustava /(t, 7) = h(t — 7)
y(t)= j u(D)h(t—7t)dr; 1, te(-mm)

= Interval in_tegracije mozemo podijeliti na tri

intervala koji se dodiruju (—o, t,], (t,, ], (£, ©):

to

- ty t

Iu(r)h(t —-7)dr+ ju(z’)h(l —-7)dt+ +Jo‘ou(z')h(t -7)drt

6




W/

Zzs0l Sustav u konacnom intervalu

fu(r)h(t —7)dr+ ju(r)h(l —7)dt+

Prvi integral je odziv sustavana  Tredi integral je nula za
pobudu prije ty. 7€ (=0, ty] kauzalne sustave
predstavlja neku funkciju g ht—1)=0za >t

= Vrijednost odziva ut je danas:
y(0) = g(O)+ [u(@h(t—=)dz, t>1,,

. )
odnosno jednoznacno s Uy, 7 SAMO ako znamo g()

7

\3
zzsol Sustav u konacnom intervalu

= Kako odrediti g(¢) ?
= Uzmimo sustav odreden diferencijalnom
jednadzbom kao primjer:
R
+
u+ C v RC @ +v=u
dt
= uz RC = 1, funkcija 4 je:
h)y=e',zat>t,

\Y)

Z2zs00 Sustav u konacnom intervalu

= odziv na pobudu Uy, 1)

v(t) = Ju(z’)e’“’”dt + I u(r)e " dr

-0 to

v(t)=e™ Jgu(r)e’dr + ju(r)e_("’)dr

—%0 ty




W/

Zzs0l Sustav u konacnom intervalu

= QOdredeni integral uz fiksni t, daje neki
broj C

t
v(t)=Ce™ + J.u(z')e’("’)dr.

to

= Pretpostavino da znamo v(t,). C izlazi kao:

v(t,)=Ce™ +0= C=v(t,)e".

\Y)

zzsol Sustav u konacnom intervalu

= Uz poznato v(t,) i Uy 15 odziv sustava glasi:
t
v(t)=v(ty)e T + J-u(r)e’(”)dr , >t

to

= Odziv sustava je odreden:
Pobudom u ili signalom iz intervala (t,, 7].

Stanjem napona kondenzatora u t;, odnosno jednim brojem
v(ty). U njemu je sadrzan efekt pobude do t,.

\Y)

Z2zs00 Sustav u konacnom intervalu

= Stanje varijable v(¢) = « (broj) sadrzava efekt
pobude do t, pa se moze napisati:

v(t) = F(a’u(to,t])
za sustave opisane obi¢nim diferencijalnim
jednadzbama.
= U daljnjem toku, napon kondenzatora ¢e se
mijenjati, ali u bilo kojem trenutku t, mozemo

zaboraviti proces prije t, i na temelju iznosa
w(t,) i pobude u(t,, #] odrediti v(¢).




W/

Zzs0l Sustav u konacnom intervalu

= Pogodno je dakle, pratiti stanje sustava.
Pomocdu stanja i ulaza moze se dobiti izlaz.

= U nasem primjeru ako bi izlaz y(t) bio napon
na otporniku, vrijedilo bi:

Y(@) = u(t) = (D).

\Y)

zzsol Sustav u konacnom intervalu

= Kauzalne sustave moguce je opisati
funkcijama @1 7:

x() = plt ts Xt b 1>t
() = nlt,x(6),u()} t> 1,
= x(7) je stanje sustava u trenutku t

= Ovakav opis sustava, gdje dominantnu ulogu
ima stanje unutarnjih varijabli, zove se:

model s varijablama stanja ili model stanja

\Y)

zesolSustav u konacnom intervalu
= Skup varijabli:
{x1i=12,..,n}

¢ini stanje sustava, ako se uz njihovo
poznavanje u trenutku t, i poznavanje Uy >
moze jednoznac¢no odrediti x(7) i y(¢) za svako
1>t

= Sustav u kojem nema akumuiranih efekata iz
prijasnjih pobuda opisan je samo funkcijom n:

yo=nltu®], >t

i ¢ini klasu trenutnih, bezmemorijskih ili
stati¢kih sustava




W/

22800 Sustav u konacnom intervalu
= Generalizirano, sustav se moze okarakterizirati

osmerkom koju ¢ine skupovi i funkcije:
s={T,U,2,Y,% X, ¢, n}.

= Obzirom na skupove i funkcije, sustav se
svrstava u klase koje su modeli odredenih
realnih sustava.

= U predmetu SIS pretpostavljat ¢emo da sustav
ima deterministicko, a ne stohasticko vladanje.

= Jedna klasifikacija sustava

vremenski kontinuiran sustav

vremenski diskretan sustav

\Y)

zesal  Vremenski kontinuirani sustavi

= Sustav je vremenski kontinuiran ako je
vremenska varijabla kontinuirana, te TCR.

= Ako je ¢ neprekinuta funkcija, kazemo da je
sustav gladak. U tom slucaju sustav se moze
opisati diferencijalnom jednadzbom stanja i
izlaznom jednadzbom:

)C(t) = f(x(t),u(t),t), x(to) =Xy
(1) = g(x(@)u (1), 1),
gdje su /i g obi¢ne funkcije.

\Y)

z2zs00 Vremenski kontinuirani sustavi

= Jednadzbe se mogu predstaviti blokovskim
dijagramima ako se uvede blok koji povezuje:
X1 x
= Integrator:

[ b s0-n) Juea

to




W/

zzs00 Vremenski kontinuirani sustavi

= Integrator je memorijski element.

= Za odredivanje y(t) potrebno je y(t,) 1 U,

= 1(?) je funkcional od Uy, 1

= y(t,) je stanje integratora i sadrzi svu proslost
do t,.

= Kod integratora izlaz je ujedno i stanje.

\Y3
g@gg Vremenski kontinuirani sustavi
Model s varijablama stanja
= Sustav je n—tog reda ako treba n varijabli
stanja za potpun opis njegovog vladanja
= Pretpostavimo sustav s vise varijabli ulaza,
izlaza i stanja:
u= [ula Uy 5eees um]T u(t)ERm’
y:[yl’yZ ”"’yr]T y(f)ERr,
X =[x, X .0 %,)T  X(®)eRM
= Stanje u trenutku t se moze izraziti s:
X(1) = @ (£, to, X(to), u(ty, 1),
@ je (jednoznacna) vektorska funkcija

20

\/
g@gﬂ Vremenski kontinuirani sustavi
Model s varijablama stanja

= |zlaz ovisi o stanju i pobudi:
y(@) = g(x(9), u(t), 0,
y(t) = g(ts th X(tO)’ u(tOs t])

= Vremenski kontinuiran sustav s varijablama
stanja mozemo rastaviti na dva podsustava:
memorijski
bezmemorijski




M/
515 Vremenski kontinuirani sustavi
Model s varijablama stanja

X r v = Bezmemorijski dio, /i g
] V(1) = £(x(0). u(0) )
Rl ¥(0) = g(x(0), u(?), 1).
g y = Memorijski dio, F, je
ovdje integrator

x(¢) =x(t,)+ jV(T)dT.

22

\3
és;@igu Vremenski kontinuirani sustavi
Model s varijablama stanja

= Preuredimo posljednje tri jednadzbe

VO =H(D, w00 x4y = x(t,)+ [ v(e)dr
y(@) = g(x(t), u(?), 1) 1
dx

5 T v(t‘); x(ty) =X,

= Dobivamo rezultat:
X(2) = f(x(0),u(0),1); x(ty) =X,
y(©) = g(x(#),u(?),?).

\/
%3 Vremenski kontinuirani sustavi
Model s varijablama stanja

= Funkcija stanja x trazi se u eksplicitnom
obliku: x(t) = q)(t, toon,”uO,;])

= To je rjeSenje vektorske dif. jed.

= Prilikom rjeSavanja treba paziti na:

postojenje (egzistenciju) rjesenja,
jedinstvenost rjesenje.
= zlaz y(¢) se dobiva kao algebarska funkcija
stanja i pobude

y(@) = n(t, x(@), u(9)).




M/
g‘s Vremenski kontinuirani sustavi
Geometrijska interpretacija rjesenja

= Vektor x(7) ima koordinate:
xl(t) = ¢l(t)= x2(t) = ¢2(t)7 cee s xn(t) = (Dn(t)

= Vektor x(¢) mozemo prikazati:
kao funkciju vremena, x—t prikaz,
kao trajektoriju u ravnini stanja
(vrijeme je parametar).

\Y3
g@gg Vremenski kontinuirani sustavi
Geometrijska interpretacija rjesenja

= Prikaz vektora x(¢) u x—t ravnini.

a1

Sustav prvog reda

\/
g@gﬂ Vremenski kontinuirani sustavi
Geometrijska interpretacija rjesenja

= Prikaz vektora x(¢) u x,, x,, ¢ prostoru.

] Sustav drugog reda
L

‘ >

0 t

X
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g‘s Vremenski kontinuirani sustavi
Geometrijska interpretacija rjesenja

= Prikaz trajektorije vektora x(f) u ravnini stanja.

Ao
X2

»
>

0 X1

Sustav drugog reda

\Y3
g@gg Vremenski kontinuirani sustavi
Geometrijska interpretacija rjesenja

= Prikaz trajektorije vektora x(f) u prostoru stanja

X5 X9y X3. v [
h

Sustav trec¢eg reda

X1

\/
g@gﬂ Vremenski kontinuirani sustavi
Geometrijska interpretacija rjesenja

= Primjeriu MATLAB —u

(XXT, XX, XXX)

10
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515 Vremenski kontinuirani sustavi
Klasifikacija sustava

= Vremenski varijantan sustav
x =f(x,u,?).
= Vremenski invarijantan sustav

x =f(x,u),
x=f(x), za u(¢)=0.

\Y3
g@gg Vremenski kontinuirani sustavi
Klasifikacija sustava

= Sustav je otvoren, eksplicitan odnosno bez
povratnih veza ako se jednadzbe stanja mogu
sortirati: X, = f:(u,,u,, ,u,),
X, = fo (U, Uy, u,,),

)'CS :f;(xlaxz’ul’uzv"'aum)a

X, = (X Xy ey X, s Uy Uyyen ey U,).
= Rjesenje jednadzbi dobiva se sukcesivnom
integracijom.

\Y)

z2zs00 Vremenski kontinuirani sustavi

= Sustav je linearan ako je funkcija v = f(x, u, 7)
linearna, tj.
x(2) = A()x() +B(t)u(?).
= Ako su A i B konstantne, sustav je linearan i
vremenski nepromjenjiv

X = Ax(?) + Bu(?).

11



M/
515 Vremenski kontinuirani sustavi
Otvoreni ili eksplicitni sustav

= Nepobuden linearan sustav (tj. u(f) = 0, za sve f)
ima homogenu diferencijalnu jednadzbu.

= Vremenski promjenjiv sustav
x(t) = A()x(2).
= Vremenski stalan sustav:

x(£) = Ax(?).

Vremenski kontinuirani sustavi
zesor Opcéi model s ulazno izlaznim
varijablama o '
= Promatrajmo primjer sustava s jednim ulazom i
jednim izlazom opisanim jednadzbama:
X, = £, x5,u) x,(t)) =X,
Xy = (%, %,u) x,(ty) =Xy,
y=g(x,x%,,u).
= Model s ulazno izlaznim varijablama ne sadrzi
varijable stanja = treba ih eliminirati iz gornjih
jednadzbi.
= Polazimo od izlazne jednadzbe i deriviramo y
po vremenu: 3

Vremenski kontinuirani sustavi
zesol Opci model s ulazno izlaznim

varijablama _ _ d
y_g(xlaxzau) -
. v dt
'?Cl_f%(xlyxzau)} =~ y:h(xl’xz’xlsxz,u’u)
X, = £, (x5 %,,u) 0
.y, . d
y=0(x,x,,u,u) 7
xlzfi(xlaxbu) > \l, . o
b= S ] T TR )

\

Y=k (x,x,,u,u,i)

12



Vremenski kontinuirani sustavi
zese Opci model s ulazno izlaznim
varijablama
y=g(x,,x,,u)
y=h(x,x,ui) ¢ > (3,9, y,i,0,u)=0
V=k'(x,,x,,u,1,1) sustav drugog reda
= Sustav n—tog reda
(o(y(”),y(”’l),...,)'/,y,u('"),u("”l),...,L't,u)z 0.
= Linearan sustav n—tog reda

(n) (n—-1) _ (m) (m-1)
a,y" +a, y" '+ . +y=bu™+b, u"+.  +u

37

Vremenski kontinuirani sustavi
zesen  Opci model s ulazno izlaznim
varijablama
= Koje veli¢ine uzeti kao varijable stanja ?
y=x,
y=2x,,

(n=1) _
Y =X,

= To je dobar izbor jer su pocetni uvjeti u dif. jed.:

$(0), (0),..., »"(0).

Vremenski kontinuirani sustavi
zesol Opci model s ulazno izlaznim

varijablama
= Izbor varijabli stanja:

V=X,V =Xy, )

y(n) — f(y(nfl)’ y(an)’ o, J-/’ y’u(m)’u(mfl)’. . Ll,u),
daje slijede¢i model s varijablama stanja:

(1) _
= xn N

y=x y=x X =X,
y=x V=% X, = X3,
(n-2)_ (n-1)_ P
YU, yoEx, Xt = Xy
Lo 1)
X, —f(x”,x”,,,...,xl,u " u)

13



g;g:gﬂ Modeli vremenski diskretnih

sustava
= Sustav je vremenski diskretan ako je skup
T < R prebrojiv.
= Signali u, x, y su nizovi brojeva.
= Npr., pobudni niz moze se izraziti u obliku:
i = {(k,u(k)] kez)
{uk)}, k € s
= U=Y =X =R = jednadzba diferencija:
x(k+ 1) = fu(k), uk), k),
(k) = g(x(k), u(k), k).
= Diskretni sustavi proizlaze i iz numerickog
rjeSavanja diferencijalnih jednadzbi. 0

\3
STS Modeli vremenski diskretnih sustava
ZESO1 v .
Element za kasnjenje

y=T(u)
y()=u(t- 1)

u— T —

= Operacija T je operacija s paméenjem.
= Element za kasnjenje je, na primjer, elektri¢ni
vod konac¢ne duljine.

\Y)

zesol Simulacija sustava
REALNI SUSTAV

ﬂ(indukcijom ili dedukcijom)

APSTRAKTNI SUSTAV

U

APSTRAKTNI MODEL FIZIKALNI MODEL
analitic¢ka ili simulacija
numericka analiza

14



W/

zesen Simulacija sustava

= Apstraktni sustav dobivamo iz realnog sustava
postupcima:
dedukcije (iz poznatih prikodnih zakona, Kirchoff, Newton i
sL),
indukcije (zaklju¢ivanjem ne temelju mjerenja ulazno
izlaznih veli¢ina).
= Npr. mehanicki i elektricki sustav mogu se
predstaviti istim apstraktnim sustavom.
= Ako neki apstraktni sustav interpretiramo kao
elektriénu mrezu, ona se zove interpretacija

apstraktnog sustava. “

\Y)

zesan Simulacija sustava

= Ako mrezu napravimo, ona se zove realizacija
apstraktnog sustava.

= Realna el. mreza i realni mehanicki sustav koji
su interpretacija istog aptraktnog sustava su
medusobno analogni = mozemo analizirati
mrezu umjesto realnog sustava.

= Tada se mreza naziva analogni model
mehanickog sustava.

A3

zesol  Simulacija sustava

= Ponavljanje procesa na analognom modelu
zove se simulacija ili simuliranje.

= QOdredivanje i realizacija modela zove se
modeliranje.

= Simuliranje se obavlja na analognom ili
digitalnom racunalu.

15



