ZESal

Sgnali i sustavi

Sustavi drugog reda

ZESQN

SIMULINK primjer

iiredl

5 prisiini odzv sugtava
ZESO]

= prisilni odziv sustava predstavlja partikularno

rjeSenje nehomogene jednadzbe.
= opcenito se moZe dobiti Lagrangeovom metodom varijacije
parametara.

= zapobudu eksponencijalnom funkcijom ratunanje
odzivaje jednostavno jer se y,(t) moze predstaviti
eksponencijalom (deriviranjem se mijenja samo
kompl eksna amplituda eksponencijale).

= odredivanje kompleksne amplitude temelji se na
metodi neodredenih koeficijenata.

Z=s01 Prisilni odziv sustava
= opci oblik diferencijalne jednadzbe:
a,y" (M) +a,, " O)+...+ayt) =
=bu™ () +h, u™(t)...+bu(t)
= pobudni signal u(t) u obliku eksponencijale
ut)=Ue*, U =[Ule”
U kompleksna amplituda (JU| amplituda, ¢ faza),
s - kompleksna frekvencija, s= ¢ + jQ,

0 prisilni odziv sustava
ZES0l
= pretpostavljeno rjeSenje (Y neodredeni
koeficijent): y(t)=Ye™
= uvrstavanjem u polaznu jednadZbu
(a,s"+a,,s""+...8, ) Ye" =(,s" +...+hy)Ue
Ve b.s"+b, ,S" +...+h,
as'+a, S +...+4a,
» amplituda partikularnog rieSenja Y odredena je
amplitudom pobude, svojstvima sustava te
kompleksnom frekvencijom s.

U=H(sU

Zes0l Prijenosna funkcija

= Transfer ili prijenosna funkcija sustava H(s)
- veli¢ina koja odreduje odnos kompleksne
amplitude prisilnog odziva Ye% i
kompleksne amplitude pobude Ue% .

H(s) = bs"+...+0 Y
as'+..a, U

= H(s) imaznatenje faktora kojim treba mnoZiti

kompleksnu amplitudu ulaza da se dobije
amplitudaizlaza
Y = H(s)U

> Prijenosna funkcija
ZES0l
= opcéenito je transfer ili prijenosna funkcija
sustava H(s) racionalnafunkcijakoju
moZemo prikazati kao

H(g =K (=8)(e-8) - (s-5)
(s=p)(S=P,)--(s—P,)
= Kjerealni faktor as (i=1,..m)i p,(i=1,...,n)su
nule odnosno polovi prijenosne funkcije
= svaki od ¢lanova (s-s,) moZe hiti predstavljen
kao vektor u kompleksnoj s ravnini

- Prijenosna funkcija
ZES0I

Jo
= vektor (s-p,) je usmjeren
(s5) od s, do si moZe biti
S prikazan u polarnom
S| p obliku

(s-5) =[s-5]e

» stoga se prijenosna funkcija sastoji od
produktai kvocijenta vektora

‘ Prijenosna funkcija
ZESO]

|s—g|e =% [s—s e ... |55, e}
|s—p,|e/“C ™ s p, [P [s—s [eC )
tako da vrijedi
|H (S)l —K |S_S.t||5_sz|“"|s_ Sml

s pls Pl 53,

H(s)=K

ZH(S)=4ZK + Z£(s—8)+ 4(s—-S,)+ 4(s-5S,)
—Z£(s—p)—4(s—p,) - 4(s—p,)
paje H(s)=|H(s)|e"®




zE@@ﬁ
= primjer:
y(t)+0,2y(t) + 0,16 y(t) = u(t)
= zapobudu u(t) =Ue*
partikularno rjeSenje je oblika  y(t) =Ye*

Prisilni odzv sustava

= kompleksna amplituda partikularnog rjeSenja Y
je 1
 °+0,25+0,16
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= Prisilni odziv sustava
ZESO]

» partikularno rjeSenje je

1
t)=UH(s)e* =————Ue®

ye) © s*+0,2s+0,16

= prijenosnafunkcijaje
1
H=—"—""—
(s s*+0,2s+0,16

P, =-0.1 +j 0.3873

Prijenosna funkcija
ZESO]

78500 ZESol ZE801
N freqS3d_faza y N
72501 Zeso1 Prisilni odziv sustava 7eso1 Prisilni odzv sustava

freqS3d_4
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= gpecijalni lu¢gevi kompleksne frekvencije
pobude s
= s=0- prisilni odziv na pobudu konstantom

u=Ue" =U, H(O)=2
2

= 5=jQ — 0dziv na harmonijsku (ili sinusnu)
pobudu

u(t) =Ue® ' =Ue® =U cos(Qt) + jUsin(Qt)

kompleksna amplituda odzivaje

FO\m ML
_ bm(J_Q)n +b,M(_JQ)n_l oty _ HGQU
a,(jQ)"+a,,(jQ)"" +...+3,

dzi .
A0 vty =UH (jo)e

18




zesol Prisilni odziv sustava
H(jQ)=H(Q)=H, (Q)+ jH, (Q) = AQ)e"?,

H(jQ) se naziva frekvencijska karakteristika
sustava.

= A(Q) — amplitudno frekvencijska karakteristika.
= p(Q) — fazno frekvencijska karakteristika.

19

Zesor Prisilni odziv sustava
= zapobudu u(t)=Ue™; U e Realni
kompleksna amplituda odziva je

B b (I By o
a,(-jQ)" +a, (=i 4.+ &

aodziv
Y(t)=UH (- jQ)e ™
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Z=so1 Prisilni odziv sustava

jot —jot
= zapobudu u(t) = % =U cos(Qt)
odziv je
UH (jQ)e'™ +UH (- jQ)e ™
y(t) = YHUR) (-9)

2

y(t) = UH(j;Z)e‘ J{UH(j;z)e‘ j
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Zesan Prisilni odziv sustava

ZESal

gﬁg Frekvencijska karakteristika

ESE) o
. kontinuiranog sustava
y(t):ZRe{UH(JQ)eJ } = zanaSprimjer
2
H(s)——1
_ ; ZH Q) pi0t "~ §+0,2s+0,16
y(t) = Re{U[H(j) e er™] SIMULINK primjer .
y(t) =U|H (jQ)|cos(Qt+ £H (jQ)) " (s+0,1- j0,3873)(s+ 0,1+ |0, 3873)
U1 E—
(j)"+0,2(jQ)+0,16
» primjerl 23 24
@‘@ Frekvencijska karakteristika o Frekvencijske karakteristike A Frekvencijske karakteristike
ZESOl o ZESO) ZESO]
kontinuiranog sustava Ao) 1 .
Q | AQ) | o) HS = (s+0,1- }0,3873)(s+0,1+ j0,3873) i
0.0 6.2500 0.0000 |
A 02 | 7.9057 |-0.3218 +
04 12,5000 |-1.5708
i it S 0.6 4.2875 |-2.6012 H (S) _ 0,413
//\\ /A\ 0 0z e e “(P(EO)“ W 08 | 19764 |-2.8198 " (s+0,2)(s+0,1- j0,3873)(s+0,1+ j0,3873)
1.0 11581 |-2.9078
\ / 12 0.7679 -2.9562
/ \ 14 05490 |-2.9873 H(s) = 0.1059 A
16 | 04130 |[-30000 "~ (s+0,322)(s+0,1- j0,3873)(s+0,1+ j0,3873)
g 18 03225 |[-3.0252
— \13 0 02 04 u:m 1 12 14 16 18 2 2.0 0.2590 |-3.0378 L
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i

"(s+0.3162— j0.2450)(s+0.3162+ ] 0.2450)




Frekvencijske karakteristike

Diskretni sustavi — model s ulazno
ZESol iZlaznim varijablama

» opislinearnog sustava jednadZbom diferencija
ay[n]+ayln-1+a,y[n-2]+...+a,y[n—N] =
=hu[n]+bun-1+bun-2]+...+b,u[n-M]
= rjeSenje ove jednadzbe je:
yinl = y[nl+y,[n]

= dakle, zbroj rjeSenja homogene jednadzbe i
partikularnog rjeSenja "

5 RjeSavanje nehomogene jednadzbe
zeson diferencija
= Odredivanje partikularnog rjeSenja
= | agrangeova metoda varijacije parametara
= rjeSenje se dobiva u eksplicitnom obliku
= primjena rezultira sloZzenim sumacijama
» Metoda neodredenog koeficijenta
= ograni¢ena na pobude oblika polinomai
eksponencijalnih nizova
= veliki broj pobuda moZe se aproksimirati gore
navedenim nizovima
= ¢eS¢e se upotrebljava u andlizi sustava

ZES0I
\
I ARREEEN
RjeSavanje nehomogene
ZES0] jednadzbe diferencija ...

= razmotrimo partikularno rjeSenje za
kompleksni eksponencijalni ulazni niz:

= pobuda eksponencijalog oblika
u[n]=Ue" =Uz"; e e Kompleksni
= partikularno rjeSenje moZzemo napisati u
obliku
y[n =Yz

= Ui Y su kompleksne amplitude pobudei odziva
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RjeSavanje nehomogene jednadzbe
diferencija ...
= uvr&tenjem pretpostavljenog rieSenja Yz2" u
jednadzbu

(&, +az +a,z % +..+a,2 V)Yz "=

=(b,+bz*+b,z % +...+ b, z"")UzZ"
A@YZ2=B(2 U2

paje kompleksna amplituda odziva

Y:@U _ qj+blzill+...+szi“: U=H@U
A(2) §+az +..+az

ZEsol
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5 RjeSavanje nehomogene jednadzbe
zzso) diferencija ...

= partikularno rjeSenje (prisilni odziv) jedakle
y[n]=H(9uUz"

= 0dziv nehomogene jednadzZbe diferencija uz
pobudu u[n]=Uz" je prematome

y[nl=yu[n]+y,[n]
=Cq' +Ca; +....+Cay + H(9UZ"
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» Prijenosna funkcija diskretnog
ZESO sustava
= transfer funkcija se definirakao
H(2)= b +bz"+...+b,z"
a+tazt+. . +a,z"
amoze seformalno napisati iz jednadzbe
diferencija zamjenom operatora E s brojem z?*

= jednadzbu diferencija
ayin+ayln-1+a,y[n-2]+...+a,y[n—N] =
=byuln] +buln-J+buln-2]+....+b,u[n-M]

Prijenosna funkcija diskretnog
ZES0! sustava
moZemo prikazati uz pomo¢ operatora za
pomak E?*

{a,+aE"+a,E” +...+a,E "} yn] =
={by+bE*+b,E? +...+b, E™}uln]

gdieje (a,E™y)[n]£a,y[n-N]

jednadzba diferencija se moze prikazati i kao

A(E)y=B(E)u
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‘ Prijenosna funkcija diskretnog
ZES0] sustava

odnosno y=H(E)u gdjeje
_B(E) by+bE*'+bE?*+..+b,E™
"~ A(E) a,+aE'+aEl+..+a,E™"

H (E)

slozeni operator kojeg treba interpretirati kao
jednadZbu diferencija
= prema prije kazanom dlijedi

-1 ~-M
H(z)=b°+blz_l+"'+sz_N
a,+az +..+a,z N




%’)E@% Primjer rjeSavanja nehomogene
jednadZbe diferencija

= Primjer: naéi odziv diskretnog sustava
opisanog jednadZbom diferencija
yin]-0.8 2y[n—-11+0.64y[n—2] =u[n]
uz y[-1]=y[-2]=0

= nekaje pobuda nepriguSena kompleksna
eksponencijaa

u[n] =Uz" =Ue/*" =1e'°%" = (0.7705+ j0.6374)"

=¢05(0.227zn) + jsSin(0.22zn) =

z RjeSavanje nehomogene
ZES0l jednadzbe diferencija ...

u[n] = e/®%™ = (0.7705+ j0.6374)" = cos(0.227n) + j sin(0.227zn)

= RjeSavanje nehomogene jednadzbe
ZESQI

diferencija ...
» jednadzbu diferencija se moze rijesiti korak
po korak n=0,1,2,..30 :
y[0]=1.€+08 2-0-064-0=1
V1 =1.€°%" +0.8 2-1-0.64-0=1.902+ j0.637
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%‘3@ Primjer rjeSavanja jednadzbe

@EF@ Primjer rjeSavanja jednadzbe

ZESOl Blok dijagram sustava

ZES@]l . .. ZESQ . ..
diferencija diferencija
un] yn]

korak 0: u[0] = 1 VUER! - W +) ,

korak 1: u[l] = 0.77051+j0.63742  y[1] = 1.9019+j0.6374

korak 2. u[2] = 0.18738+/0.98229  y[2] = 1.6991+j1.7035

korak 3: u[3] =-0.48175+j0.87631  y[3] = 0.2233+j2.3956

korak 41 u[4] =-0.92978+j0.36812  y[4] = -1.7645+j1.9882 y[n-1]

korak 5:  u[5] =-0.95106- j0.30902  y[5] = -3.0903+j0.4072

korak 6: u[6] = -0.53583-j0.84433  y[6] = -2.9028- j1.6561

korak 7:  u[7] = 0.12533-j0.99211  y[7] = -1.1811- j3.1264

korak 8: u[8] = 0.72897-j0.68455  y[8] = 1.2506- }3.1617 n-2]

korak 9: u[9] = 0.99803-j0.06279  y[9] = 3.1688- j1.6390 Y
5‘@ L - Primjer rjeSavanja jednadzbe ~ Primjer rjeSavanja nehomogene
=)= Primjer rjesavanja nehomogene S diferencija e jednadzbe diferencija

jednadZbe diferencija

= rijeSimo sadaistu jednadzbu analiticki
= rjeSenje homogene jednadzbe :

yin]—-0.8 2y[n—1+0.64y{n—2] =0

{ waln]

= an

1-0.8 2q'+0.64972=0

Korijeni su: G, =0.86 4 =04 2(1% j), paizlazi :
W =Ca’+Ca :O-S“[er4” +Cze"'4”}

Partikularno rjeenje oblika  y,[n] = H (e'°%7)e’*%™
1
HY)=—
(2 1-0.8 2z'+0.64z =
1

H (%) = . —
1-0.8 267°%7 1+0.64(e/*")

=354 - j1.32=3.78¢ 10"

Y=H (elo,zzn) 1=354 - j1.32= 3.78g i01147

paje partikularno rjeSenje

y,[n]=(3.54 - j1.32)e!0%m
Kompletno rjeSenjetj. totalni odziv je:

vinl = y,[n]+y,[n] =

=08" {Clej“n +c2e’4”}+(3.54 - j1.32)€°%™ zan>0
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Z@;g% Primjer rjeSavanja nehomogene
jednadZbe diferencija
= iz polazne jednadzbe;
y[n]-0.8 2y[n—1]+0.64y[n—2] =1-&'*"
zan=0,1 dijedi
y0=1.€"+08 2-0-064-0=1

V1 =1-€°%?" +08 2-1-0.64-0=1.902+ j0.637
vrijednost kompletnog rjeSenjazan=0,1 :
y{0]=1=C,+C,+354—}-132

=1.902+|-0.637=08|Ce'* +C,e ¢ |+(354- | -1.32) €027
V1] =1.902+ ] -0.637=08| Ce 4 +C,e '+ |+(354— | -1.32)-€°?
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~ Primjer rjeSavanja nehomogene
ZEsol jednadzbe diferencija
dobivamo:
C,=-2.46+ j-0.86=2.6060- &>

C, =-0.08+ j-0.46=0.4669- "™
yinl=y,[nl+y,[n =

=O.8”{Clej4n +c2e"4"}+(3.54 - j1.32)€°2™ zan>0
|\ —

3.78¢ 101147

yln=08" [2.6113] 2o1g/a" +0.467e”‘7“e12n}+ 3,78 10147 . gi02m
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@@ Pri mj er I‘j esavanj a nehomogene
jednadzbe diferencija
Pogledajmo sada razdvojene odzive:
partikularno rjeSenje;  y [n] =Y -e/™"
vlagtito titranje sustava

ili komplementarno
rj E§enj € yv[n] = Clqln + Czqzn

ZESO

72801 Diskusija rjeSenja

Amplituda
& a S

gﬂlﬂl’”ﬁ

0 30 60

zzso1 Ukupno rjeSenje

Realni

Amplituda

| | FALLT JT Jﬂr
JW MM ﬁ Lﬂ I LM
( ‘ Lﬂll 1L L ( ‘ jul %l %ﬂ} lﬂL ° 30 “ 0 0 0 10 20 30 40 50 60
Z@é@ Primjer rjeSavanja nehomogene g%% RjeSavanje nehomogene jednadzbe ol Prijenosna funstkcua diskretniog
jednadZbe diferencija diferencija ... sustava
. : . T - = prijenosnu funkciju: Moo
= obzirom daje |o,|=|0,|=0.8, vlatito titranje * H(2) je prijenosna funkcija o Y bzl
sustava trne u nulu proporcionalno sa 0.8" = prijenosnaili transfer funkcija daje odnos H(z)=2 +b1271+"'+bM Z__i=®
kompleksnih amplituda prisilnog odzivai &tz +...+a2 >az’
= za I.i_nearne sustaye _kod kojih sumoduli svih _ pobude, kad je pobuda Uz" =
korijena karakterls_:tlénog _pol_l noma [g; |<1,od2|v_ B v, VIRV moZemo pisati i u obliku y
sustava y[n] natrajnu periodic¢ku pobudu postaje H(Z=—==""— “Ur U Z
jednak prisilnom odzivu y[n] zaveliki n AZ) N g U2 H(g)= o BE B2 By 5
- vlastito titranje y,[n] is¢ezava, i kazemo da = pokazano je da se transfer funkcija moze lako az" +az" " +.. +a i
je sustav uSao u stacionarno stanje. napisati iz jednadzbe diferencija formalnom i
. zamjenom operatora E* s brojem z?1 - .




~ Prijenosna funkcija diskretnog
ZESOI
sustava

= prijenosnu funkciju mozemo pisati uz pomoé
produktakorijenih faktora:

Ynz' _n ITL0-27Y
Z:'\‘:oai z! % H;\‘:l(l_ pjzil)

= odnosno u obliku

M M- Mo
Zj:objz :Z(N,M)E szl(z Zj)

H(2) =

H(2=Z"" _
Z?:oai z" % H;“:l(z_ pj)
2,2, ...,Zysunuleap,, p,, ..., Py polovi prijenosne
funkcije 5

RjeSavanje nehomogene jednadzbe

ZEsel k
diferencija ...

= partikularno rieSenje (prisilni odziv) je dakle
y[nl=H(z9Uz"
= 0Ovisno o z, partikularni niz moze biti
= rastudi ili padajuéi aperiodican ili valovit
= stalan ili periodic¢an
* |inearna kombinacija eksponencijala moze déti
realni kosinusni niz

rel" +re’ 1" = 2r cos(wn)

=" RjeSavanje nehomogene jednadzbe
ZESQI

diferencija ...
= zapobudu  u[n]=Uz"=U(D)"
partikularno rieSenje je
Yo[n]=Y2"=(H(@UZ") =H®-U-@©"

z=

= zapobudu u[n]=Uz"=U(-1)"
partikularno rjeSenjeje
Yo[n]=Y2"=(H(@UZ") _ =H(D-U (-1

z=
57

% RjeSavanje nehomogene jednadzbe
VZESO I -
diferencija ...

= zapobudu u[n]=Uz"=U(e'*)"=e"zaU =1
partikularno rjeSenje je

y,[n]=Yz"=(H(2Uz")  =H(e")e"

" paje
—jo Mo
H(e") = q)+ble_jw+...+bMe_ij
a,+ae’’+...+a.€e
frekvencijska karakteristika diskretnog sustava
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Zsso1 Frekvencijska karakteristika
= frekvencijska karakteristika diskretnog sustava

Cjo Mo
H(e"”)=b°+blef. +.,.+b,v,e;N
a,+ae’’+.. . +a,e"”

H(e®) funkcijaod 6o } vrijednost transfer funkcije

go = g(or2n) zaz= €? jeperiodi¢nas 2n
H(e*)=H,(d“)+ H,(€®)
= Al)ge®  —— Ao) = [H(e")|
o(w) = arg(H(e®))
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525 Rjesavanje nehomogene jednadzbe
A0 Giferencija .

= zaprije zadani sustav

yin]-0.8 2y[n—1]+0.64y{n—2] =u[n]

wz y[-1]=y[-2]=0

* | pobudu

u[n] =Uz" = '@ = gl02m
prijenosna funkcijaje

H(2)= 1

(1-0.8 2z"+0.64z°%)

zzs01 Frekvencijska karakteristika

= afrekvencijska karakteristika

H(e) = 1 _
(1-08 26 1”+064e?)

= frekvencijsku karakteristiku izratunavamo iz

H(2)|,_,. =H(E")
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Sesol Frekvencijska karakteristika

freqz3d 62

zzso1 Frekvencijska karakteristika
= zakonkretnu frekvenciju pobude omjer
kompleksne amplitude odzivai pobude je
0w=022r=
1

1-08 2e1°%% 4 064(e°2")"

H(e*%") = =354 - j1.32
= odredimo omjer kompleksne amplitude
odzivau stacionarnom stanju i pobude za
joS nekoliko frekvencija:
i ) ®=0, 0157, 0.207, 0.237, 0257, 0.27x,
videoclip 9 0307, 0357, 047, 057, 0.7 ®




iel Frekvencijska karakteristika

= frekvencijska karakteristika danog sustava
je

primjer

12.mov 64

ﬁ@ Frekvencijska karakteristika
ZESOI

H(E”) = 1 -
amplituda (1-08 2¢'+0.64e7?)
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% Frekvencijska karakteristika
ZESOI

1

H(e”)= : .
(1-08 2e'”+0.6467%)

Koeficijent {a} i {b} surealni tevrijedi

H(el®)= H*(d®) —> H,(d*) i A(w) parne funkcije od ®
H;(6%) i o(w) neparne funkc. od o
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5 Frekvencijske karakteristike
Zesor vremenski diskretnog sustava ...

= Frekvencijska karakteristika se moze odrediti
graficki iz:

pra¢enjem apsolutne vrijednosti [H(€)| i
argumenta H(g®) transfer funkcije na
jedini¢noj kruznici z= €® ravnine z
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% Frekvencijske karakteristike

“00 \remenski dlskretnog sustava ..
Il -2)
‘H (elw)‘ K |1
H (e - q)|

agH(e”) = | age’-z)-age’-q)|

= svaki korijeni faktor transfer funkcije daje
svoj individualni doprinos modulu
(multiplikativno) i fazi (aditivno).

5@ Frekvencijske karakteristike
0 \remenski diskretnog sustava ..

= graficki prikaz u polarnom koordinatnom
sustavu

Im
"
1 €z
e Korjeni faktori — vektori
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% Frekvencijske karakteristike
“ \remenski diskretnog sustava ..

vrijednost transfer funkcije na frekvenciji o

M

¢ {d} - udaljenost tocke na

H )=k kruznici €° do nultocki {z}
IV 113 - udaljenost tocke na

kruznici € do polova{p}

fazni kut transfer funkcije

¢, = arg(e®) - arg(z)

agH(E)=Y ¢ -2v = arg(e) - arg(p)
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* Frekvencijske karakteristike
Zesor vremenski diskretnog sustava ...

Primjer:

z-z .
H(z)=K———— o
A= - Mé
He™)| =Kk B,
1l o Joza] e
Q2 W2
arg H(ev)=p-(¥, + )
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% Frekvencijske karakteristike
“0 \remenski diskretnog sustava ...

Zanas primjer

1
HZ)=—
)= -
@z:eiw
HE") =

(@7-q)(Ee"-a)
1
-Q &iﬂM)(éw_O’ &—jer)‘

12mov 2




