Digitalna obradba
kontinuiranih signala

Signali i sustavi

Digitalna obradba kontinuiranih signala

Digitalna obradba kontinuiranih signala se sastoji od tri
osnovna koraka:

1. pretvorbavremenski kontinuiranog signalau
vremenski diskretan signal

2. obradba vremenski diskretnog signala

3. pretvorba obradenog diskretnog signala u vremenski
kontinuirani signal

Digitalna obradba kontinuiranih signala
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Digitalna obradba kontinuiranih signala

ovdje ¢e serazmotriti:
1. otipkavanje

i
3. interpolacija

Vremenska diskretizacija
tipkanjem kontinuiranog signala

Vremenska diskretizacija tipkanjem
kontinuiranog signala

otipkavanjem kontinuiranog signala x(t) ¢iji je spektar
X(F) dobivasesignal x(t) ¢iji je spektar X(F) i
pokazano je da pri tome vrijedi:

X (F)= i X(F —kF.) = F, iX(F ~kF,)

1
T k=—co k=—co

spektar X(F) otipkanog signalax(t) je periodi¢no
ponavljani spektar X(F) kontinuiranog signala.




Vremenska diskretizacija tipkanjem
kontinuiranog signala

Pretpostavimo da je spektar X(F) frekvencijski ogranicen
X(F)=0za|F|>F,

Razlicite frekvencije tipkanja signala F; = /T mogu u
spektru X{(F) izazvati razli¢ite rezultate zavisno od toga
dali je Fg— Fpp> Frax il Fs— Frox < Frax 0dnosno

(1) Fo> 2 Frng

(i) Fe< 2 Fppee

Vremenska diskretizacija
tipkanjem kontinuiranog signala

Ix4F) |
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preklapanje sekcija spektra (engl. “aliasing”)

Vremenska diskretizacija
tipkanjem kontinuiranog signala

Diskretni se signal moZe smatrati ekvivalentnim
kontinuiranom samo ako je moguce rekonstruirati izvorni
signal x(t) iz otipkanog x((t) odnosno ako se iz spektra
X{F) moze dobiti originalni X(F) . Postupak
rekonstrukcije pretpostavlja izdvajanje osnovne sekcije
spektrafiltriranjem. To ¢e biti mogucée naciniti bez
pogreske samo ako je spektar X(F) ograni¢en

naF,., teako jefrekvencijaotipkavanjaF,> 2 F ..

teorem otipkavanja




Antialiasing filtri

Aliasing, koji sejavljapri otipkavanju frekvencijski
neomedenog signala, izbjegava se filtriranjem
kontinuiranog signalatzv. antiaiasing filtrom.

Antialiasing filtri su niskopropusni analogni filtri koji
propustaju komponente spektra frekvencijanizih od pola
frekvencije otipkavanja, dok vise frekvencije guse.

Koriste se realni filtri koji imaju konatnu Sirinu
prijelaznog pojasa frekvencijske karakteristike i konatno
gusSenje u pojasu gusenja.

Antialiasing filtri
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Niskopropusni analogni filtri

Butterworth filtar Chebyshev1 filtar
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Usporedba filtara

Butterworth filtar Chebyshev 1 fitar
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Otipkavanja kontinuiranog signala

grekaudijed diasinga  £=2 ]X(F)\zdF

Fol2




Otipkavanje realnih signala

zhog konatne Sirine prijelaznog podrucjarealnih
antialiasing filtara potrebno je signal otipkavati nesto
vecom frekvencijom od dvostruke maksimalne
frekvencije signala

u digitalnoj telefoniji standardizirano je frekvencijsko
podrugje od 3.4 kHZ koje osigurava tel efonsku
konverzaciju zadovoljavajuée kvalitete

u postupku digitalizacije otipkavanje se provodi s 8 kHz
&oje vise od dvostruke Sirine spektra signala

Otipkavanje realnih signala

dli¢no je kod digitalne obradbe glazbenih signala, ¢ijaje
frekvencijsko podrugje Sirine 20 kHz osigurava visoko
vjernu reprodukciju

u slu¢gju pohrane anal ognog glazbenog signala na CD
frekvencija otipkavanjaje 44.1 kHz $to je opet vise od
dvostruke maksimalne frekvencije signala

Obnavljanjeili rekonstrukcija
kontinuiranog signala iz diskretnog




Obnavljanjeili rekonstrukcija kontinuiranog
signala iz diskretnog

Periodiéni spektar X(F) moze se dobiti i iz

X = X(nT)3(t-nT)

N=—co

X (F)= B]‘Xs(t)e—jzm:tdt = B]‘ +Zm)((n'|')5(t_n-|—)e—jzzn:zdt

—oo N=—00

— z X(nT)e—jZIIFnT

N=—co

u dobivenom izrazu se moZe prepoznati Fourierov red za
periodicni spektar X(F)

Obnavljanje ili rekonstrukcija
kontinuiranog signala iz

diskretnog
PG
Fs>2F max
/N FS A\
+—F u u 1_#max o Frv“axi u F‘S — F_)#

Dabi se dobila osnovna sekcija spektra X (F) odnosno
po mogucnosti X(F) , potrebno jeizvrsiti filtraciju X(F)
sfiltrom frekvencijske karakteristike H, ,

X(F) = X(F) H,(F)

Obnavljanje ili rekonstrukcija
kontinuiranog signala iz diskretnog

Ix4(F)|
H(F)  Fo2Fma

s

Frmax 0 Frax ™\ Fs Fo
F./2

pretpostavimo za H, idealan filter
H.(F)

1 |F|<F./2

H'(F):{o F|>F,/2

F
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Obnavljanje ili rekonstrukcija
kontinuiranog signala iz diskretnog

Impulsni odziv je
snzFgt

R T Ft
neka je frekvencija otipkavanjaF¢ > 2 F, tako da unutar
pojasa ponavljanja (- F42, F./2), nema preklapanja sekcija
spektra.

tadaje X_(F)H, (F)=FX(F)

h(t)= [H, (F)eFdF =F,

uz prijeizvedeno: X (F) = ix(nT)e‘iz”F"T

N=—co

Obnavljanje ili rekonstrukcija
kontinuiranog signala iz diskretnog

H, (F)LZ}((nT)ejz”F”T }=FSX(F)
inverznom Fourierovom transformacijom spektra X(F)
slijedi:

X(t) = ?X(F)ejZ”F‘dF =

_;- jHr (F)LZX(I’]T)GJMFM i|é27rFtdF —

S —oo =

Obnavljanjeili rekonstrukcija kontinuiranog
signala iz diskretnog

1 & +Fg/2
x(®)=—>Y" x(nT) [e*F"gF =
® an:z_w ( )j/

< sinzF(t—nT)
X0 = 2. x(T) ZF (t—nT)

N=—co

Kontinuirani signal x(t) rekonstruiran je iz uzoraka
otipkanog signala x(nT) interpolacijom s funkcijom:
sinr Ft

h (t)=F
() =F, ZFL




Obnavljanjeili rekonstrukcija kontinuiranog
signala iz diskretnog

mozemo zakljuditi kako je kontinuirani signa x(t), koji
ima frekvencijski omeden spektar tj. X(F) = 0 za |F|>F42,
jednoznacno odreden trenutnim vrijednostima u jednoliko
rasporedenim trenucimat, = nT = n/F

interpolacijska funkcija predstavljaimpul sni odziv
idealnog filtra

e AN N,

filtar ima nekauzalan odziv i prematomeje
neostvariv

Interpolator nultog reda

1L T I

e QL

T

hi(t)
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Interpolator prvog reda

hi(t)

Digitalna obradba kontinuiranih signala

1. pretvorba vremenski kontinuiranog signala u
vremenski diskretan signal izvodi se analogno-
digitalnim (A/D) pretvornikom $to znati daje
vremenski diskretan signal potrebno kvantizirati i po
amplitudi

2. obradba vremenski diskretnog signalaizvodi se
digitalnim procesorom

3. pretvorba obradenog diskretnog signala u vremenski
kontinuirani signal izvodi se pomocu digitalno-
analognog (D/A) pretvornika

Digitalna obradba kontinuiranih signala

Lanac sklopova potrebnih za digitalnu obradbu
kontinuiranih signala prikazan je blok dijagramom

X(t) | antialiasing digitalni rekongtrukcijski| YO
)
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Diskretizacija
kontinuiranoga spektra

Diskretizacija kontinuiranoga
spektra

Spektar aperiodi¢nih kontinuiranih signala je kontinuiran
spektar aperiodi¢nih diskretnih signala takoder je
kontinuirani joSk tomei periodic¢an

ovdje se razmatraju postupak otipkavanja spektrat;.
diskretizacija u spektralnoj domeni

postupak koji ¢emo ovdje primijeniti identican je
postupku primijenjenom kod otipkavanja vremenski
kontinuiranih signala

Diskretizacija kontinuiranoga
spektra

diskretizaciju kontinuiranog spektra moZemo interpretirati
kao modul aciju impul snog niza

5. = 3 5(F—KF,)

k=—o0
funkcijom X(F) dakle:
Xo(F)= X(F) 3 8(F ~kFo) = 3 X (KF,)S(F — kF,)
k=—e K=o
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Frekvencijska analiza diskretnih
aperiodicnih signala

Periodi¢an niz 6, (F) nastao ponavljanjem delta funkcije
svakih F,, kao svaka periodi¢na funkcija se dade predstaviti
Fourierovim redom:

=3 ion 1
8 (F)= e T=—
0

N=—oc0

gdje su amplitude c, dane s:

Fol2 _
¢, == | s(F)e’ ™ aF =1
Fo -Ry/2 Fo

Frekvencijska analiza diskretnih
aperiodicnih signala

dlijedi:
5':0(':) — chejZIInTpF :Fi ZejzzmTpF

N=—co 0 N=—co

inverznom transformacijom X,(F) dobiva se
kontinuirani signal x,(t) koji odgovara otipkanom
spektru:

x()= [X,(F)e*™oF =

Diskretizacija kontinuiranoga

spektra
X, (t) = JX(F)[Fl > el jejz”FtdF
oo 0 N=—co
X, (1) :Fi Y [X(F)e
0 N=—c0 oo
i kona¢no:

1 & 1
xd(t)zF—Zx(tJrnTp), Tp=F

0 n=—° [o

otipkavanje kontinuiranog spektra X(F) aperiodickog
signala x(t) rezultira u njegovom periodi¢nom
ponavljanju svakih T,=1/F,

13



Obnavljanje kontinuiranog spektra iz
diskretnog

Uz X4(F) prikazan kao:

Xy (F) = 3 X(KF))6(F —KFy)

K=—co

X4(t) dobivamo inverznom transformacijom kao:

X, ()= [X4(F)e’* ™ dF =

x 0= [ 3 XKF)5(F - kFO)Jejz”Ft i -

o\ K=o

Obnavljanje kontinuiranog
spektra iz diskretnog

X (1) = i X(kF,) 0]5(F —KF,)e’>"dF =

K=—co
X(0= L XCR) Rt
k=—c0

X4(t) je periodi¢na funkcija prikazana Fourierovim redom

rekonstrukciju kontinuiranog spektra postiZe se
izdvajanjem samo osnovne sekcije od x4(t) Sto se postize
mnozenjem x4(t) sidealnim pravokutnim otvorom

Obnavljanje kontinuiranog spektra iz
diskretnog

1 t<T,/2
W(t)z ‘ ‘ P

0 [>T, /2
¢iji je spektar:
sinzFT, 1 sinzF/F,
zFT, F, 7FIF,
prvu sekciju signala dobivamo mnozenjem s wi(t) :

W(w) =T,

X, (OW(t) = Fi X(t) = { 3 X (kF,)e m%tj w(t)

K=—oo
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Obnavljanje kontinuiranog
spektra iz diskretnog

spektar X(F), izrazen uz pomo¢ X(kF,) slijedi iz
X(F)= [x(t)e’>"dt =
X(t) zamjenjujemo s prije izvedenim

X(F)=F, oj"w(t) [ i X (kFO)ej 2”kF0tje—j27rFtdt

e k=—co
- T,/2

=Fy > X(kF,) [e i F @t =
k=—e “Tpl2

Obnavljanje kontinuiranog
spektra iz diskretnog
finalno spektar X(F), izrazen uz pomo¢ X(kF), je:
= sinz(F —kF,)/ F,
X(F)=Y X(kF, oo
") kzw (kFo) 7(F —kF,)/F,

dakle spektar X(F) jednoznagno je odreden iz svojih
uzoraka X(kF,), interpolacijom funkcijom:

W(F)_SinirF/FO
kIR,

Zakljuéak: kontinuirani spektar signala koji ima omedeno
trajanje (x(t)=0 za [t>T/2) jednoznacno je odreden svojim
uzorcima na jednoliko rasporedenim frekvencijama F=kF=k/T

Dimenzionalnost signala

tipkanje signala u vremenskoj domeni = ponavljanje
spektra s F4(aliasing u FD)

tipkanje signala u frekvencijskoj domeni = ponavljanje
signalas T, (aliasing u VD)

relativnagreskau FD i VD moZe biti ocijenjena
energijom signalai spektraizvan izabranog trgjanja
signala T,,, odnosno frekvencijskog pojasa F, prema
ukupnoj energiji

15



Dimenzionalnost signala

2 ]X(F)fou: 2 [Ix[ct
Fs/2 T,/2
gFD = EVD =T
2 [|X(F) dF 2 [|x) ot
relativn;gre%kau FD relativnaogre“skau VD

greSke se mogu ocijeniti poznavanjem brzine opadanja
signalai spektraza ft| > T,/ 2 odnosno |F| > F¢/ 2

Dimenzionalnost signala

uz specificiranu dozvoljenu gresku aliasingau FD i VD
dobivamo T i F, - trgjanjei Sirinu pojasa signala.

potreban broj _r_n L _
uzorakau VD NeT =T, =Ny F, =N =T,F
potreban broj N.E.=F =N 1 N. —FT
uzorakau FD Prom s R ij ™ =p
dimenzijasignaa Ny =Ng =T,F

Diskretna Fourierova transformacija (DFT)
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Diskretna Fourierova transformacija (DFT)

DFT sekoristi za numeri¢ko odredivanje spektra signala.
signal i njegov spektar treba predstaviti uzorcima odnosno otipkati =
otipkani signa i njegov otipkani spektar periodicki ¢e se produziti

prije je dan par za Fourierovu transformaciju periodi¢nih
diskretnih signala (koji imaju diskretan i periodi¢an spektar)

N-1
Ck:%zx[n]eijzﬂkn/N k=0,1,..--,N_1
n=0

N-1
qnl=Y ¢e* "™ n=01..,N-1
k=0

i on ¢ehiti koristen u numerickom izratunavanju
uzoraka spektra signala

Diskretna Fourierova
transformacija (DFT)

prije je pokazano da pri otipkavanju kontinuiranog spektra
aperiodic¢kog kontinuiranog signala rezultirau
periodizaciji vremenskog signalai u slu¢aju vremenski
neomedenog signala nastgje aliasing u vremenskoj domeni

razmotrimo sada otipkavanj e kontinuiranog spektra
aperiodic¢kog diskretnog signala

spektar diskretnog aperiodickog signala je kontinuiran (i
periodi¢an s periodom 2r):

X(@”)= 3 Hnle "

N=—co

Diskretna Fourierova
transformacija (DFT)

kako je spektar periodi¢an s 2x dovoljno je pri otipkavanju
spektra uzeti samo uzorke iz osnovnog perioda

za N jednoliko raspodijeljenih uzoraka razmak izmedu
uzoraka c¢e biti 2n/N
otipkajmo sada X(€) na frekvencijama w= 2zk/N

X(e2*N)= 3 nje 2N k=041,..,N-1

N=—co

transformirajmo sumaciju u beskona¢ni zbroj sumacija od
N ¢lanova
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Diskretna Fourierova
transformacija (DFT)

2N-1

+ ) nje N4
n=N

o IN+N-1

— Z Zx[n]e—jannlN

|=—co n=IN

zamjenom indeksa n u unutarnjoj sumaciji sn-IN i
zamjenom redoslijeda sumacije slijedi:

Diskretna Fourierova transformacija

(DFT)
X(ejZHK/N) — Nzl(ix[n_|N]]e—iannlN k=01..,N-1
n=0 \|=—c

N-1
X(ejZﬂk/N) _ z Xp[n]e—izzrkn/N k=01..N-1
n=0

signal: x,[n]= > qn-IN]
| =—co
dobiven je periodi¢nim ponavljanjem x[n] i periodi¢an je s

periodom N = moze hiti prikazan uz pomo¢ Fourierovog
reda

Diskretna Fourierova transformacija
(DFT)
N-1 .
x,[n] =che‘2”k”“\‘ n=021...,N-1
k=0

pasu kako je prije pokazano za Fourierove koeficijente
periodi¢nih diskretnih signala oni:

N-1 )
G :inp[n]e“z”"”’N k=01,..,N-1
N n=0
ako su usporede ¢, i X(62N) dlijedi:
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Diskretna Fourierova transformacija
(DFT)

stogaje:
N2 :
x,[n] :Nz X(e#¥N)el# N n=01,...,N-1
k=0
prijeizvedeni X(e2N) mozemo pisati:

N-1
X[K] = X(e"*"') =Y x [n]e > k=01...,N-1
n=0

N-1
X[k] — zxp[n]eijﬂkﬂ/N k= 0,1’““, N—1
n=0

Diskretna Fourierova transformacija
(DFT)

otipkavanjem spektra aperiodi¢nog diskretnog signala
moZe doci do pojave diasianga u vremenskoj domeni

za diskretne signale x[n] duljine L pri ¢emu jeL < N nema
pojave diasingai vrijedi daje

qnl=x,[n] 0<n<N-1

iz svegadijedi:

Diskretna Fourierova transformacija
(DFT)

za aperiodicki diskretni signal x[n] duljine L (x[n] =0 za
n<0in=L) vrijedi par:

1. diskretna Fourierova transformacija (DFT)

N-1 .
x[k] — zx[n]e—jz/rkn/N K= 0,1,...., N-1
n=0
2. inverznadiskretna Fourierova transformacija (IDFT)

N-1 )
XN :%Z X[k]e”" n=01,...,N-1
k=0
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Diskretna Fourierova transformacija
(DFT)

DFT

N-1
X[k]=Y qnle ™ k=01,..,N-1
n=0
IDFT

N-1
] =%z X[KJeZ"™  n=01,..,N-1
k=0
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