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Sgnali | sustavi

Sustavi drugog reda
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ZESQ

SIMULINK primjer
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5@ Prisilni odziv sustava
ZESO]

= prisilni odziv sustava predstavlja partikularno
rjeSenje nehomogene jednadzbe.

= opcenito se moZe dobiti Lagrangeovom metodom varijecije
parametara.

= za pobudu eksponencijalnom funkcijom ragunanje
odzivaje jednostavno jer seyp(t) moze predstaviti
eksponencijalom (deriviranjem se mijenja samo
kompleksna amplituda eksponencijale).

= odredivanje kompleksne amplitude temelji se ha
metodi neodredenih koeficijenata.




zeso1 Prisilni odziv sustava

= opéi oblik diferencijalne jednadzbe:

a,y" () +a,,y" M) +...+ayt) =
=b, u™(t)+b, u™(t)...+bu(t)

= pobudni signal u(t) u obliku eksponencijae
u(t)=Ue*, U =|U|e”

U kompleksna amplituda (JU| amplituda, ¢ faza),

s - kompleksna frekvencija, s= o + jQ,

S ol Prisilni odziv sustava

= pretpostavljeno rieSenje (Y neodredeni
koeficijent): y(t) =Ye*

» uvrStavanjem u polaznu jednadzbu

(a,s"+a,,s" +...a)) Ye* =(b,s" +...+ 1 )Ue’

m m-1

bmsn + bmsn_l +...+h, U =H(sU

as'+a,,8 +...+3a,

= amplituda partikularnog rieSenja 'Y odredenaje
amplitudom pobude, svojstvima sustava te
kompleksnom frekvencijom s.

Y=

ZESO] Prijenosna funkcija
» Transfer ili prijenosna funkcija sustava H(s)
- veli¢ina koja odreduje odnos kompleksne
amplitude prisilnog odziva Ye* i
kompleksne amplitude pobude Ue* .
b,s"+...+by Y
as'+..a, U
= H(s) ima znatenje faktora kojim treba mnoZiti
kompleksnu amplitudu ulaza da se dobije
amplitudaizlaza
Y=H(U

H(s)=




o ol Prijenosna funkcija

= opéenito je transfer ili prijenosnafunkcija
sustava H(s) racionalnafunkcijakoju
mozZemo prikazati kao

H(g = K 879)(578)(s7s,)
(s=p)(s—p,)-(s=p,)
= Kjerednifaktor as (i=1,...m)i p; (i=1,..,n) su
nule odnosno polovi prijenosne funkcije
= svaki od ¢lanova (s-s) moZe biti predstavljen
kao vektor u kompleksnoj sravnini

Z%E%ﬂ Prijenosna funkcija
jo
= vektor (s-p,) je usmjeren
(5537 oq S, do si moze biti
prikazan u polarnom
S| - obliku

(s-5) =[s—5 e

= stoga se prijenosna funkcija sastoji od
produktai kvocijenta vektora

ﬁ@ Prijenosna funkcija

ZESQ
|s—g|e =D |s—s e .. [s—g [ei4=)

H(s)=K - - -
(s) |S— plleJA(S—pl) |S— pzlelé(S—pz) --~~|S— Sp|e14(5—pn)

tako davrijedi

IH(9|=K |s=s|[s=s)|[s=s,|

[s=pills—py|--|s=s|

ZH(8) =LK+ £(s—8)+ £(s—5s,)+ £(S-S,)
—Z(s—p) —£(s— p,) - £(s— py)
paje H(s)=|H(s)e "™




o ol Prisilni odziv sustava

= primjer:

y(t)+0,2y(t) + 0,16 y(t) = u(t)

= zapobudu u(t) =Ue*

partikularno rjeSenjeje oblika  y(t) = Ye*

= kompleksna amplituda partikularnog rieSenja’Y

e 1

= 2 oY
s°+0,25+0,16
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S ol Prisilni odziv sustava

» partikularno rjeSenjeje

y(t)=UH (s)e™ = L

= prijenosnafunkcijaje

1
s*+0,2s+0,16
p,,=-0.1+j0.3873

H(s)=

=—— Ue
s?+0,2s+0,16

st
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ﬁ@ Prijenosna funkcija

ZESQ




ZESQ/
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ZESQ

freqS3d_faza
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ZESQ/l
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ZESQ

freqS3d_4
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zesen Prisilni odziv sustava

= gpecijalni slu¢gjevi kompleksne frekvencije
pobude s:
= s=0- prisilni odziv na pobudu konstantom

u=Ue"=U, H(O)=2
2
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zesol Prisiini odzv sustava
» s=jQ — odziv ha harmonijsku (ili sinusnu)
pobudu

u(t) =Ue® Nt =ye =U cog(Qt) + jUsin(Qt)

kompleksna amplituda odzivaje

v bm(jQ)”‘+bm(j§2)”“+...+b0
a,(jQ)"+a,,(jQ +...+3

aodziv

U=H(jQu

y(t) =UH (jQ)e*

18




Z’E@@ﬁ Prisilni odziv sustava
H(jQ)=H(Q)=H,(Q)+ jH, (Q) = AQ)e"?,

H(jQ2) se naziva frekvencijska karakteristika
sustava.

= A(Q) — amplitudno frekvencijska karakteristika.
= @(Q) — fazno frekvencijska karakteristika.

19

zesen Prisilni odziv sustava
= zapobudu u(t)=Ue™*; U e Realni

kompleksna amplituda odziva je

H m H m-1
v = bm(_J-Q)n +h _1(—_19)”_1 +...+bOU “HjQU
a,(=jQ)" +a,,(-]Q)" +...+ 3

aodziv
Y(t)=UH (- jQ)e ™

20

zesor Prisilni odziv sustava
jot —jQt
= zapobudu u(t) = % =U cos(Qt)
odziv je
UH (jQ)e™ +UH (- jQ)e ™
y() = YHUR) h (i)

_UH(jQ)e™ +[UH(jQ)em‘ j
2 2

y()

21




zesen Prisilni odziv sustava
. jot
y(t) = 2R6{M}
2
y(t) = Re{U [H(jQ)| e (W]

y(t) =U|H (jQ)|cos(Qt+ £H (jQ))

22

S5

ZESQ

SIMULINK primjer

primjerl
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gﬁ@ Frekvencijska karakteristika
ZESOl o
kontinuiranog sustava
= zanaS primjer
_ 1
s*+0,2s+0,16
1

H(s)

~ (s+0,1- j0,3873)(s+ 0,1+ j0,3873)

1
(i)?+0,2(jQ)+0,16

H(jQ)=

24




Frekvencijska karakteristika
kontinuiranog sustava

ZESQ
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K Frekvencijske karakteristike

ZES0
3 Alw)
u R Q | AQ) | o(©)
1 R s Rl 00 62500 | 0.0000
. R 02 7.9057 |-0.3218
I T T
4 At 04  |125000 |-15708
I ot 06 | 42875 |-26012
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 08 1.9764 28198
9(®)
1.0 11581 |-2.9078
12 07679 | -2.9562
14 05490 |-2.9873
16 04130 | -3.0090
~ 18 03225 |-3.0252
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 20 0.2590 |-3.0378
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K Frekvencijske karakteristike

ZESQ
1

H(s)= - -
(s+0,1-j0,3873)(s+ 0,1+ j0,3873)

H(s) 0,413
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H(s) =
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Frekvencijske karakteristike
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gﬁ@ Diskretni sustavi — model s ulazno
ZESO iZlaznim varijablama

= opis linearnog sustava jednadzbom diferencija
ayn]+ayin-Y+a,y[n—-2]+...+a,y[n—N] =
=buln]+bun-1+bun-2]+....+b,u[n-M]
= rjeSenje ove jednadzbeje:
yinl = y[n]+y,[n]

= dakle, zbroj rjeSenja homogene jednadzbe i
partikularnog rjeSenja

29

. RjeSavanje nehomogene jednadzbe
zezso) diferencija
= Odredivanje partikularnog rjeSenja
» | agrangeova metoda varijacije parametara
= rjeSenje se dobiva u eksplicitnom obliku
» primjena rezultira s oZenim sumacijama
= Metoda neodredenog koeficijenta

= ograni¢ena na pobude oblika polinomai
eksponencijalnih nizova

= veliki broj pobuda moZe se aproksimirati gore
navedenim nizovima

= ¢eS¢e se upotrebljava u analizi sustava

10



, RjeSavanje nehomogene
ZESO] jednadzbe diferencija ...
» razmotrimo partikularno rjeSenje za
kompleksni eksponencijalni ulazni niz:
= pobuda eksponencijalog oblika

u[n]=Ue" =Uz"; e ee Kompleksni

= partikularno rjeSenje mozemo napisati u
obliku
y[n] =YZ"

= Ui Y su kompleksne amplitude pobude i odziva

ﬁ@ RjeSavanje nehomogene jednadzbe
ZESOI : >
diferencija ...
= uvrdtenjem pretpostavljenog rieSenja Yz' u
jednadzbu
(@, +az ' +a,z % +..+a,z ")z "=
= (b, +bz 7 +b,z %+ + b, z7M)UZ"
A2 YZ =B U2
paje kompleksna amplituda odziva

Y:@U :bo+blz‘_ll+...+sz‘_Z U=H(@U
A(2) 8 +taz +..+a,z

32

 RjeSavanje nehomogene jednadzbe
zezsol diferencija ...

» partikularno rjeSenje (prisilni odziv) je dakle
y[n]=H(ZUz"

» odziv nehomogene jednadzbe diferencija uz
pobudu u[n]=Uz" je prematome

y[n]=yu[n]+y,[n]
=Cq +Cq; +....+Cay + H(2uz"

11



Prijenosna funkcija diskretnog
ZES0l sustava
= transfer funkcija se definira kao
1 ~M
H(2)= t1j+blz_l+...+sz_N
aQ+az +...+a,z
amoze seformalno napisati iz jednadzbe
diferencija zamjenom operatora E** s brojem z*

» jednadZzbu diferencija
ayn+ayn-4+a,yn-2]+...+a,y[n-N] =
=huln]+buln-1+bun-2]+....+b,uln—M]

gﬁ@; Prijenosna funkcija diskretnog
ZESQ)! sustava

mozemo prikazati uz pomo¢ operatora za
pomak E*

{a,+aE* +a,E?+...+a,E™} yin] =
={by+bE*+B,E? +...+b, E™ juln]

gdieje (ayE™y)[n]2a,y[n-N]

jednadzba diferencija se moZe prikazati i kao

A(E)y=B(E)u

gﬁ@ Prijenosna funkcija diskretnog
ZESQ)! sustava

odnosno  y=H(E)u gdieje
_B(E) b+bE"+bE?+..+h,E™

H(E
(E) A(E) a+aE*+a,E*+..+a,E™

sloZeni operator kojeg treba interpretirati kao
jednadzbu diferencija
= premaprije kazanom dlijedi

~1 ~M
H(2)= b°+blz,l+m+bMZ,N
8tz +...+a,z .

12



zE@@ﬁ Primjer rjeSavanja nehomogene
jednadzbe diferencija

= Primjer: na¢i odziv diskretnog sustava
opisanog jednadzbom diferencija
yin]—0.8 2y[n—1]+0.64y{n—2]=u[n]
wz y[-1]=y[-2]=0

= neka je pobuda nepriguSena kompleksna
eksponencijaa:

u[n] =Uz" =Ue/" =1e/%%2™ = (0.7705+ j0.6374)"

=c05(0.227zn) + j sin(0.22zn)

; RjeSavanje nehomogene
ZESO jednadzbe diferencija ...

u[n] = e'°#™ = (0.7705+ j0.6374)" = cos(0.227n) + j sin(0.227zn)

kkkkk

§H§ RjeSavanje nehomogene jednadzbe
ZEsen .
diferencija ...
= jednadZbu diferencija se moZe rijeSiti korak
po korak n=0,1,2,..30 :

y{0]=1€+08 2-0-064-0=1
W1 =1€°%7+08 2-1-0.64-0=1902+ j0.637

39
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S5

ZESQ

korak 0:
korak 1:
korak 2:
korak 3:
korak 4:
korak 5:
korak 6:
korak 7:
korak 8:
korak 9:

Primjer rjeSavanja jednadzbe
diferencija

ul0)=1

u[1] = 0.77051+j0.63742
u[2] = 0.18738+j0.98229
u[3] = -0.48175+j0.87631
u[4] = -0.92978+j0.36812
u[5] = -0.95106- j0.30902
u[6] = -0.53583- j0.84433
u[7] = 0.12533-j0.99211
u[8] = 0.72897- j0.68455
u[9] = 0.99803- j0.06279

ylo] =1

y[1] = 1.9019+j0.6374
y[2] = 1.6991+j1.7035
y[3] = 0.2233+)2.3956
y[4] = -1.7645+{1.9882
y[5] = -3.0903+j0.4072
y[6] = -2.9028- j1.6561
y[7] = -1.1811- j3.1264
y[8] = 1.2506- j3.1617
y[9] = 3.1688-j1.6390

515,

ZESQ

Primjer rjeSavanja jednadzbe
diferencija
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ZESQ

Blok dijagram sustava

u[n yin]
N [l]
z1
<+ 0.8 yin-1
z1
0% yin-2

42
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zE@@ﬁ Primjer rjeSavanja nehomogene
jednadzbe diferencija

* rijeSimo sadaistu jednadzbu analiti¢ki
= rjeSenje homogene jednadzbe :

y[n]-0.8 2y[n-1]+0.64y[n—2]=0
@ Yo[n]=Cq"

1-0.8 2q*+0.64q°=0

SH@ Primjer rjeSavanja jednadzbe

ZESOI diferencija

Korijeni su:, =08e 4 =04 2(1+]), paizlazi :

ww=q¢+q¢=09%pm+g€f}

Partikularno rjeSenje oblika  y,[n] =H (e'°%")

-
1-08 2z'+0.64z°
1
1-08 267027 10.64(el°%")”

H(2)

H (ej 0,2271) —

Y=H (ejo,zzﬂ) 1=354 - j1.32= 3.78g 101147

ej0,22/m

=354 - j1.32=3.78¢ 10147

ﬁ@ Primjer rjeSavanja nehomogene

ZESO0 jednadZbe diferencija

paje partikularno rjeSenje

yp[n] = (354 - jl_32)ej0.22/rn

Kompletno rjeSenjetj. totalni odziv je:

il = yyln +y,[n] =

=0.8" |:Clei4n +Czej4n:|+ (354 - J._,]"32)(:,210,227rn

zan=0

15



ZE@@ﬁ _Pri mj er rj e&_ivanj a _nehomogene
jednadzbe diferencija
* iz polazne jednadzbe;
yin]-0.8 2y[n-1]+0.64y{n-2] =1-€'*"
zan=0,1 dlijedi
y0=1.€+08 2-0-064-0=1

1] =1.€°%"+08 2-1-064-0=1902+ j0.637
vrijednost kompletnog rieSenjazan=0,1 :
V0]=1=C, +C, +354—|-132

11=1.902+j-0.637=08|Ce'* +C,e '* |+(354— j - 1.32) €02~
2
46

Primjer rjeSavanja nehomogene

sl jednadzbe diferencija

dobivamo:
C,=-246+ | -0.86=2.6060. 2%
C,=-0.08+j-046= 0.4669- ™
yinl=y,[n]+y,[n]=

-08 {cleU” +c2e"4"}+ (354 - j1.32)€°2™ zan>0

378 101147

V=08’ {2.61@2%‘3" + 0.467e“'7“e_13"}+3.789‘j°'114” glozm

a7

5@ Primjer rjeSavanja nehomogene

ZES0l . - . .
jednadzbe diferencija
Pogledajmo sada razdvojene odzive:
partikularno rjeSenje: yp[n]=Y-e"
vlastito titranje sustava

ili komplementarno
rj e§en] € yv[n] = C1q1n + Czqzn

16
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zE@@ﬁ Primjer rjeSavanja nehomogene
jednadzbe diferencija

= obzirom daje |g,|=|g,/=0.8, vlastito titranje
sustavatrne u nulu proporcionalno sa 0.8"

= zalinearne sustave kod kojih su moduli svih
korijena karakteristi¢nog polinoma |g;|<1,0dziv
sustava y[n] natrajnu periodi¢ku pobudu postaje
jednak prisilnom odzivu y,[n] zaveliki n

= ... vladtitotitranjey,[n] itezava, i kaZzemo da
je sustav uSao u stacionarno stanje.

52

gﬁ@ RjeSavanje nehomogene jednadzbe
ESOI
diferencija ...

» H(2) je prijenosna funkcija

= prijenosnaili transfer funkcija daje odnos
kompleksnih amplituda prisilnog odzivai
pobude, kad je pobuda Uz"

H(2)= B(2) _ Y,Inl Y'Y

A2 un| . U U

u[n]=UzZ

= pokazano je da se transfer funkcija moze lako
napisati iz jednadzbe diferencijaformanom

zamjenom operatora E* s brojem z*

gﬁ@ Prijenosna funkcija diskretnog
ZES0l sustava

= prijenosnu funkciju:

H(2) = h)+blz +.. +mz jso
a,+az i +aNz z

az’
=0
moZemo pisati i u obliku y
b 2"
M-1 z ]
H(z) = 2™ 2" +hZ" by _ ZN-M) i=0
M+t +. +a &SN
8 zajz i

18



5@‘ Prijenosna funkcija diskretnog
ZESO]
sustava

®» prijenosnu funkciju mozemo pisati uz pomoé
produkta korijenih faktora:

MO M ~
Zj:obiz J _E. Hj:l(l_zjz )

z;\lzoaj z ) % H:'\lzl(l_ p; Zﬁl)
= odnosno u obliku

M r "
237" & [].(z-p)

2,2, ...,y sunuleap,, p,, ..., Py Polovi prijenosne
funkcije 5

H(7)=

H(2)=

gﬁ@ RjeSavanje nehomogene jednadzbe
ZESO I .
diferencija ...

» partikularno rjeSenje (prisilni odziv) je dakle
Y [n=H(@Uz"
» 0visno 0 z, partikularni niz moze biti
= rastuéi ili padajuéi aperiodi¢anili valovit
= stalan ili periodi¢an
» |inearna kombinacija eksponencijala moze dati
realni kosinusni niz

re! +re 1" = 2r cos(wn)

5@‘ RjeSavanje nehomogene jednadzbe
2ES ) I .
diferencija ...
» zapobudu  u[n]=Uz"=U(D"
partikularno rjeSenje je
y,[n]=Yz"=(H(2uUz") =HO-U-@

z=

» zapobudu u[n]=Uz"=U(-D)"
partikularno rjeSenje je
Yo[n]=Y2"=(H@UZ'") _ =H()-U-(-D"

z=
57
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> RjeSavanje nehomogene jednadzbe
ZES0]

diferencija ...
= zapobudu u[n]=Uz"=U(e'")"=e'"zaU =1
partikularno rjeSenje je

y,[n]=Yz"=(H(2UzZ") , =H(e")e"

" paje
o Mo
H(E") = q)+bleijw+...+bMeiij
a,+ae'”+...+a,€
frekvencijska karakteristika diskretnog sustava

58

Seson Frekvencijska karakteristika

= frekvencijska karakteristika diskretnog sustava

o Mo
H(e”) = b, +bleijw+...+bMe7ij
a,+ae’”+...+a€

H(g®) funkcija od & vrijednost transfer funkcije
go = d(wr2n) zaz= d°jeperiodi¢nas 2n

H(e®)=H,(g°)+ H(e)
= A(w)go©

Aw) = H(e“)]
o(w) = arg(H(e?))

59

5@‘ RjeSavanje nehomogene jednadzbe
2O diferencija ...
= zaprije zadani sustav
y[n]-0.8 2y[n-1]+0.64y[n—2]=u[n]
uz y[-1]=y[-2]=0
= | pobudu
u[n] =Uz" = *" = e/
prijenosnafunkcijaje

H(2)= 1

(1-0.8 2z +0.64272)

20



“sso1 Frekvencijska karakteristika

= afrekvencijskakarakteristika

1
" (1-08 2617 +06465)

H(E?)
= frekvencijsku karakteristiku izratunavamo iz

H(D)| . =HE")

61

“eso1 Frekvencijska kar akteristika

freqz3d 62

zeso1 Frekvencijska karakteristika
= za konkretnu frekvenciju pobude omjer
kompleksne amplitude odzivai pobude je
0=0,227r =
CICAE A ! —— =354 - j1.32
1-0.8 2e'°%7 +0.64(e°*")

= odredimo omjer kompleksne amplitude
odzivau stacionarnom stanju i pobude za
joS nekoliko frekvencija:
w=0, 0157, 0.207, 0.237, 0.257, 0.27 7,

videodlip 9 0307, 0357, 047, 057, 0.7 &
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Seson Frekvencijska karakteristika

= frekvencijska karakteristika danog sustava

]je

primjer

515 Frekvencijska karakteristika
ZESOI
.w 1
H(E") = . .
amplituda @-o08 267W+0.64€72]w)
-1 T 3n
4
4
17 1 L L L I 1 »
f-s-6-4-20246810125’
L\
a8 - 2 0 4 75\}/10 2o

ZESQ

H(E?)

1

5@ Frekvencijska karakteristika

" (1-08 26 +064e2)

Koeficijent {a} i {b} surealni te vrijedi

H(elo)= H*(g9) —> H,(%) i A(w) parne funkcije od
H,(d9) i ¢(w) neparne funkc. od ®

22



. Frekvencijske karakteristike
ZEson vremenski diskretnog sustava ...

» Frekvencijska karakteristika se moze odrediti
grafi¢ki iz

[1z-2)

H(z2=K-22—

H(Z—qi)

pra¢enjem apsolutne vrijednosti [H(€®)| i
argumenta H(e®) transfer funkcije na
jediniénoj kruznici z= € ravnine z

67

5%@ Frekvencijske karakteristike

O \remenski diskretnog sustava ...
I1le” - 2)|
H(")|=K P2
[T [te” - a)

agH(e”) =) | age” -z)-age” -q) |

= svaki korijeni faktor transfer funkcije daje
svoj individualni doprinos modulu
(multiplikativno) i fazi (aditivno).

z‘%ﬁgﬁ Frekvencijske karakteristike
vremenski diskretnog sustava ...

= grafi¢ki prikaz u polarnom koordinatnom
sustavu

Im
o
1 &%z
korjeni faktori — vektori

(O}

69
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zE@@ﬁ Frekvencijske karakteristike
vremenski diskretnog sustava ...

vrijednost transfer funkcije na frekvenciji o
¢, {d} - udajenost tocke na
H (€)=K kruznici & do nultocki {z}
U" {l}} - udaljenost tocke na
kruznici € do polova{p}
fazni kut transfer funkcije

M N | = ar do) - ara(z
agHE) =3 -3y, o, = arg(e®) - arg(z)

v, = arg(e®) - arg(p;) .

 Frekvencijske karakteristike
Zzson  Vremenski diskretnog sustava ...

Primjer:

Im V1
O - N

jo d1 /
H(e )‘:KE &

arg H(ev)=¢-(‘¥, + ')

71

z‘%ﬁgﬁ Frekvencijske karakteristike
vremenski diskretnog sustava ...

Zanas primjer

1
H(z)=—————
= e

@z:ei“’

H(e?) 1

(@-q)e”-q)
o 1
‘H(éw)‘_\(é”—aaaﬂ”"‘)(éw—aae-i”"‘)\

12.mov
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