Povratna veza — automati bez ulaza
ZESel (primjeri a,bi ¢ - zakljucak)
= zakljucéujemo da automati u primjerimab i ¢
ne mogu biti spojeni u povratnu vezu kako je
to prikazano

= jedinamoguénost ovako konstruirane povratne
veze je zaautomat u primjeru a

{ne}/ne

{da}/ n@
{da}/da

{ne}/da

gﬁ@ Povratna veza — izlaz odreden
ZESQ)! stanjem

{ne}/ne
{ne}/da
{ {da}/ne 1

{da}/da

» ovojeujedno i primjer automata za koji
vrijedi dajeizlaz odreden stanjem jer je
jednak za obamoguca ulazna znaka

» dakley(n)=ne zax(n)=1i y(n)=da zax(n)=2

gﬁﬁ Povratna veza — izlaz odreden
ZES0 stanjem
» kaZzemo daautomat A imaizlaz odreden
stanjem ako za svako dostupno stanje
X(n)e Sanja,
postoji jedinstveni izlazni znak y(n)=b koji ovisi
samo o X(n) ane ovisi 0 ulaznom znaku

= dakle
idaz, (x(n),u(n))=b

= o¢igledno je da je automat s povratnom vezom
dobro-formiran




Povratna veza — izlaz odreden
ZESQ)! stanjem

» zaovg specijani sluég automat opisujemo

Stanja= Stanja,
Ulaz ={djeluj,odsutan}
IZaz = |Zazi,
pocetnoStanje= pocetnoStanje,
FunkcijaPrijelaza(x(n),u(n)) =
FunkcijaPrijelaza, (x(n),b),
gdjejeb jedinstveni izlazni znak u stanju x(n) ako u(n) = djeluj
(x(n),y(n)) ako u(n)=odsutan

5@, Povratna veza — izlaz odreden
ZES0 stanjem
= ako se automat sizlazom odredenim stanjem
kombinira s bilo kojim drugim automatom u
$p0j s povrathom vezom rezultirgjuéi spoj ¢e
biti dobro-formiran
= primjer: kombinacija automata iz prethodnih
primjeraai b
= automat A imaizlaz odreden stanjem a
automat B ne

= ukupna kombinacija je dobro-formirana

gﬁﬁ Povratna veza — izlaz odreden

ZEs0l stanjem
{ne}/ne (ne}fda e':“j}/”e
{da,
{da}/ne ne} {da,
{dieijuj, {da}/da — {dieluj}/ne ne}
odsutan} —
{djeljuj,
ocaan @ @
{ne}/da
(dapiie {dieluj}/da
{da}/ne
{djeitj}/da




Povratna veza — izlaz odreden

ZESO] stanjem
{ne}/ne {ne/da
{da,

|| [{eaine nef
{dieljuj, {da}/da
odsutan}
— trenutno | (naredno stanje, izlaz) za

stanje ulaz
dielyj odsutan

{ne}/da

(1,1) | ((22).ne) | ((1,1),0dsutan)
(22) |((21),da) |((2,2),0dsutan)
(1,2) | ((1,2),ne) |((1,2),0dsutan)

{da}/ne

{da}/ne

(21) |((21).da) | ((2,1),0dsutan)

Zesol Povratna veza — automati s ulazom

. X (Stanja,Ulaz, 1Zlazi, FunkcijaPrijelaza, pocetnoStanje) .
Ulazi| Ulazi |zaz | 2azf

(Sanja,,Ulaz,, 1zZaz,, FunkcijaPrijelaza,, pocetnoSanje,)

DMM 1Zazi,, c Ulazi,, mmg

» razmatramo dakle automat s dva ulazai dva
izlaza u spoju s povrathom vezom pri ¢emu je
drugi izlaz spojen na drugi ulaz

= zelimo definirati sloZeni automat oznaten petorkom
(Stanja, Ulaz, 14az, FunkcijaPrijelaza,
pocetnoStanje) svjetloplavim blokom

Zeson  Povratna veza — automati s ulazom
» ulaziiizlazi automata A su oblika
Ulazi, =Ulaz , xUlaz ,,
|Zazi, = |12azi,, x12daz,,
» jzZlaznafunkcijaod A je
izlaz, : Sanja, xUlazi, — lzaz,
= odnosno

iZaz, =(idaz,,idaz,,)




Zesol Povratna veza — automati s ulazom

gdje
izlaz,, : Stanja, xUlazi, — ldaz,,
dajeizlazni znak naprvom izlazu a
izlaz,, : Stanja, xUlazi, — lzaz,,

na drugom

10

Zesol Povratna veza — automati s ulazom

neka su zaautomat A u n-tom koraku x(n) € Stanja
i trenutni vanjski ulazni znak u,(n) € Ulazi ,,

nas problem je odrediti “nepoznati” izlazni znak
(y,(n),y,(n)) e 1zdazi, tako davrijedi
idaz, (x(n), (w(n), y,(n)) = (y2(n), y,(n))

znak y,(n) se pojavljuje na obje stranejer je drugi
ulaz u,(n) u automat jednak y,(n)

11

515,

ZESQ

Povratna veza — automati s ulazom
izlaznu jednadZbu mozemo pisati
izaz,, (x(n), (u,(n), y,(n)) = y,(n)
idaz,,(x(n), (u,(n), y,(n))) = y,(n)
u ovim jednadzbamax(n) i u,(n) su poznati a
y1(n) i y,(n) su nepoznati

druga jednadZba ukazuje da ¢e jedinstveno rjeSenje
biti moguce samo za dobro-formirane automate

12




ZBsol Povratna veza — automati s ulazom

X (Stanja,Ulaz, |zlazi, FunkcijaPrijel aza, pocetnoStanje) :
Ulazi ,, | Zazi

(Sanja,,Ulazi,, IZaz ,, FunkcijaPrijelaza,, pocetnoSanje, )

BlwAz |azi,, cUlaz,, Izlazig

= kazemo da ¢e automat s povratnom vezom biti
dobro-formiran ako za svako dostupno stanje

X(n)e Stanja, i zasvaki vanjski znak u,(n)e Ulaz

postoji jedinstveni izlazni simbol Y, (n)e 1Zaz,,
koji zadovoljava jednadzbu

izaz,, (x(n), (u(n), y,(n))) = y,(n) s

Zesol Povratna veza — automati s ulazom

= zadobro-formirani automat vrijedi

Stanja = Stanja,

Ulaz =Ulazi,,

IZazi = 1daz,,

pocetnoStanje= pocetnotanje,

FunkcijaPrijelaza(x(n),u(n)) = (narednoStanje( x(n), u(n)),izaz(x(n),u(n))):

narednoSanje(x(n),u(n)) = narednoStanje, (x(n), (u(n), y,(n))) i

izlaz(x(n),u(n)) =izaz, (x(n),(u(n), y,(n))) gdiejey,(n) jedinstveno
rjeSenje jednadzbe izlaz,, (x(n), (u(n), y,(n)) = ,(n)

14

ﬁ@ Povratna veza — automati s
ZESOL
ulazom

= primjer

u|y Vne Realni,
X(n+1) = 0.5x(n) +u,(n) +u,(n)

u.
2y () =x(n)
I" A

» A imadvaulazai jedanizlaz
Ulazi, = Realnix Realni, |zaz, = Realni
i stanja Stanja, = Realni

15




ﬁﬁ@ Povratna veza — automati s

ZESOI
ulazom

= prematome A ima beskonacni ulazni i izlazni
alfabet te beskonatno mnogo stanja

= U n-tom koraku oznatavamo par ulaznih
vrijednosti s (u,(n), u,(n)), trenutno stanje sa
x(n), naredno stanje sax(n+1) i izlaz sy(n)

= funkcijaprijelazajetada
(x(n+1), y(n)) = FunkcijaPrijelaza(x(n), (u,(n),u,(n)))
=(0.5x(n) +u, () +u,(n), x(n))

16

ﬁ@ Povratna veza — automati s
ZESOL
ulazom

= ekvivaentno pisemo

x(n+1) = narednoStanje, (x(n), (u,(n),u,(n)))
= 0.5x(n) +u,(n) +u,(n)

y(n) =izaz, (x(n), (uy(n),u, (n)) = x(n)

= o¢igledno je daovg automat imaizlaz
odreden stanjem

17

5@‘ Povratna veza — automati s
ZES0l
ulazom

= povratnavezapovezujeizlazi drugi ulaz,

U,(n) = y(n) paje izaz, (x(n), (u(n),u,(n)))=u,(n)
= jz¢egadijedi  x(n)=u,(n)
= kako je u,(n) = u(n)
= potpuni je opis automata s povrathom vezom

Ulazi = Realni, lzZlazi = Realni, Sanja= Realni
FunkcijaPrijelaza(x(n),u(n)) =

=(0.5x(n) +u(n) + x(n), x(n)) = (1.5x(n) +u(n), x(n))

18




#  povratna veza — automati s
ZESOL
ulazom

= finalno
u |y Vne Realni, y
X(n+1) = 0.5x(n) +u,(n) +u,(n)

u.
2y y(n)=x(n)
I" A

Vne Realni,
e X(n+1) =1.5x(n) +u(n) —

y(n) = x(n)

19

ﬁ@ Automati s beskonacnim brojem
ZESQ)! .
o ) Stanja )
= yanaizi konatnih automata pokazano je
kako je moguée potpuno opisati ponaSanje
sustava uz poznavanje ulaznog niza
znakova te kona¢hog broja stanja sustava
(koje predstavlja proS ost sustava)
= vaznu ulogu imaju sustavi s beskonagnim
brojem stanja
= razmatramo sustave za koje:
» prostor stanja te ulazni i iZazni alfabeti su numericki
skupovi
» FunkcijaPrijelazajelinerarna

20

I

ZESOl Automati

= posebno serazmatrgju sustavi s

Sanja = RealniN

Ulazi = RealniM

|Zazi = RealniX
= Realni Realni
§ | Rein | MO SEoL e [
" J— diferencija
8| Reani | sanja= ReaniN | Realni
5 L — SN

= RealniK

|1daz

21




Z’E@@ﬁ Automati

= dakle, sustav imaM razli¢itih ulazai K
razli¢itih izlaza

» ovakvi sustavi nazivaju se MIMO sustavi —
Multiple-Input, Multiple-Output

» kadaje M = K =1 sustav se naziva SISO
sustav — Single-1nput, Single-Output

stanje je N-torka s N realnih elemenata

» N se naziva dimenzijom sustava

22

S5

ESO)! Automati

= primjer: stereo audio sustav je MIMO
sustav s M=K=2 anovi audio sustavi
kuénog kinasu MIMO sustavi sM=K=5

23

515,

ESO)! Automati

= vVazno:
zane Prirodni,
u(n)e Realni®  x(n)e Realni™ y(n)e Realni®
ali su ovo nizovi
ue [Prirodni0 — Realni" J

Xe [Prirodni0 - Realni”]

ye [PrirodniO - RealniK]

24




ZESON Automati
= definiramo MIMO diskretni sustav kao
beskonaéni automat
D = (Sanja,Ulaz, |Zaz,

FunkcijaPrijelaza, pocetnoStanje)
uz Stanja - prostor stanja

Ulaz - ulazni prostor
|daz —izlazni prostor
pocethoStanje — pocéetno stanje
FunkcijaPrijelaza: StanjaxUlaz
— Sanjaxldazi =

Qﬁﬁ@ Automati

ZESQ)!
= ovdjeje FunkcijaPrijelaza

FunkcijaPrijelaza: Realni™ x Realni"

— Realni™ x Realni©

» FunkcijaPrijelaza se razlaze nadvije
funkcije narednoStanjei izZlaz

narednoStanje: Realni™ x Realni" — Realni"
izlaz: Realni™ x Realni — Realni®
Vxe Realni™,Vue Realni",
FunkcijaPrijelaza(x, u) = (narednoStanje(x, u),izlaz(x,

ﬁ@ Automati

ZESQ)!
= zadani ulazni niz u(0), u(l), .... M-torki iz
skupa RealniM, sustav rekurzivno generira
odziv stanja, dakle niz, x(0), x(1), .... N-torki
iz skupa RealniN i odziv izlazay(0), y(1), ....
K-torki iz skupa Realni¥ kako dlijedi
X(0) = pocetnoStanje

jednadzba prijelaza u naredno stanje je

Vne Cjelobrojni,n>0, x(n+1) = narednoSanje(x(n),u(n))
izlazna jednadzbaje

Vne Cjelobrojni,n>0, y(n)=izaz(x(n),u(n))

27




U Automati
ZESO]

= u dosadaSnjim razmatranjima automatan je
predstavljao korak u kojem promatramo
automat

= ako se korak n promotri kao neki trenutak
vremenanT, gdje je T razmak izmedu koraka
tada n nazivamo vremenskim indeksom (ili
opet korakom)

= govorimo o vremenski diskretnim sustavima

= u(n), y(n) imaju realne, fizikalne vrijednosti za
svaki korak ni ovdje se ne koristi znak odsutan

5@ Oznake

ZESQ

= vremenski indeks (ili korak) njeiz skupa
cjelobrojnih brojeva paje u(n) vremenski
diskretan signal

= vedina autorai vizualno naglaSava diskretnost
signala oznacavajuci gakao u[n]

= precizna definicija domene potpuno definira
signal (i sustav) no ovg vizuani dodatak daje
bolju preglednost u izrazima u kojima domena
moZe biti i diskretnai realna

29

ﬁ@‘ Automati

ZESQ

» ako FunkcijaPrijelaza ovis 0 vremenskom
indeksu n tada govorimo o vremenski
promjenljivom sustavu, ina¢e seradi o
vremenski stalnom sustavu

= jsto tako FunkcijaPrijelaza odreduje linearnost
odnosno nelinearnost sustava

10



i Linearnost
ZESO]

= funkcijaf:RealniN—RealniMje linearna ako

Vae Realni,Vue Realni™,Vve Realni™ vrijedi
f (au) = af (u) homogenost
f(u+v)=f(u)+ f(v) aditivnost
= ovadva svojstva zajedno su ekvivalentni
Svojstvu superpozcije
Va,be Realni,Vu,ve Realni" vrijedi
f (au+bv) = af (u) +bf (v)

31

ﬁ@ Linearnost

ZES0l
» svaka matricadefiniralinearnu funkciju na
slijede¢i nagin
nekaje A matricadimenzije Mx N tada je
funkcija
f :Realni® — Realni" definiranas

Vxe Realni™, f(x)=Ax
» pokaZimo da svaka linearna funkcijamoze biti
prikazana s ovakvom matri¢nom
multiplikacijom kao $to to vrijedi za skalarni

duég Vxe Realni, f(x)=ax

32

ﬁ@‘ Linearnost

ZES0l
= definirgju se vektori
1 0 0
0 1 0
€ = 6 = I & =
0 0 1

= Uz pomo¢ njih moZemo prikazati bilo koji
vektor xe Realni" kao sumu
X=XE 4 X8 + e + X €\
gdjejex; (skalar) i-ti element vektorax

11



i Linearnost
ZESO]

= Koriste¢i svojstvo superpozicije
y=t(X)=xf(e)+xf(&)+..... +x, f(ey)
= piSemo stupcani vektor f(e))e Realni" kao
&
f(e)= %

Ay, |

ﬁ@‘ Linearnost

ZES0l
» pagornjajednadzba
y=T(X)=xTf(e)+xf(&)+..... +x, f(ey)

prelazi u
Y1 a, a, a
Y2 & P &GN
y= =X +X, + e, + Xy
Ym Ay 1 Ay 2 VRN

ﬁ@‘ Linearnost

ZESQ

Y1 ap;  Ap e Ay || X

ol Vo || 2 B | %

Yu Qi 8ua - Bun X
odnosno y = Ax
gdjeje A matricadimenzije MxN

A=[a;1<i<M, I<j<N]

12



ﬁﬁﬁ Linearni vremenski diskretni sustavi
IESO)!

= razmotrimo diskretni sustav opisan s
Stanja = Realni™ ,Ulazi = Realni", 1Zaz = Realni®
i jednadzbama
Vne Cjelobrojni,
x[n+1] = narednoStanje( x[n],u[n])

y[n]=idaz(x[n],u[n])
» zasustav kazemo daje linearan ako je pogetno

stanje N-torka nulai ako su funkcije
narednoSanjei izZlaz linearne &

Sﬁg Linearni vremenski diskretni sustavi
ZES0I
» ako su funkcije narednoStanjei izZlaz linearnei
vremenski stalne (ne mijenjgju se s vremenom)
govorimo o vremenski stalnom linearnom
diskretnom sustavu — LTI (linear time —
invariant system)

§H§ Linearni vremenski diskretni sustavi
ESO)!

» razmotrimo ponovo jednadzbu stanja
x[n+1] = narednoStanje( x[n],u[n])

» ako uredeni par (x[n],u[n]) zamidimo kao
(N+M)-torku u kojoj prvih N elemenata
predstavljax[n] i preostalih M elemenata

predstavljgju u[n] tada bilo koju linearnu
funkciju narednoStanje moZzemo prikazati kao

narednoStanje(x[n],u[n])= P(x[n],u[n])
gdje je P matrica dimenzije Nx(N+M)

39
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- Linearni vremenski diskretni sustavi
ZES0N - [A,B,C,D] prikaz

» kako seprvih N stupacaod P (oznatimo ih s A)
mnoZi sax[n] apreostalih M stupaca
(oznagimo ih s B) su[n] vrijedi
narednoStanje(x[n],u[n]) = Ax[n]+ Bu[n]
gdje je A matricadimenzije NxN a B dimenzije
NxM

» di¢no vrijedi zaizlaznu funkciju

iaz(x[n],u[n])=Cx[n]+Du[n]

gdiejeC dimenzije KxN aD dimenzije K xM 4

gﬁ@ Linearni vremenski diskretni sustavi
ZES0N - [A,B,C,D] prikaz

» model s varijablama stanja diskretnog
vremenski stalnog linearnog sustava je dakle
Stanja = Realni™,Ulazi = Realni", |Zazi = Realni®

x[n+1]= Ax[n]+Bu[n]
y[n]=Cx[n]+Du[n]

» ova) natin prikaza sustavanazivasei [ A, B,C,D]
prikaz

41

gﬁ@ Linearni vremenski diskretni sustavi

ZESO [AB,C,D] prikaz - primjer
» nekaje zadan diskretni sustav s [A,B,C,D]
prikazom
Sanja = Realni®,Ulazi = Realni, [Xl[”*l] 0 1 0x[n 0}

) ) X [n+1]{=| 0 0 1 |[%[n]|+|0 [u[n]
|42z = Realni x[n+1] [-a -a, -a|xn]] [b
x[n+1]= Ax[n]+Bu[n] [x[n]
y[n]=Cx[n]+Du[n] ylnl=[-a -a, allkli:} +[byJuln]

» dakle N=3, M=1, K=11j. sustav je tre¢eg redali
imajedan ulaz i jedan izlaz

» raspiSimo jednadZbu narednog stanjai izlaznu
]ednadibu 2

14



~ Linearni vremenski diskretni sustavi
ZESO [A,B,C,D] prikaz - primjer
X [n+1]=x[n]
X, [n+1]=x;[n]
¥, [n+1]=-a;x[n]-a,%[n]-ax[n]+bu[n]
y[n]=-a;x [n]-a,x, [n]-ax[n]+bu[n]
» prikazimo zadani sustav uz pomo¢ modela ulaz
izlaz $to postizemo eliminacijom X;, X, i X,
v jztrecei cetvrte jednadzbe dijedi
X[n+1] =y[n]

gﬁ@ Linearni vremenski diskretni sustavi
eSO [A,B,C,D] prikaz - primjer
= iz xn+1] = y[n] slijed
%[n]=y[n-1]= x,[n+1]=y[n-1] =
X, [n]=y[n-2]= x[n+1]=y[n-2]=
% [n]=y[n-3]
m uvrstimo i X, X, i X5 U &etvrtu jednadzbu dijedi
y[n]=-ay[n-3]-a,y[n-2]-ay[n-1]+bu[n]
= odnosno
y[n]+ay[n-1]+ay[n-2]+ay[n-3]=bu[n],

gﬁ@ Linearni vremenski diskretni sustavi
ZESOI [A,B,C,D] prikaz - primjer
= zadani primjer pokazano je da sustav moze biti

zadan modelom s varijablama stanja dakle
jednadzbom stanjai izlaznom jednadzbom

x[n+1] 0 1 ofx[n]| o
X, [n+1] [ 0 1| x[n] O}u[n]
x[n+1]| [-a, -a, -a][x[n]] b
x[n]
y[n]=[-a, -a, -a] XQﬂ +[byJun]
X;[n
® ili modelom ulaz-izlaz dakle jednadZbom
diferencija
y[n]+ay[n-1]+a,y[n-2]+a,y[n-3]=bu[n],

+

15



- Linearni vremenski kontinuirani sustavi
ZESOI [A,B,C,D] prikaz - primjer

» pokazano je davremenski kontinuirani sustav
mozemo prikazati s diferencijalnom
jednadzbom (model ulaz —izlaz)

y(t)+d,y(t) +d,y(t) + dyy(t) = cou(t)
= dahi rijesili ovu jednadZbu trebamo poznavati
y(0), y(0) i ¥(0)

» ako pocetne uvjete interpretiramo kao poc¢etna

stanjamogu¢ je dijededi izbor stanja zadanog

kontinuiranog sustava 4

gﬁ@ Linearni vremenski kontinuirani sustavi
ZESOI [A,B,C,D] prikaz - primjer

x (0 =y(), %t)=y(1), x(t)=y(t)

= deriviranjem X;, X,, X5

%, (1) = y(t) = %, (t) = %,(t)

% (1) = J(t) = %, (t) = x5 (t)

%, (1) = V(1) = %(t) = —dgX (t) — d,%, (1) — d, %, (t) + cu(t)
y(t) = %, (t) +0- X, (t) +0- X, (t) + 0-u(t)

a7

gﬁ@ Linearni vremenski kontinuirani sustavi
ZESOI [A,B,C,D] prikaz - primjer

* piSemo pomoéu matrica

%, (t) 0 1 o]x®m] /o
L) =] 0 0 1 |[x(t)]|+] 0 |u(t)
Xs(t) _do _dl _dz Xs(t) Co

X (t)
y(t)=[1 0 O]{w) +[0]u(t)

X(t)

16



Linearni vremenski kontinuirani sustavi
ZESOI [A,B,C,D] prikaz - primjer

» dakle jednadZba stanjai izlazna jednadzba

Stanja= Realni™,Ulazi = Realni", 1Zazi = Realni®
%(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

49

gﬁ@ Usporedba diskretnih i kontinuiranih
sustava

[A,B,C,D] prikaz - primjer

= usporedimo

y[n]+ay[n-1]+ay[n-2]+ay[n-3]=buln] )+ d,jit)+d,yt) +dy(t) = cu(t)

ZESQ

[ x[n+1] [o 1 oTxn]] o x®] T0 1 0]x®m] [0
x[n+1]{=| 0 0 1 |[x[n]|+ O}I[n] [)@(t)}{ 0 1 [[%(t)[+| O |u(t)
L s[n+1]] (-8 -a, -a || x[n]] [b %®] |-dy —d -d, | %®] |c

% [n] X ()
ylnl=[-a; -a, -a] x[n]|+[b]u[n] y()=[1 0 0] x,(t) |+[0]u(t)

%[n] %(t)
x[n+1]= Ax[n]+ Bu[n] X(t) = AX(t) + Bu(t)
y[n]=Cx[n]+Du[n] y(t) = Cx(t) + Du(t) .

gﬁ@ Linearni vremenski diskretni sustavi
ESOI - primjer
= primjer generiranjajeke (eho efekta) signala
koja se moZe posti¢i realizacijom jednadzbe
diferencija
y[n]=u[n]+ay[n-N]

» nekaje
0 zan<O

N=4, =06, u[n]={1 zan=01
0 zan>1

17



Linearni vremenski diskretni sustavi
ESO)! primjer
» jednadZbaje dakle

y[n]=u[n]+0.6y[n-4]

» ragunamo korak po korak
y[0]=u[n]+0.6y[-4]=1+0,6*0=1
y[1]=u[1]+0.6y[-3]=1+0,6*0=1
y[2]=u[2]+0.6y[-2]=0+0,6*0=0
y[3]=u[3]+0.6y[-1]=0+0,6*0=0
y[4]=u[4]+0.6y[0]=0+0,6*1=0.6
y[5]=u[5]+0.6y[1]=0+0,6*1=0.6
y[6]=u[6]+0.6y[2]=0+0,6*0=0

5 35 35 5 S
[T T TR TR
O N WN P O
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gﬁ@ Linearni vremenski diskretni sustavi
ZESO] primjer
= 0dziv mozemo prikazati slikom

| |

| | | | | |
8t —F+ — 4 — —l——F -+t - - ===

S T R S B N _

| | | | | | |
PILU s e BBt s M B
ZosH —|f -4 -l — b b
H L A

| | | |

-+ -4 - ===

\ | | |

|

\

|||||

gﬁg Linearni vremenski diskretni sustavi
ESO)! primjer
= konstruirgimo model s varijablama stanja
» polaznajednadZzbaje
y[n]=u[n]+0.6y[n-4]
= napiSimo je u ovom obliku
y[n]=0.6y[n—4]+0y[n-3]
+0y[n-2]+0y[n-1]+u[n]
= pogodno je izabrati
x[n]=y[n-4].%[n]=y[n-3]
¥, [n]=y[n-2], x,[n]=y[n-1]

18



Linearni vremenski diskretni sustavi
ZES0l primer
= dijedi
y[n]=0.6x [n]+u[n]
[n]=y[n-4]=x[n+1]=y[n-3]=x,[n]
o[n]=y[n-3]= x,[n+1] = y[n-2]=x[n]
[n]=y[n-2]= x[n+1]=y[n-1]=x,[n]
[

®» iz ovoga dlijede jednadzbe stanjai izlazna
jednadzba

gﬁ@ Linearni vremenski diskretni sustavi
ESO)! primjer

= dakleiz
x[n]=y[n-4]= x[n+1]= y[n-3] = x, [n]
% [n]=y[n-3]= x[n+1] = y[n-2]=x[n] N
%[n] = y[n-2]= x[n+1] = y[n-1]= x,[n] {
x,[n]=y[n-1]= x,[n+1] = y[n] =0.6x [n]+u[n]

gﬁ@ Linearni vremenski diskretni sustavi
ZESI primjer
= dakle opet su moguéa dva prikaza
model s varijablama stanja

% [n+1] 0 1 0 0| x[n]| [0
%, [n+1] |0 010 %,[n] . 0 uln]
%,[n+1] 0 0 0 1| x[n]| |0
x[n+1]| (06 0 0 0] x[n]| [1

x[n]
y[n=[o6 0 o o

oy 710

x[n]

mode ulaz - izlaz
y[n]-0.6y[n—4]=un]

57
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.jeka govornog signalay(n) =u(n) +0.6y(n—N
ZEgal

Characteristics of a potential hire
how much can the university curriculum influence 7 <

59

a1 Vremenski diskretni signali

= vremenski diskretni signali definirani susamou
diskretnim trenucima vremena

= nekaje signa nekiDiskretanSgnal vremenski
diskretni signal i mozemo ga prikazati

neki DiskretanSgnal : DiskretnoVrijeme— Real ni

gdje je DiskretnoVrijeme=[0,1/11025, .... , 99225/11025]
skup diskretnih trenutaka vremena u kojem je definiran
signal

20



Diskretni signali i otipkavanje

ZESQ)! .
(uzorkovanje)

= vremenski kontinuirani signal Glazba otipkan
frekvencijom otipkavanja 10 kHz (interva
otipkavanja T=0.0001 sekundi) definiran je
samo u diskretnim trenucima vremena

OtipkanaGlazba : {0,0.0001,0.0002, ....,9.9999,10} — Tlak
s pridruZivanjem
OtipkanaGlazba(t) = Glazba(t)

Vte {0,0.0001,0.0002, ...,9.9999,10}

61

Seson Diskretni signali

= bez obzira na natin generiranja vremenski
diskretnog signala on je definiran u diskretnim
trenucima vremenat =nT, dakle n-ti uzorak
signala pojavljuje se u trenutku nT sekundi u
odnosu navrijeme 0

62

ZESO] Diskretni signali
= primjer
u: Cjelobrojni — Realni
gdie Vne Cjelobrojni, u[n]=cos(2zFnT)

ili npr. zaF = 2000 Hz i T=1/10000 sekundi

u: Cjelobrojni — Realni
gdie Vne Cjelobrojni, u[n]=cos(0.47zn)

21



ZESO Vremenski diskretni signali
= vremenski diskretni signali mogu biti prikazani i
kao niz brojeva - uzorcima
{u[n]} ={....1.41,1.78,2.05,2.19, 2.18,....

= ovdje su prikazani uzorci
u[-2]=141, u[-1]=1.78,

u[0] = 2.05,
u[l]=2.19, u[2]=218,
» podcrtani uzorak oznatava uzorak zan =0

Z@g@% Graficki prikaz vremenski
diskretnog signala

wemenski diskretan signal

s=o1 Vremenski diskretni signali

» X[n] oznagavan-ti uzorak niza{x[n]} bez
obzira na natin generiranja diskretnog
signala

» {X[n]} jereani niz ako je n-ti uzorak x[n]
realan zasvaki n

v inaeje{x[n]} kompleksni niz

22



Seson Kompleksni diskretni signal

» kompleksni niz {x[n]} se moze napisati kao:

{Xnl}={xnf} +i{ XN}

gdje su X [Nn] i X,[n] realni i imaginarni dio

od x[n]
= konjugirano kompleksni niz je
{Xnl}={xenl} —i{xmln}
» gesto se viti¢aste zagrade ispustaju u
Oznacavanju niza

67

o1 Primjeri diskretnih signala

» {u[n]}={cos(0.3n)} jerealni niz

nnnnnnnn

WAA
e
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Ssa1 Primjeri diskretnih signala

= {Z[n]}={ &% je kompleksan niz
" MoZe Sse napisati:
{Zn]}={ cos(0.3n)+jsin(0.3n)} =
={c0s(0.3n)} +j{ sin(0.3n)},
gdjeje{z[n]}={ cos(0.3n)}
{Zn]} ={sin(0.3n)}

69
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ZESO Primjeri diskretnih signala
* {Zn]}={°37} ={cos(0.3n)} +j{sin(0.3n)}
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ZESO] Diskretni signali

» vremenski diskretan signal je konatne
duljine (finite length) ako je definiran za
konagni vremenski interval

N;<n<N,
gdieje —o< N, i N, <+ i N, <N,
= Duljinaili trgjanje nizakonacne duljine je:

N=N,-N,;+1
e Diskretni signali
» niz{u[n]}={cos(0.3n)} je beskonatnog
trgjanja

» y[n]=n?; -3<n<4 jeniz kona¢ne duljine
4-(-3)+1=8

72
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%ﬁ@ﬂ Osnovne operacije na nizovima i
elementi diskretnog sustava

= zbragjanje nizova u

zbroj dvanizay=u+vili
{ynl} = {uln]} +{vn]} / y

jeniz sopéim ¢lanom

y[n] =u[n] +v[n] zasvakine Z. vV
= produkt nizova u
produkt dvanizay = uvili
{ynl} = {uln]} * {vinl} y

jeniz sopéim ¢lanom
y[n] = u[n]v[n] zasvaki ne Z.

73

z%ﬁ%u Osnovne operacije na nizovima i
elementi diskretnog sustava

* mnozenje s konstantom
y=auili
{yInl} = a{ulnl} = {auln} u y
y[n] =au[n] zasvakine Z.

= funkcijski blok

y=f[u]ili u

{yInl} =f [{ufnl}] =4 f 4
y[n] =f[u[n]] zasvekine Z.
reverzijavremena
ylnl=ul-n]
515 Osnovne memorijske i
ZESON e ..
predikcijske operacije

» pomak niza— jediniéni pomak dajeiz
ulaznog niza, niz pomaknut za jedan korak.
unatrag (kaSnjenjei pamcenje)  unaprijed (predikcija)

E—l y E y

u u

y=E"ili {y[nl} =EX{uln]}, y=Euili{y[n]} =E{u[n},

yinl = (E"unl, y[n] = (Eu)(n],
y[n]=u[n-1] n>0. y[n]=uln+1] n>0.

75




ESO)! Pomak niza

= operacija pomaka niza unaprijed traZi
nekauzalan sustav paje neostvariva u
realnim sustavima.
» zato se duzimo redovito jedinicama za
kasnjenje, odnosno operacijom E.
1 2k

T i

12345 n 01234 n 0123456 n

76

yinl=un+1n>0 ’y[n]—u[nl]n>0

I

ESO)! Pomak niza

» u literaturi je uobi¢ajeno oznagavati blok za
jedini¢no kasnjenje sa zt umjesto sE?
» kasnjenje za N koraka je operacija

y[n]=u[n—N]

7

ZES0l Primjer osnovnih operacija

= zadanasu dvanizaduljine5 zadanazaO<n<4

{a[n]}={56-20-1}

{b[n]}={4-2-241}

= generiranje novih nizova primjenom osnovnih
operacija

{cInl}={aln]*b[n]}={20-124 0 -1}

{dn]}={a[n]+b[n]}={9 4 -4 4 O}

{€[n)}=0.5*{a[n]}={2.53-10-0.5}

78
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Primjer prikaza sustava uz pomo¢

ZESO osnovnih operacija
u[n] £ u[n-1] i un-2] 1 u[n-3]
%Zao x a2 a3
X+) + +

yinl
yin] = eu[n] + equ[n -1 + e, u[n— 2] + o ,u[N— 3]

79

5@ Klasifikacija nizova prema
ZESO)! . . .
simetricnosti
= konjugirano simetri¢ni niz
u[n]=u’[-n]
zareani u[n] radi se 0 parnom nizu

ﬁ@ Klasifikacija nizova prema
ZESO)! . . .
simetricnosti
= konjugirano antismetri¢ni niz
u[n]=-u[-n]
zareani u[n] radi se 0 neparnom nizu

81
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ﬁﬁ@ Klasifikacija nizova prema
ESO)! . . .
simetri¢nosti
» svaki kompleksan niz moze biti prikazan
kao zbroj njegovog konjugiranog
simetri¢nog i konjugiranog antisimetriénog
dijela
u[n]=un]+ue[n]
gdiesu
udn]=0.5(ufn]+u'[-n])
Uga[N]=0.5(u[n]-u"[-n])

82

ﬁ@ Klasifikacija nizova prema
ZESO)! . . .
simetricnosti
» svaki pak realan niz moze biti prikazan kao
Zbroj njegovog parnog i neparnog dijela
u[n]=ug[n]+uq[n]
gdiesu
up[n]=0.5(u[n]+u[-n])
uy[n]=0.5(u[n]-u[-n])

5135, Periodieni nizovi
ESO)!
= zaperiodi¢an niz vrijedi
u[n]= U[n+kN]
N je period ponwljanja,g@najmanji N
koji zadovoljava u[n]= u[n+kN]
je osnovni period

1
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ZESO) Osnovni nizovi
= jedini¢ni niz (niz sjediniénim ¢lanom il
uzorkom, Kroneckerov delta, 6 — niz).
*$=.,0010,0,..

1 za n=0
Vne Cjeobrojni, d[n]=
0 za n#0
o[n]
1
2 a1 o1 2 n ®
ZESOI Osnovni nizovi

» jedini¢na stepenica, jediniéni skok
"1=.,00,111,..

1 za n=0
Vne Cjelobrojni, #[n]=
0 za n<O
i uln
1
0 1 2 3 4 n 5

zﬁg@% Osnovni nizovi
» jedini¢narampa
*r=.,001234,..
n za n=0

Vne Cjelobrojni, r[n]=
0 za n<O

rin]
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ZESO Osnovni nizovi
= jedini¢na parabola m-tog stupnja
Pn=..001" 2" 3" ..

m

n" za n=20,neZ
P.nl=
P[] 0 za n<O

I

ESO)! Osnovni nizovi

» realni sinusni (kosinusni) niz:
Vne Cjelobrojni, x[n]= X cos(a,n+ ¢)
gdje je X amplituda, e, [radijana/uzorku] kutna
frekvencijaa ¢ [radijana] faza od X[n]

= koristi sei varijablaf, [perioda/uzorku]
definirana kao:

= 2rf,

89

I

ik Osnovni nizovi

= graficki prikaz: cos(Zn—%)

.
il d il 0 12
g \ \ 1
\ \ f =
[ & 0 24

90
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ZESO Osnovni nizovi
= kompleksna eksponencijaa
Vne Cjelobrojni, xn]=Ax"
gdiesu A i a reani i kompleksni brojevi

» ako oznakimo: g =g %1% A= |Alel?
tada mozemo pisati
Xn] =|Alee™ ™ = x [n]+ jx,[n]
gdie je
X[n] =|Ale™" cos(@,n + ¢)
%[Nl =|Ale™" sin(@,n+ @)

91

Seson Kompleksni eksponencijalni niz

= suglasno prethodnim izrazima za x,[n] i X,[N]
kompl eksne eksponencijale su sinusiodal ni
nizovi ¢ija se amplituda priguduje (c,<0),
raspiruje (6,>0) ili je konstantna (6,=0).

» primjer kompleksne eksponencijale

X[ n] — e(_floﬂ%)n

92

545 Primjer kompleksnog
ZESOl eksponencijalnog niza

Realni dio = exp((-1/10)*n)*cos((pi/7)n)]

Amplituda

év?fT?Po

obéééooomommomoooooo»'

Th,

[ 5 10 15 20 25 30 35 a0

WTTO

Korak n
Imaginami dio = exp((-1/10)*n)*sin((pi/7)'n)

—o

Amplituda

o???‘??oc 000000000000
e
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Seson Realni eksponencijalni niz

= primjer realnog eksponencijalnog niza:
Vne Cjelobrojni,, un=U"

uni=209) w21

5HWm[[WWTTTTTZ?W?}QWW;W L

FR]

KKKKKK

zeso1  Periodi¢nost kosinusnog niza

" niz u[n]=cos(w,n+¢) je periodidan ako
vrijedi u[n] = cos(@,n+ @) = cos(@,(n+ N) + @)
padlijedi:
cos(@w,(nN+N)+¢) =
= cos(@w,n+ @) cos(a,N) —sin(a,n+ @) sin(a,N)

aovo ¢ehiti jednako cos(w,n+¢) za
sin(m,N)=0 i cos(mN)=1 atojeza

oN=27k ili Z=Nyi =k
[0 k N 95
513 Periodicnost sinusnog
ZES0] : C
niza: primjer
= zaniz u[n]=1.8cos(2%n-%)
@, =% =>N=2%=15 za k=1

15

18cos(@15)p i)

KKKKKK
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Periodicnost sinusnog
ZES0l niza:primjer
= ako 27 w,=N /k zacjelobrojneki N tada
¢e period biti visekratnik od 24/ @,
= inate je niz aperiodi¢an, primjer:
u[n] =1.8cos(~-Z n—z)

L8005 (sqn(s)15)"pi*n-pilT)

SR L

97

ZESO] Svojstva sinusnog niza

zaw =mn+Aizlazi
x(n) = cos(m + A)n = cos(-2r + T + A)n
=cos(- + A)n=cos (- A)n
zaovg) niz se ne moze razlikovati dali je kutna
frekvencijaniza
0,=nt+A ilio,=n-A

5@, x(n) =cos(on), ne Z

ZESO] == 71/6 o = 0, = 51/6
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Zzse1  Svojstva sinusnog niza
* zaw =2n—A izlazi
x(n) = cos(2r —A)n = cos(—A)n = cos(An)

» zazadani niz se ne mozerazlikovati jeli kutna
frekvencija

o, =2n—Aili o, =A

100

5@‘ x(n) =cos(wn), ne Z

ZESO)! 0=0,=t/6 w=e,=11lt/6

101

ZESOl Svojstva sinusnog niza
iz prethodnog dlijedi da su sve sinusoide
frekvencije @, = @+ 2kn -7 < a@y<n=
identi¢ne (i ne mozemo ih razlikovati) jer
vrijedi
cos((a, + 2kz)n+ @) = cos((w,n+ @) + 2kzn) =
= cos(w,n+ @)
zato su sve cos((ay, + 2ka)n + @) "dias’
kosinusoide cos(ayn + ¢)

102
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ZESQ

Svojstva sinusnog niza

sve diskretne sinusoide s frekvencijom
. 1
o<z ili [fl<=
2

su jednoznaéno definirane

103
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