SiS

ZES0I

Signali i sustavi

Odziv i svojstva linearnih
sustava

zesel  Sadrzaj

= Odziv nepobudenog sustava.

= Odredivanje fundamentalne matrice razvojem u
red.

= Klasi¢na metoda odredivanja fundamentalne
matrice.

= QOdredivanje ®(¢) pomocu .£ — transformacije.

= Odziv pobudenog linearnog sustava.

Impulsni odziv sustava.

Odziv stanja sustava na eksponencijalnu pobudu.
Odziv sustava £ —transformacijom.

©

M

zesol  Odziv nepobudenog sustava

= Dinamicko vladanje i svojstva linearnog
sustava odredujemo rjeSavanjem jednadzbi
stanja sustava: x = Ax+Bu.

= Rjesenje matri¢ne jednadZzbe uz pobudu u i
pocetno stanje X, = X(0) dati ¢e nam stanje
sustava od trenutka t, = 0 do bilo kojeg
trenutka 7.

= Homogeni dio (bez pobude):

X(1) = Ax(¢),

uz rubni uvjet, odnosno uz pocetno stanje
x, = x(0). 3




Y,

zesel  Qdziv nepobudenog sustava

= Pretpostavimo x(¢) oblika :
x(t)=c¢,+¢t+...+¢,t" +..., gdjesue, vektori.
= Uvrstimo u diferencijalnu jednadzbu stanja:
e +2e,t+... 4+ ket . = Al Fet .. ket 4,
= pa izjednacimo iste potencije od #:

¢, =Ac,
1 1, 1
02=EACJ=EA c,, opcenito:
1
1 1 c :—Akc .
¢ = A=A, ST R

zesel  Qdziv nepobudenog sustava

= Uvrstavanjem ¢, u izraz za x(¢) dobivamo:

x(¢) = (I+At+lAzz2 +...+lA"tk +...Hx(0)
o2 k!
= Razvoj sli¢i eksponencijalnoj funkciji, ali od

matrice A! Ak
x(1) = x(0) = e*'x(0).
by
= Svojstva O(7): matri¢na
®(1) = AD(0), clsponencie

uz D0)=1, D(t)=e".

sw
zesol QOdziv nepobudenog sustava

= Poznavanje @(f) i x, = omogucuje odredivanje
stanja sustava za bilo koji 7 > t,.
= O(¢) — prijelazna ili fundamentalna matrica,
transformira pocetno stanje X, u stanje x(7):
x(t) = e*x(t,) = ®(t —t,)x(t,).
= Deriviranje i integriranje @(7):
7eAt :eAtA:AeAt,
,dt
J.eATdT _ A—l(eAt g ).

to




s]s Odredivanje fundamentalne

matrice razvojem u red
= Pogodno za numericko odredivanje fund.
matrice.

= Aproksimacija matrice ¢ s N ¢lanova reda:

At _ l 2 i N
—I+At+2!(At) +...+N!(At) .

= Izbor NV: I(At)N <e
N!

= Potreban N ovisit ¢e o vlastitim vrijednostima
matrice.

sﬁ Odredivanje fundamentalne
matrice razvojem u red

= Primjer matri¢ne eksponencuale:

0
0
1

Al

[

&
[
S = O

515 Odredivanje fundamentalne

matrice razvojem u red

= Primjer matri¢ne eksponencijale:

1 0 O
A=1|-3 -2 0
31 -1

I+t 0 0

et~ | =3t 1-2t 0
3¢ t 11—t




A
%‘gﬂ Odredivanje fundamentalne
matrice razvojem u red

= Primjer matri¢ne eksponencijale:

1 0 0
A=|-3 -2 0
31 -1
1+¢+£%/2 0 0
eMax | =3t+37/2 1-2t+21 0
3t-32/2  t=3t7/2 1—t+1*/2

Y
g@g’gﬂ Odredivanje fundamentalne
matrice razvojem u red

» Primjer matri¢ne eksponencijale:

1 0 0
A=1|-3 -2 0
3 I -1
e 0
eM=|—e+e e 0
e—e? —eM+e! e

A
;ﬂ;:;gﬂ Odredivanje fundamentalne

matrice razvojem u red
= Fiksiramo 7 = 1:

2,72 0 0
er=1-258 0,14 0
2,58 0,23 0,37]
= Numeri¢ki postupak:
29 0® oW
00 0@
250 -GE

Al




s]s Odredivanje fundamentalne

matrice razvojem u red

= [terativni postupak odredivanja:
3
O@)=1+Ar+ (Azt) +%+... =

2
—I+At{l+1;t+(At) +}

() - [+At{l+%l:l+%[ [“%[”%Dﬂ}

ngg Klasi¢na metoda odredivanja
fund. matrice

= O(7) sadrzi vremenske funkcije svih varijabli
stanja.

= Svaku varijablu stanja mozemo pretpostaviti u
obliku: ¥ = X e

homogena x, =a,x, +a,x,+...+a,x,
jednadzba |

J Xy = Ay X +apX, +. +a2n n
stanja .

X, =a,X +a,x,+...+a,x

n

A
SE@"H Klasicna metoda odredivanja

fund. matrice
= Dobiva se sustav homogenih jednadzbi za X;
koji daje rjeSenje X, # 0 samo ako je
determinanta sustava jednaka 0.

ay Ay =P Gy

A Ty, P

= Slijedi karakteristi¢ni polinom u varijabli p,
koji daje karakteristi¢ne korijene ili vlastite
frekvencije sustava.




s]s Klasi¢na metoda odredivanja

ZE300
fund. matrice
= Opce rjesenje za svaku varijablu stanja sadrzi
titranja svim karakterlstlcmm frekvencijama

sustava: xi(t)_zX”e , i=l,....n.

=
= Amplitude eksp. odreduju se iz pocetnih uvjeta
x,(0).
* x,(1) na psnovu matrice svih rjeSenja ¢, ().

(0= ¢, ()x,(0)  odnosno x(7) = D(1)x(0).

k=l .
* Funkcije @,(1) su elementi fundamentalne
matrice sustava.

Sﬁs Klasi¢na metoda odredivanja

ZESO]
fund. matrice
= Specijalni slu¢aj: matrica A dijagonalna, A = A

= imamo 7 nezavisnih sustava prvog reda.
X, =Ax,, i=12,...,n

. Rjesenje zax; x,=e"x,(0).
= Svaka varijabla x; titra samo svojom

frekvencijom:
x| |e* x,(0)
. At 0
e e xzf ) , x=e"x(0).
X, e | x,(0)

A
SE@"H Klasicna metoda odredivanja

fund. matrice

= Opca matrica A moZe se dijagonalizirati

transformacijom varijabli stanja modalnom

matricom M:

A=MT'AM i A=MAML

= RjeSenje mozemo iskoristiti za izraCunavanje

matri¢ne eksponencijale od A:

eA=MeM M,
= te slijedi odziv stanja:
x(f) =M M M x,.




A
%‘gﬂ Geometrijska interpretacija

rjeSenja 3 0 0

= Neka je matricaA: A= |1 -2 0
» Pripadne svojstvene 1 1 4
vrijednosti i karak. h
vektori su:  s=-3,  s5,=-2,  s=-1_

1 0 0

X, = |-1 X, = 1] x;=10
-

= Kako ¢e se mijenjati stanje x(¢), ako je pocetno
stanje x(0) proporcionalno nekom od
karakteristi¢nih vektora?

g@g’gﬂ Geometrijska interpretacija
rjesenja

MATLAB primjer

Y
;ﬂ;:;gﬂ Odredivanje ®(t) pomocu
£ —transformacije
= Vektor stanja sustava x(7) transformira se kao:
£ {x(?)} = X(s) i obratno £ {X(s)} = x(?).
= Jednadzba stanja sustava u s domeni:
x()=Ax(t) ——  sX(s)—x(0) = AX(s).
= X(s) stupasti vektor [X,(s) X,(s) ... X, ()]"
= Rijesimo po X(s):
X(s)=(sI-A)'x(0)=(s) x(0).

Matrica karakteristi¢nih frekvencija
ili resolventa sustava.




A
?E]gﬂ Odredivanje ®(t) pomocu
& —transformacije
= @(s) ... L transf. fundamentalne matrice sustava

O(7): . .
D )= 2= 2 {(1-4) '}
d(s)=(s1-A)" = %.

= Elementi matrice ®(s) — razlomljene
racionalne funkcije kompleksne frekvencije s.
Brojnik — polinom 7 — 1 stupnja.
Nazivnik — polinom n—tog stupnja.

Y
sﬁ Odredivanje ®(t) pomocu
ZESel .
< —transformacije
» Determinanta det(sI — A) kao produkt korjenih

faktora:
det(sI-A)=(s-p,)™ (s-p,)™ ...(s-p)™ ...(s-p,)"

=TIG-p)™.
1
= p, do p, .... karakteristi¢ne frekvencije sustava.

0
" m, .... viSestrukost i—tog korijena Zmi =n.
i=1

M
515 Odredivanje ®(t) pomocu
ZESOI ..
£ —transformacije
= Determinanta det(sI — A) kao polinom:
det(sT—A)=s"+d;s" '+ ..+d,_,s+d,
= koeficijenti polinoma {d;} mogu se dobiti iz
tragova matrice A i njenih potencija:
Trag matrice T, =tr A =tr [ai/. ] = Zaﬁ
i=1
d =-trA

| ® jterativni postupak
d, = _E(dl trA+trA’)

d, :—l(d",1 trA+d, ,trA’+...+d trA"" +trA")
n

2




A
?E]gﬂ Odredivanje ®(t) pomocu
£ —transformacije
* Inverzna £ transformacija od (s — A)~..

Razvojem u parc. razlomke svakog elementa ¢,(s)

@ 1-A)" = C,
=612 ;;’( Y

L epym o),

Cﬂc :( _ )'dSmA J

c 1 d™ | adj(sI-A)
Jk (m _])| dSmA—j n N
, H (s _pi) '

=l S =Py 25
iS
$19 Odredivanje ®(f) pomocu
ZESO] ..
< —transformacije
= U slucaju jednostrukog korijena:
adj(p,I-A
C, =[5 -pobs)] , =2IPIZA)
* Inverzna transformacija 1 (s —p))
daje fundamentalnu izk
¢t

matricu oblika: (1) = zep‘,z c,— .
k=1 =l (j-n!
= Suma eksponencijala eventualno pomnozenih
polinomom u varijabli ¢, (m, — 1) stupnja, ako
je frekvencija (p,) viSestruki korijen.

M
zesol Odziv pobudenog linearnog sustava

= Za totalni odziv sustava treba odrediti rjeSenje

nehomogene matri¢ne jednadzbe x = Ax+ Bu
= Lagrange—ova metoda varijacije parametara

proizvoljne konstante rjeSenja homogene jednadzbe
pretpostave se kao funkcija vremena:

x(f) = eA (7).
= Uvrstenjem u jednadzbu sustava slijedi:
eMf(1)=Bu
odnosno:  f(r)=e *Bu(r)




A
zesel  Qdziv pobudenog linearnog sustava
= Integriranjem u intervalu (0, t] slijedi:
t

X() = eMM(1) < () ~1(0) = [e *Bu(r)dz
0
(1) = e‘“{[ e Bu(r)dr +f(0)}
0
= Za t =0 slijedi: x(0) = £(0),
pa se stanje sustava moze naci kao:

x(1) = eVx(0) + [ " Bu(z)d.

Y
zesel  Qdziv pobudenog linearnog sustava

» Bududi da je ®(¢) = e*, stanje sustava se moze
zapisati i kao: ,
X(1) = ()x(0) + [ @t~ 7)Bu(r)d~.
0

Titranje pocetnog Stanje uzrokovano
stanja, ili funkcija pobudom, ili odziv
stanja sustava x,(7) stanja mirnog
kad nema pobude. sustava x,, (7).

M
zesol Odziv pobudenog linearnog sustava

= Uvrstimo stanje x(t) u izlaznu jednadzbu
sustava: y(t) = Cx(¢) + Du(?).

¥(0) = CO(Ox(0) + [ CP(: —7)Bu(r)d7 + Du(0),
0

odziv sustava bez pobude odziv mirnog sustava

ili, op¢enito za pobudu koja pocinje u trenutku t,:

¥(£) = CO(t —t,)x(t,) + jcm(z —7)Bu(r)dz + Du(?).

ty 30

10



Y,

zesel  Qdziv pobudenog linearnog sustava

= Konvolucijski integral daje cjelovit odziv i kada
t, tezi prema —oo, ako je pobuda trajna (—co, ):
t

y(®)= [C®(—)Bu(r)dr +Du().
= Pocetno stanje x(—) je proizvoljno — vlastito
titranje uslijed pocetnog uvjeta ne postoji niti u
jednom (kona¢nom) trenutku 7.

Y

zesel Impulsni odziv sustava
= Pobuda sustava impulsima u(?) = UJ (?).

Elementi stupca U su intenziteti impulsa na pojedinim
ulazima sustava.

= Stanje sustava:
X(0)=ex(0) + [ IBUS(0)d7
= *[x(0")+BU]= @(1]x(0") + BU]

Stanje sustava bez pobude odredeno stanjem x(0-).
Stanje mirnog sustava odredeno impulsima pobude BU.

M

zesol Impulsni odziv sustava
* Pobuda razloZena na impulse: u() = [5¢—)u()dz.

0
= Mnozenjem matricom D i uvrStavanjem u
konvolucijski integral dobivamo odziv mirnog

sustava: .
y(0) = j [co-)B+5(t-7)D]u(r)dr,

hll(t) h]m(t)
hll([) hlm(t)

Y(I)Z[IH(I*T)“(T)H’T,

H(r) = C®()B +5()D =

matrica impulsnog odziva b, (@) - k(0
k1 km

11



A
zesel Impulsni odziv sustava

= Konvolucijski integral predstavlja cjelovit
odziv kauzalnog sustava kada t, tezi u —co:

y(@) = jH(t —7)u(r)dr.

= U slucaju nekauzalnog sustava gornja granica
integracije se proteze u +oo:

y(®) = TH(I —-u(r)dr = TH(r)u(t —7)dr.

sis Odziv stanja sustava na kauzalnu

e eksponencijalnu pobudu

» Pobuda sustava: u(z) = Uu(t)e™.
Elementi stupca U (U, do U,,) su amplitude stepenice na

m

pojedinim ulazima sustava.
= Stanje sustava: ,
At A(t-1) s
x(t) = e"x(0) + [ BUe " dr,

0 t
x(t) = e*x(0) + eA’J‘e(S"I*A)TBUdT,
0
x(t) = eV x(0) + e e~ (s,1- A) ' BU,
x(t) = e*x(0) + (Ie™ —e*)(s,—-A)'BU.

A
515 Odziv stanja sustava na kauzalnu

ZESOI ..
eksponencijalnu pobudu
= U izrazu prepoznajemo tri komponente:

x(t) =e*x(0)— e (s,] - A)'BU +(s,] —A)'BUe™

x,(?), stanje nepobudenog X,.(7), stanje mirnog

sustava koje titra sustava koje titra
vlastitim frekv. sustava frekvencijom pobude s,
X;p(1), Stanje mirnog

sustava koje titra
vlastitim frekv. sustava

12



MW,
STs Odziv stanja sustava na kauzalnu
ZESOl g
eksponencijalnu pobudu
= Spajamo ¢lanove koji titraju istim
frekvencijama:
x(1) = e [x(0)— (s,] - A) 'BUJ+ (s,1—- A) 'BU&™'

Prijelazno stanje sustava Stacionarno stanje sustava

Desni pribrojnik se naziva i stacionarnim stanjem u sluc¢aju
konstantne s, = 0 ili periodicke s, = j @, pobude.

Amplitude titranja prijelaznog stanja odredene su neskladom
izmedu podetnog stanja x(0) i stacionarnog stanja x,, (0) u
trenutku 7 = 0.

ﬁs Odziv stanja sustava na kauzalnu

ZESO] ..
eksponencijalnu pobudu
= Odziv stanja sustava se moze pisati i kao:

Al
x(1) = e*[x(0) —x,, (0)]+x,,, (¢)
= Cjelovit odziv sustava na eksponencijalnu
pobudu: y(r) = Co(1)|x(0)- d(s, )BU J+|ca(s, )8+ DJue*
Prolazni ili prijelazni Stacionarni odziv
odziv sustava, y,(7) sustava, y(7)

= Partikularno rjesenje ili stacionarni odziv:
y,(0) =|Cd(s, B+ DJUe™ = Hs, Ue™ = Ye*.

transfer matrica 38

A
515 Odziv stanja sustava na kauzalnu
ZESOl .
eksponencijalnu pobudu
erl Hy(sy) Hy(sy) -+ H,,(3) Ul—l

Y, B H, (s) U,

Yr Hrl(s()) Hrm(so) Um
kompleksna H,(s,), transfer funkcija kompleksna
amplituda izmedu j — tog ulaza ii — amplituda
eksponencijale tog izlaza za frekvenciju eksponencijale na
na izlazu pobude s, ulazu

39

13



s]s Odziv stanja sustava na kauzalnu
ZESOl
eksponencijalnu pobudu

= Odziv sustava na harmonijsku pobudu, s,=j@:
u(?) = Uep(2),
x(1) = eM[x(0) — (jwl — AY'BU] + (jwl — Ay'BU&®,
¥(®) = CO(1)[x(0) — (jwl — AY'BU] + [C(jsl — A)'B + D] Ui,
= Stacionarni odziv:
v, () =|C(jol - A)'B+DJUe’™ = A(jow)Ue™.
transfer matrica pri frekvenciji @

= Veza transfer matrice

i matrice impulsnog H(jo)= j H(r)e ""dr.
odziva: -

40

Y

zesor Odziv sustava £ - transformacijom

= Z transformacija jednadzbi stanja sustava:
$X(s) — x(0) = AX(s) + BU(s),
(sI = A)X(s) = x(0) + BU(s),
X(s) = (s — A)y'x(0) + (s — A)'BU(s),

X(s)= ®(s)x(0)+ ®(s)BU(s),
x(r) = £ {d(s)jx(0)+ £ (s )BU(s)},
fundamentalna

matrica @(7) = e

x(2) = ®()x(0) + j ®(t—7)BU(7)dr.

41

A
zeson  Odziv sustava £ - transformacijom

= £ transformacija izlazne jednadZbe sustava:
Y(s) = CX(S) + DU(s),
Y(5) = Cd(s)x(0)+ [cd(s)B+ DJU(s)
= Miran sustav: x(O) = 0.
—|cd(s)B+DU(s) = A(s)U(s).
transfer matrica
= Elementi matrice H(s) su transfer funkcije
izmedu pojedinih ulaza i pojedinih izlaza
sustava.

2
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Y,

* Inverznom . transformacijom transfer matrice

15

zesor Odziv sustava £ - transformacijom

dobiva se matrica impulsnog odziva H(f):

H() = 2" {i(s)}= 2 {Cd(s)B+D).

15



